SERIE 10 — DEADLINE 22.5.2012
Priiklad 1. Mirné teseni splnuje
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Ukazte odsud, ze uzaviena koule
W =A{llully < R}

je uniformné pohleujici (tj. u(t) € W pro vSechna t > t¢, kde to zavisi pouze
na ||u(0)||y) a pozitivné invariantni (tj. «(0) € W implikuje u(t) € W pro
vSechna t > 0.

Piiklad 2. Bud X, Y Banachovy prostory, bud f : X — Y lokdlné lip-
schitzovskd, bud R > 0 déno. Sestrojte f : X — Y omezenou, glob4lné
lipschitzovskou, spliujici f(z) = f(z) pokud |z||x < R a f(z) = 0 pro
]l x = 2R.

Priklad 3. Predpokladejme situaci na zacitku dukazu Véty 8.1: ¢ € F,
je ddno, M je graf ¢, M, := S(t)M, a konetné ¢ je funkce, jejimz grafem
je M,. Piipomenme, 7e (zatim nedokazovany) predpoklad (AP3) zarucuje,
ze M; je grafem (-lipschitzovské funkce s definicnim oborem PM,; C PH a
hodnotami v QH N'V. Pripomeiime déle, ze R(u) — nelinearita v rovnici (A)
— je nulova vne Q, = {||u|\ < p}.

3a. Ukaite, 7e kazdé p € PH \ Q, nalezi do PM, a ¢(p) = 0.

*3b. Ukazte déle, ze definiénim oborem ¢ je celé PH.

Lemma 8.2. Necht X je Banachuv prostor, S(t) : X — X (obecné ne-

linedrni) spojitd semigrupa, kterd je pro kazdé ¢t > 0 kompaktni (tj. S(¢)B je
kompaktni, je-li B omezend), a koneéné necht je splnén disipativni odhad

IS@ullx < e lullx + Ko, 20

(s jistymi konstantami a, Ky > 0.) Dokazte, ze existuje stacionarni bod (t;.
ug takové, ze S(t)ug = uy pro kazdé t > 0).



Ndpovéda.

1 - ||Aull, > )\}/2||u||v; integracni faktor exp(ut) pro vhodné pu > 0.

2 —wviz pripad X =Y =R

8a — Uvédomte si, 7e S(t) = e vné Q,, kde A je diagondini s vlastnimi ¢isly
0>—-XM>—-X>...

3b — Staci ukdzat, Ze F : PH — PH, definované predpisem F(p) := e_tAPé(p),
je na. Dle predchoziho je F identita na PH \ Q,; ukaZte z Brouwerovy véty,
Ze F' must zobrazovat PH N Q, (fakticky uzavrenou kouli v R™) na sebe.

4 — pomoci Schaeferovy véty (Pata, Theorem 1.20) nejprve ukazte, Ze S(T)
ma pevny bod pro libovolné T > 0 pevné. Posloupnost u,, pevngch bodi S(27")
mda hromadny bod (proc¢?); oznacme jej ug . ..



