Domaci kol ¢. 7 - Vlastnosti analytickych semigrup
termin odevzdani: tutery 24.4.
Bud a >0 a (A, D(A)) generator analytické semigrupy splijici
|R(N,A)|| < M|A+a|l™' pro A+a € ;)04

Pripomenme, Ze pro o > 0 definujeme

1
—A)" = — [ (=2)"*R(z,A)d
kde y(t) := —% 4 te'("/2ro)sent ¢ € R,
1. Ukazte, ze pro « = n € N je (—A)™ = (R(0, A))" (deformujte integracni kiivku na
kruznici a pouzijte reziduovou vétu).

2. Ukazte, ze pro 0 < a <1 je

sin T

+o00 +oo
(A = /0 tTOR(t, A)dt = ﬁ/o t* T (¢) dt.

™

Névod: ohnéte integracni kiivku shora i zdola na kladnou reédlnou poloosu, k dikazu druhé
rovnosti vyuzijte identitu I'(a)['(1 — o) = 7/sin7z.

3. Ukazte pomoci kiivkového integralu pro semigrupu, zZe existuje C' > 0 takové, zZe
AT (t)|| = ||d/dtT(t)|| < Ct~'e ™ pro vSechna ¢ > 0.

4. Ukazte, Ze pro kazdé m € N existuje Cy, > 0 takoveé, ze || T'(t)||L(x,vemy = [|ATT(1)| <
Ct~™e~% pro viechna ¢t > 0.

Nyni dokazeme prvni dvé ¢ésti Lemmatu 6.5 z prednasky:

IN

5. S pomoci asti 2 a 4 ukazte, Ze pro kazdé r € R existuje C, > 0 takové, Ze ||T(t)]| 1(x,v2r)
Ct="e~% pro viechna t > 0. (identitu (—A)*(—A4)? = (=A)**# «, 8 € R na vhodném
definiénim oboru pouzijte bez dikazu)

6. Ukazte, ze pro kazdé a € (0, 1] existuje K, > 0 takové, ze ||T(t)z—z| < K t||(—A)%z|]
pro viechna ¢ > 0, x € V2@, (pouzijte T'(t)z — x = [y AT(s)x ds)



