
Série 1

Př́ıklad 1

Vymyslete systém

x′ = f(x, y)

y′ = g(x, y) ,

který je nelineárńı a přesto explicitně řešitelný. Spoč́ıtejte odpov́ıdaj́ıćı operátory
řešeńı S(t) : R

2 → R
2 a ověřte př́ımým výpočtem, že

S(t)S(s) = S(t + s) .

Př́ıklad 2

Necht’ (S(t), X) je dynamický systém. Necht’ zobrazeńı

(t, u) 7→ S(t)u

je diferencovatelné. Potom existuje funkce F : X → X taková, že funkce
u(t) := S(t)u0 (kde u0 ∈ X je libovolné, pevné) je řešeńı diferenciálńı rovnice

d

dt
u = F (u) .

Př́ıklad 3

Uvažujme úlohu (vedeńı tepla na tyči s izolovanými konci)

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, t > 0, x ∈ (0, π) , (1)

s okrajovou podmı́nkou

∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, π) = 0 (2)

a počátečńı podmı́nkou

u(0, x) = u0(x) , x ∈ (0, π) .

Berme za prokázaný fakt, že funkce

ϕk(x) =

{

1√
π

k = 0
2√
π

cos kx k ≥ 1

1



tvoř́ı ortonormálńı Hilbertovskou bázi prostoru X = L2(0, π).
Operátory S(t) : X → X jsou definovány následovně: je-li

u0 =
∑

k

akϕk , ak =

∫

π

0

u0(x)ϕk(x) dx , (3)

pak

S(t)u0 =
∑

k

ak exp(−k2t)ϕk .

Obě sumy chápeme ve smyslu prostoru X.

Dokažte:

1. (S(t), X) je dynamický systém

2. funkce
u(t, x) =

∑

k

ak exp(−k2t)ϕk(x) (4)

(suma chápána bodově) splňuje (1), (2).

3. co se děje pro t → ∞ ?

Nápověda:F(u):=
d

dt{S(t)u}t=0

zápis(3)implikuje‖u0‖
2

X=
∑

ka
2

k;

|ak|,|ϕk(x)|omezené=⇒řada(4)avšechnyjej́ıderivacekonverguj́ıstej-

noměrněprot≥δ>0

limt→∞u=pr̊uměrnáhodnotau0
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