27. TEORIE DISTRIBUCH.

Motivaéni poznamky. Dosavadni chdpani funkce: ,,bodové®, tj. prifazeni x — f(x).
Nevyhody: neexistence singuldrnich objektu (Dirac). Problémy s ,,bodovym“ pojetim
derivace: neni vzdy definovana, neméii spravné velikost nespojitosti, . ...

Predbézné tivahy. [Dualita, funkciondl.] Pro f, g € L*(2) je definovdno

(f. ) = / f(2)g(z) da

Tento vyraz lze ruzné zobecnovat, pticemz f se zlepsuje: L*(€2), C.(Q), ..., zatimco g se
zhorsuje (zobeciiuje): L'(Q2), mira na Q, ...

Definice: je-li X (normovany) vektorovy prostor, pak mnozinu vSech spojitych linedrnich
zobrazeni F' : X — R nazyvame dudlem X a znac¢ime X'. VySe uvedené prostory jsou v
(kanonickém) dudlnim vztahu v nasledujicim smyslu:

o je-li T € (LQ(Q))/ pak existuje jediné g(x) € L*(Q) tak, ze T(f) = [, f(z)g(x)dx pro
kazdé f(z) € L*(R2). (V tomto smyslu dudlem k L? je opét L2. Obecnejl dualem k LP je
L kde 1/p+1/q=1.)

e je-li T € (C (Q)), a navic nezaporny, pak existuje jedind Radonova mira p na €2 takova,
e T(f) = [, f( ) pro kazdé f(z) € C.(€2). (Dudlem ke spojitym funkcim jsou miry.)

Pozorujeme: ¢im lep81 (hladél) prostor, tim vétsi (obecnéjsi) dudl. V tomto duchu dis-
tribuce (tedy dual k C2°) bude zobecnéni vsech LP a prostoru meér zarover.

Umluva. V celé kapitole je 2 C R" oteviend mnozina.

Opakovani. Pro f(z) : R”™ — R definujeme nosi¢ funkce supp f jako uzavér mnoziny

{z eR"; f(z) #0}.
Ekvivalentné: nosi¢ je nejmensi uzaviend mnozina K takova, ze f = 0 na R™ \ K.

Multiindexem nazjvam n-tici ¢isel o = (ay, ..., a,), kde a; > 0 jsou cela. Cislo |a| =
23;1 a; nazyvam vyska (stupen) multiindexu. Pro funkei f(z) : R® — R definuji

9l f (x)
D~ = :
1) = G amsr . ogan
Pro vektor x € R™ definuji
= afwy? .

Definice. Necht Q C R” je oteviena mnozina. Prostor testovacich funkef D(2) definujeme
{go € C*(Q); supp ¢ je kompaktni podmnozina € }

Rikdme, ze funkce ¢, konverguji k nule v prostoru D(Q), jestlize plati:
(i) existuje K C €2 kompaktni tak, ze supp ¢, C K pro Vn;
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(ii) D%p(x) = 0 na K pro kazdy pevny multiindex o.
Obecnéji, ¢, konverguji k ¢ v prostoru D(£2), jestlize ,, — ¢ konverguji k nule ve smyslu
predchozi definice.

Znaéeni. Normu v prostoru C*(Q) definujeme jako

1é(2) [l () = sup sup | D¥¢(x)].

2€Q |a|<k

Tato norma popisuje stejnomérnou konvergenci vSech derivaci az do fadu k vcetneé.
Pro p(z) € C*°(2) mohou byt tyto normy nekoneéné (napi. ¢(z) = 1/z v Q = (0,00).)
Pro ¢(x) € D() jsou ovsem nutné konecné a podminka (ii) v definici konvergence v D(2)
tikd, ze |[on(2)[|org) — 0 pro kazdé k pevné.
Nalézt vsak jednu normu (¢i metriku), kterd by popisovala konvergenci v D(£2), neni mozné
— piicinnou je podminka (i).
Definice. Distribuci v {2 rozumime spojité linedrni zobrazeni

T:D(Q) - R

o= (T, ).

Podrobnéji feceno, pozadujeme

(i) <T’ Y1+ 902> = <T> 901> + <T> 902>7 <T’ a“90> = a<Ta 90>;
(ii) ¢, — 0 v D(Q2) implikuje (T, ¢,) — 0.

Mnozinu vsech distribuci v © znac¢ime D’'(£2). Symbolem (T, ¢) znac¢ime (jak vidno vyse)
hodnotu distribuce T" na testovaci funkci ¢.

Priklady. @ Je-li f(z) € L},.(Q2), pak definujeme T} € D'(Q2) predpisem

(Ty, ) :/Qf(:v)go(a:)da:

Rikdme, 7e T je reguldrni distribuce s hustotou f.
@) Pro libovolny bod a € 2 definujeme Diracovu distribuci 9, predpisem

(9, p) = w(a).

@) Dirac na sféie dg, € D'(R3) je definovan jako

(65, 0) = / o (x)dS (),

T

kde S, = {x € R3; |z| = r}; integral chdpeme jako plosny 1. druhu.
@ Vzorkovaci distribuce V' € D'(R) je definovéna jako

(Vio) =) wln).

nez
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® Obecnéji, kazda ,,rozumna* mira p v Q urcuje distribuci 7, predpisem

(T, ) = / o(@)d(z).

,,Rozumna“ mira je zhruba takova, ze spojité funkce jsou métitelné a kompaktni mnoziny
maji konecnou miru.

Poznamka. Lze dokdzat, ze vnofeni L}, .(2) C D'(Q) (realizované zobrazenim f — T}) je
prosté v nésledujicim smyslu: jestlize f, g € Li,.(2) jsou takové, ze distribuce Ty a T, se
rovnaji, pak nutné f(z) = g(z) skoro vsude v .

Znaéeni. Symbolem G CC Q znacime situaci, kdy G je kompaktni a G C Q.

Véta 27.1. [O lokdlné koneéném tadu distribuce.] Necht T € D'(Q2), necht G cC Q je
oteviend mnozina. Potom existuji konstanty K > 0 a m > 0 celé tak, ze

}<T7 ‘P)} < KH‘PHCm(G) pro Vo € D(G). (*)

Poznamka. Cisla K a m obecné z4visi na mnoziné G.

Poznamka. Jestlize pro T' € D’(2) muzeme v piedchozi vété volit ¢islo m nezdvisle na
mnoziné G, nazyvame 7' distribuci kone¢ného tadu.

Radem distribuce nazyvame nejmensf ¢islo m takové, ze plati (*) — konstanta K stale mize
obecné zaviset na mnoziné G.

Priklady. (D) regularni distribuce je fadu 0

@) Diracova distribuce je tadu 0

@) distribuce ¢ + ©*(0) je fadu k; distribuce

o=y o™ (n)

nema konecny tad.
Poznamka. Mnozina D'(2) je vektorovy prostor: pro T, 17 a 1o € D'(2) aa € R
definujeme

(T + Ta, ) := (T1, p) + (T2, ),
(aT, @) = a(T, p).

Lehce se ovéii, ze Ty + Ty resp. aT' jsou opét prvky D’'(Q2).

Definice. Necht 7,, T € D'(Q). Rekneme, ze T}, konverguji k T ve smyslu distribuci,
jestlize (T, ¢) — (T, ¢) pro kazdé ¢ € D(Q2) pevné.

Analogicky: >, T, = T ve smyslu distribuci, jestlize lim, (D> y_; Tk, ) = (T, ¢) pro
kazdé ¢ € D(Q2) pevné.

Koneéné, zobrazeni A — T, z metrického prostoru A do D'(£2) je spojité, jestlize funkce
A= (T, @) (to je funkce z A do R) je spojita pro kazdé ¢ € D(Q2) pevné.
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Véta 27.2. [Uplnost D'(Q).] Nechi T, € D'(2) je posloupnost distribuci. Necht pro kazdé
v € D(Q) pevné existuje koneéna lim,, o (T, ¢).
Potom: oznac¢ime-li tuto limitu jako (T, ¢), je T € D'(2).

Lemma 27.1. Jsou ddny posloupnosti Ty € D'(2) a ¢, € D(2). Necht (redlnd) posloup-
nost (T, p) je omezend pro kazdé ¢ € D(2) pevné; necht ¢, — 0 v D(Q). Potom
(Th, pr) — 0.

Znaceni. Pro T € D'(Q2) budeme nékdy psat T' = T'(z) nebo (T, ¢) = (T'(z), o(2))a,
abychom forméalné pojmenovali proménnou x € §). — T'(x) tedy neznaci hodnotu distribuce

T v bodé z; tento pojem nelze definovat.

Definice. Nechf A € R™" je reguldrni matice, nechf b € R”. Ozna¢me Q) = {Ay+b; y €

Q}. Potom pro T'(z) € D'(2) definujeme T(Ay + b) € D’'(§2) predpisem

p(A~ (z — b))
| det A|

(T(Ay +b), o(y))y := (T'(x), ), Vo € D).

Poznamka. Ptedchozi definice je motivovana vzoreckem

_ p(A Nz =b)
| s+ vetydy= [ 5P oo

tj. pokud f € Ll (), tak pro pifslusné reguldrni distribuce plati

loc
(Tyiavsns oy = (T(a), 2o,

Priklady. D do(y +b) = 6_,(y)
@ e "do(ey) = do(y)

Lemma 27.2. [O spojitosti dudlnfho zobrazeni] Nechf Q, Q c R”, necht ® : D(Q) —

D(Q) je spojité, linedrni zobrazeni. Definujme &' : D'(Q2) — D’(2) predpisem

(¥'(T), ) = (T, ®(¢)), V€D

Potom @' je spojité linedrni zobrazeni; specidlné ®'(T') € D'(Q2) pro kazdé T € D'(Q).

Dausledek. Pii znaceni predchozi definice je T'(x) — T'(Ay + b) spojité linedrni zobrazeni

z D'(Q) do D'(Q). Specidlné T(Ay + b) je distribuce v €.
Opakovani. Je-li F(x) € C*(M), kde M C R" je ,,rozumna“ oblast, pak mame Gaussovu
veétu:

oF dx :/ Fuy; dS,
w0 oM

kde nalevo se integruje dle ,,plosné“ (tj. v obecném piipadé n — 1-rozmérné miry pres
hranici M, v = (v, ...1,) je vnéjsi normaéla.




Volbou F = fg, kde f, g € C'(M) dostdvame vzorecek pro integraci per-partes v R™:

/ 8fgd;1:: fgyl-dS—/ fag dx.
v Oz oM M O

Lemma 27.3. Necht f(z) € C™(Q), necht p(x) € D(Q). Potom

[0 peds= (-1 [ oo

pro kazdy multiindex |a| < m.

Definice. Necht T € D’'(€), necht « je libovolny multiindex. Potom definujeme distribuci
DT € D'(Q) predpisem ¢ — (T, (—=1)*D%p).

Véta 27.3. Pro libovolny multiindex « je D® spojité linearni zobrazeni z D'(€2) do D'(2);
specidlné DT € D'(Q2) pro kazdé a.

Poznamka. Symbol D uzivame jak pro klasickou (bodovou) derivaci, tak pro derivaci ve

smyslu distribuci. Smysl je jasny z kontextu. — Diky Lemmatu 27.3. vime, ze pro hladkou
funkei f plati DTy = Tpay.

Piiklady. O LTy = &y, kde Y (z) je Heavisideova funkce

@ %Tlnm = v.p.%, kde

1
(v.p.—,p) = lim @d:p.
v IR\ (ee) T

je takzvand | hlavni hodnota“ (valeur principale) integrélu (Lebesgueovsky neexistujiciho).

Opakovani. Funkce f(z) : (a,b) — R je po ¢dstech C*, jestlize existuji body x;, j =
1,... N takové, ze f a f’ jsou spojité vsude mimo z;, a navic v bodech z; maji jednostranné
vlastni limity.

Lemma 27.4. Necht f(z) je po ¢astech C! v intervalu (a,b). Potom
d
%Tf =Ty + Z {flzt) = f2;=) }0ay,
J

kde f’ je bodové derivace f.

Piiklad. Uvazujeme funkci f(x) = 22, x € [—, 7], kterd je 27- periodickd. Jeji Fourierovy
koeficienty jsou by = 0, ap = 27?/3, aj, = (—1)*4/k? pro k > 1. Rovnost

plati bodové (pro kazdé pevné x) diky Véteé 21.2. Ovsem rovnost (a konvergence) rady plati
také v prostoru L*(—m, ), diky Vété 21.4. Odsud se snadno vyvodi, Ze se jednd i o rovnost
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ve smyslu distribuci v R, kdy jednotlivé funkce ztotoznime s pfislusnymi regularnimi dis-
tribucemi.
Ovsem diky Vété 27.3 muzeme tuto rovnost libovolné derivovat. Tedy

%f(x) = ;(—1)’“1% sin kz,

d2
) (x) = g (=14 coska,
x

k

pricemz rady vpravo stale konverguji ve smyslu distribuci! Derivace vlevo vypoéteme diky
Lemmatu 27.4: - f(z) je 2z na (—m,7) a dale rozsifime 2m-periodicky. Konetné %f(x)

rovna se
2—A4r Z 5(2j+1)7r-
JEL

Opakovani. 7 prvniho semestru vime, ze pokud f’'(z) = 0 v intervalu (a,b), je funkce
f(x) v tomto intervalu konstantni. Jinymi slovy, derivace urcuje funkci az na konstantu.
Nasledujici véta nam 1iké, ze distributivni derivace ma stejnou vlastnost.

Véta 27.4." Necht Q C R” je oteviend, souvisld mnozina. Necht T € D'(Q) je takova, ze
%T =0 proj=1,...,n Potom existuje c € R takové, ze T'=T..
J

Definice. Necht 7' € D'(2), nechf G C Q je oteviend mnozina. Rekneme, ze T je nulové
v G, jestlize (T, ) = 0 pro kazdou ¢ € D({2), jejiz nosi¢ je obsazen v G.

Rekneme, ze T, S € D'(Q) se rovnaji v oteviené mnoziné G C €, jestlize T — S je nulové
v G ve smyslu predchozi definice.

Definujeme nulovou mnozinu distribuce T € D’'(2)

Or = U {G; G C () je oteviena a T je nulovd v G };
nosic distribuce jako
suppT = Q\ Or.
Jestlize f € C*(Q) a T € D'(1), definujeme distribuci f71 predpisem

(fT,0) =(T, fo), Ve eD).

Piiklady. @ suppd, = {a}. Obrécené plati: je-li nosi¢ distribuce T' jednobodovy, je T
. N @

nutné tvaru » 5, ¢;D%0,.

@ Pifklady souéinu: zdy = 0, z(v.p.2) = Tj.

Priklady. Definovat obecné soucin dvou distribuci 7', S nelze. Pfesnéji vzato: nelze

definovat takovy soucin, aby byly splnény vsechny ,rozumné“ pozadavky (asociativita,

!Diikaz pouze pro n = 1.



komutativita) na souéin, a zaroven aby bylo mozné libovolné derivovat a platilo Leibnizovo
pravidlo. (Tzv. Schwartzuv vysledek o nemoznosti.)

Poznamky. Nyni usilujeme o slibené zobecnéni funkeci %, tj. F(z—in Jmenovatel ma
singularitu v bodé n = —1. OvsSem i ¢itatel zde mé singularitu v tom smyslu, ze funkce

x™ prestava byt (lokdlné) integrovatelna (a tedy distribuce). Uvidime, Ze tyto singularity
jsou ,,odstranitelné ‘.

Poznamka. Nadale jsou distribuce obecné komplexni, tj. spojité linedrni zobrazeni T' :
D(Q) — C. Lze psat T' =Ty + i13, kde Ty, T3 jsou redlné distribuce.

Definice. Je-li T distribuce, definujeme komplexné sdruzenou distribuci T piedpisem

<T7 90> = <T> ¢>7 Vp € D(Q)

Definice. Parametrickym souborem distribuci (p.s.d.) v §2 rozumime zobrazeni A\ — T},
kde T\ € D'(R2) pro kazdé \.

Rekneme, 7e p.s.d. Ty zavisi holomorfné na A € O C C, jestlize A — (T}, ) je holomorfni
funkce pro kazdé pevné ¢ € D(12).

Rekneme, Ze p.s.d. Ty ma v bodé ), izolovanou singularitu, jestlize funkce (T, ¢) maji
tuto vlastnost (pro kazdé pevné ¢ € D(Q)).

Rekneme, ze distribuce T € D(Q) je reziduum p.s.d. Ty v bodé X, jestlize resy, (Ty, @) =
(T, ) pro kazdé pevné ¢ € D(Q).

Definice. Pro A € C pevné definuji funkce

A\ 2, x>0
xy =
0, x<0.

1
loc

Tyto funkce nalezi L
téz a7} .
Poznamky. [Vlastnosti =7 .|

@ 29 je Heavisideova funkce
@ pro ReA > 1 je 2} € C'(R) a plati

d
%xj\r = )\:cj\:l

(R) pokud Re A > —1. Piislusné regularni distribuce budeme znacit

— rovnost plati bodové a (diky Lemmatu 27.4.) i ve smyslu distribuci.
@ A= 2} je p.s.d., ktery je holomorfni v {\ € C; Re A > —1}.

@ ve smyslu nasobeni distribuce hladkou funkci plati mci = :E:\LH.

Véta 27.5. P.s.d. 2 1ze holomorfné rozsffit na mnozinu C\{—N}. Toto rozsifeni (znacené
stejné) ma nasledujici vlastnosti:

(D
I‘eSA:,inIW % 50

1. pro k € N je



2. %xﬁ‘rﬂ =}, -2 ¢ N
3. zzh =2}, A ¢ N

Definice. Pro A € C\ {—N} definujeme distribuce x} € D'(R)

IL‘A
= +
(A +1)

Zjevné se jednd o p.s.d., ktery zavisi holomorfné na A € C\ {—N}.
Véta 27.6. Pokud dodefinujeme
—k
=|— J

zavisi x%} holomorfné na A € C. Plat{

d _
%X:\L:X:\L ! A e C.

A

Poznamka. Analogicky zavedeme distribuce x

(z}, ) = /_ (=) p(z)d, Re\ > —1;

poté rozsifime pro vSechna A € C\ {—N}. Déle definujeme

|zt =2} + a2, |z} sgnz = 2} — 2.

Poznamka. Dalsim cilem je definovat Fourierovu transformaci distribuci. (Zopakujte si
kapitolu 24 minulého semestru!) — Lemma 24.4. nam tiké, v jazyce distribuci, ze

(T}, 0) = (T, $)

Nabizi se proto definovat Fourierovu transformaci distribuce 7" jako

~

(T,p)=(T,¢), veDR").

Je zde ovsem héacek: diky Vété 24.6. vime, ze pokud ¢ € D(R™) a také ¢ € D(R"), je
uz nutné ¢ = 0. ReSenim je nahradit D(R™) Schwartzovym prostorem ,,rychle klesajicich
funkci“ . (R™). Tim ziskdme mensi prostor ,,temperovanych“ distribuci, na kterém vse uz
funguje dobre.

Definice. Schwartzuv prostor ,,rychle klesajicich funkci* definujeme jako
Z(R") = {p(x) € C°(R"); 2*D°p(x) omezend pro V a, B}.
Rekneme, ze ¢, — 0 v .7(R"), jestlize 2° D%, (z) = 0 v R” pro viechna a, S.

Véta 27.7. [Vlastnosti Schwartzuvova prostoru.]
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l. ¢, = 0vDR") = ¢, —>0v.7(R")
2. zobrazeni ¢(z) — x%0(z) a p(x) — DPp(x) jsou spojitd z . (R") do .7 (R")

3. F je linedrni, spojité, vzdjemné jednoznacné zobrazeni .#(R") na sebe

Definice. Temperovanou distribuci v R” rozumime spojité, linearni zobrazeni

T:.7(R") — R(C),
o= (T, ).

Prostor temperovanych distribuci zna¢ime .#/(R"™). Konvergenci 7,, — T v ./(R")
rozumime, ze (T,, ) — (T, ) pro kazdé ¢ € S (R").

Poznamky. @ ./(R") C D'(R"), neboli temperovana distribuce je distribuce.

@ Lec ne kazdd distribuce je temperovand distribuce. Napiifklad funkce f(z) = exp(22?)
je lokalné integrovatelnd, tedy Ty € D'(R"), avsak Ty ¢ '(R™).

@ Lze dokézat: pokud f(z) € LP(R™) pro néjaké p, tedy f(x) je globdlné integrovatelna,
pak uz Ty € Z/(R").

Obecnégji, pokud f(z) je méfitelnd funkce a existuje N > 0 takové, ze funkce (1 +
|z|2)N|f(x)| je omezend, pak Ty € #(R"). (Takové funkce f se nazyvaji ,,pomalu ros-
touci“ nebo téz ,,moderované“ funkce.)

Také distribuce s kompaktnim nosi¢em jsou temperované (presnéji feceno, lze je prirozené
rozsitit na temperované distribuce).

Lemma 27.2-S.2 Necht ® : .7 (R") — . (R") spojité, linearni zobrazeni. Definujeme
dudlni zobrazeni ¢ : .’ (R") — .'(R") jako

(P(T), ) = (T,2(¢)),  VpeL(R").

Potom @’ je spojité, linedrni zobrazeni; specidlné ®'(T') € .#'(R") pro kazdé T € ./'(R")

Poznamky. Pomoci predchoziho lemmatu se lehce ovéri, ze nasledujici operace jsou ko-
rektné definované pro libovolnou temperovanou distribuci 7' € ./(R"):
(D Derivace D*T, kde

(DT, ) = (T, (=1)"D%),  Vp e S (R").
@ Zémeéna proménné T'(Az + b), kde

p(A (@ — b))>
| det A >

(T(Ay +b), 0(y))y = (T'(x), Yy € S (R").

@ Soucin wT', kde w je nekonecné hladka, pomalu rostouci funkce, kde klademe

(WT, o) = (T, wp), Yo € L (R").

2Bez dikazu.



Definice. Ne(;hf T € '(R") je temperovana distribuce. Potom definujeme jeji Fourierovu
transformaci 7' € .#/(R") jako

<T> §0> = <T7 @)7 Vp € ‘Sﬂ(Rn)

Pitklady. (D) 6, = exp(—2miaf); specidlné 5, = 1.
@ (vp.l) =—irsgnz

Véta 27.8. T — T je linedrni, spojité, vzdjemné jednoznatné zobrazenf prostoru .#” (R™)
na sebe.

Poznamka. Pro T € .¥/(R") definujeme déle inverzni Fourierovu transformaci 7" €
&' (R™) predpisem )

(T,p) =(T,%), VpeZ(R").
Plati téz, ze T' T je linedrni, spojité, vzajemné jednoznatné zobrazeni prostoru .#”/(R")
na sebe. Déle (T)= (T} =T pro kazdé T € /'(R™).
Véta 27.9. Necht T € .'(R"). Potom:

1. T(x) =T(~x)
9. T=T T=T
3. T(y — a) = [exp(2mi(a, 2))T(x)] (y)

4. [T(x = a)]"(y) = exp(=2mi(a,y))T(y)

5. [T(ex)] (y) = | "T(e1y)

6. Je-li T sudé (lichd, radidlné symetrickd), ma 7' stejnou vlastnost.
7. [D°T] (y) = (2miy)°T(y)

8. DPT(y) = [(—2miz)°T(x)] (y)

Priklady. D [exp(Qm’(a, x))]A = 0,; odsud pak

1
[cos(b,z)]” = B (862 + 0_ty2r)
1
[sin(b,2)]" = % (8620 — 0_by2r)
@) Pro Heavisideovu funkci Y plati:
. 1 1 1
(z) = 2—7”( P-;) + 500(2)



Poznamky. Necht f(z):Q; — R, g(y) : Q2 — R. Potom definuji tenzorovy soucin f ® g
jakozto funkci z 27 x Q5 do R predpisem

(f ®g)(z,y) = f(2)9(y).
Jsou-li f, g lokalné integrovatelné na €2y, {25, je také f® g lokdlné integrovatelna na €2y x €2y

a pro prislusnou regularni distribuci plati

(Trag, p) = / /Q . f(@)g()p(r,y)drdy

- /Q1 f(z) (/Qgg(y)w(x,y)dy) dz

- [ o ( X el ie) dy

diky Fubiniho vété. Druhy a tieti fadek lze také napsat jako

(Ty(2), (Ty(y), e(z,y)))  respektive  (Ty(y), (Ty(x), ¢(z,y)))-
To motivuje nasledujici definici.

Definice. [Tenzorovy sou¢in distribuci.] Necht T'(z) € D'(€), necht S(y) € D'(Qy), kde
Q; CR™, Qy C R™ jsou oteviené mnoziny. Pak definujeme distribuci T'® S € D'(€2; x Q)
predpisem

(T'® 5, ¢) = (T(x),(S(y),¢(x,9))), Vo €D x ).

Poznamka. Nebudeme ovérovat, ze se jednd o korektné definovanou distribuci. Téz
nasledujici vétu ponechame bez dukazu.

Véta 27.10.> [Vlastnosti tenzorového soucinu distribuci.] Necht T a S jsou jako v
predchozi definici. Potom:

L (T(x), (S(y), o(x,y))) = (S(y), (T(x), p(x,y))) (tzv. distributivn{ Fubiniho véta)
2. supp (T ® S) C supp T x supp S

3.7, - TvD(Y) = 1,05 = T®S vD(Q x Q)

4. D(T®S)=(DeT)® S, DI(T®S)=T® (DIS)

Priklad. Pro a € R", b € R™ je §, ® 0y = 0(qp), kde vpravo mame Diraca v bodé
(a,b) € R™*",

Poznamky. Konvoluce funkei f(z), g(x) : R" — C je definovéna jako

3Bez dikazu.
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Je to asociativni a komutativni operace. Plati, Zze f*g je tak hladka jako f a g dohromady.
Pti aplikovani libovolné derivace mame

Do‘{f*g} =D xg=fx*xD%.
Dalsi klicovou vlastnosti je
fxg=1g.
Nasim cilem je zavést konvoluce distribuci. Protoze se jedna o nelinearni operaci, nepujde
to bez dodatecnych omezeni.

Motivaéni vypocet 1. Jsou-li f € L}(R"), g € D(R"), je také f* g € L}(R") a v jazyce
distribuci

frg(@)=| flyglz—y)dy = (T;(y),9(x — y))y.
R?’L
To motivuje néasledujici definici.

Definice. [Konvoluce distribuci — 1. verze] Necht T' € D'(R"), ¢ € D(R"). Potom
definujeme konvoluci 7" * ¢ predpisem

Tx () :=(T(y), ez = y))y-
Véta 27.11. * Necht T' € D'(R"), ¢ € D(R™). Potom T x p(x) je C* a plati
DT x ¢}(x) = DT * p(x) =T * D*p(x)

pro kazdé x, a.

Motivaéni vypocet 2. Jsou-li f, g € L'(R"), je také f x g € L'(R"™) a pro ¢ € D(R")
méame (s pouzitim Fubiniho véty)

(Treg, p) = // . fW)g(x)e(x,y) dedy = (T @ Ty, p(x +y))-

Problém: ¢(x + y) nenf testovaci funkce v R™ x R", nebot nemd omezeny nosic. Je-li totiz
nosi¢ funkce ¢(x) obsazen v kouli B(0, R), mé ¢(x + y) nosi¢ v neomezeném pésu

Qp .= {(z,y) e R" xR"; |z —y| < R}.

To motivuje nasledujici definici.

Definice. [Konvoluce distribuci — 2. verze] Necht T, S € D'(R™). Necht je splnéna
dodateéna podminka:

supp(7' ® S) N Qg je omezend mnozina pro kazdé R > 0. (1)

4Bez dukazu.

12



Potom definujeme konvoluci 7"+ S € D'(R") predpisem
(T'x S, 0) := (T @ S, np(x +y)),

kde n € D(R™ x R™) je volena tak, ze n = 1 na mnoziné supp(7' ® S) N supp p(z + y).

Poznamka. Opét by bylo tieba dokazat, ze T *x S je korektné definovana distribuce;
specialné ze definice nezavisi na blizsi volbé funkce 7.
Podminka (1) je splnéna napiiklad v téchto situacich:

e jedna z distribuci 7', S ma omezeny nosic

e distribuce T, S maji jednostranné omezeny nosi¢ (obé z téze strany)

Véta 27.12. ° Necht distribuce T, S spliuji podminky piedchozi definice. Potom
1. TS =S5x%T (komutativita)

2. Pokud navic alespon dvé z distribuci 7', S, R maji omezeny nosic¢, pak 7' (S« R) =
(T % S) % R (asociativita)

3. pro libovolné « plati

DO‘{T*S}:DO‘T*S:T*DO‘S.

4. suppT * S C suppT + supp S; mnozinou vpravo minime {a + b; a € suppT, b €
supp S'}.

Priklady. O T« g =g T =T

@ T % D*§y = D°T

BT *0,(x) =T(x —a)

@ 1% (Lo * h) =1, zatimco (1 % 2L5y) * h = 0 (srovnej bod 2 predchozi véty)

Poznamka. Pokud T je temperovana distribuce a S je distribuce s kompaktnim nosicem,
definujeme T x S formalné stejné jako vyse.

Lze dokazat, ze T'x S je opét temperovana distribuce a

T+S8=T8.
Soucin vpravo ma smysl, protoze kompaktnost nosice S zarucuje, ze to je také temperovana
distribuce; navic S je nekonecné hladka a pomalu rostouci funkce.

Zavedeni necelych derivaci. Pro libovolnou distribuci g € D'(R), jejiz nosi¢ je zleva
omezeny, a pro libovolné A\ € C definujeme

drg = g* N

Z vlastnosti distribuci Xj\r, zavedenych vyse, 1ze ukézat:

5Bez dikazu.
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o drg = (%)kg, k>0 celé

e d'gje ,primitivni distribuce®, tj. %(dilg) =g

e obecné plati d*(dtg) = d***g pro libovolna A, u € C

e navic A — d*g je p.s.d. ktery zavisi holomorfné na \ € C.

Konkrétné: pokud s € [0,1], tak d~°¢g (neboli s-t& primitivni funkce) je konvoluce g
s (lokdlng integrovatelnou) funkci %'/T'(s). Naopak d°g lze chépat jako d*~'d'g =
d_(l_s)% g; tj. neceld primitivni funkce od prvni derivace g.
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