26. SPECIALNI FUNKCE.

Definice. Funkce Gamma (neboli Euleruv integral 2. druhu) je definovina
jakozto

['(z) = / t*~le~tdt, z € C, Rez > 0.
0

Poznamky.
e definice m4 smysl: |t*~le~!| = tRe=~1e~ je integrovatelné na (0, 00).

e lehce se spocte: I'(1) = 1, a ddle (per-partes + indukei) I'(z + 1) = 2I'(2),
obecnéji

Fz+n+1)=z>z+1)...(z+n)(2), Rez >0, n>0celé. (1)

e specidlné: I'(n) = (n — 1)! pro kazdé n € N.

e jiné mozné vyjadien{ (substituce ¢t = u?):
I'(z) = 2/ u? e du;
0

odtud I'(1/2) = /7, a déle pomoci (1) odvodime I'(n+1/2) = 1(3+1) ... (
n—1)y/m.

Motivace. Proc¢ zavadime Gamma funkci 7

e vyskytuje se prirozené jako vysledek tfady integrali, napt.

N[
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R 1.1
/ e " dr=-T(-), n >0
0 non

(substituce x™ = t), déle (viz predchozi kapitola)

Fa+1)
pOH-l

L{t*}[p] = ) Rea > —1.

e zobecnéni faktoridlu, tedy také (jak uvidime pozdéji) moznost definovat

funkce )
T "
17 .T, 57...757... (2)

pro jind nez n > 0 celd. K ¢emu tohle je dobré? Definujme operator

P = / £(s)ds,
1



tj. f+— Pf pritazuje f jeji primitivni funkci. Vidime, ze Pf = f % 1, kde 1
je Heavisideova funkce; obecnéji

[P () =P(P...(Pf)...)=fx (1%)

kdybychom tedy dokézali definovat funkce (2) pro obecné (neceld, zdpornd)
n, nabizi se moznost jak definovat zcela obecnou (necelo¢iselnou) primitivni
funkci / derivace funkce.

Véta 26.1. I'(z) € H(Qp), kde Qy = {z € C; Rez > 0}.

Véta 26.2. Funkci I'(2) 1ze holomorfné rozsffit na mnozinu Q = {z€C;z#
0, =1, —2,... } V bodech mimo Q m4 toto rozsifen{ jednoduché pély, a

res_, ['(z) = , n=0,1, 2,...

Poznamky. Toto rozsiteni je (ve tfidé holomorfnich funkei) jediné mozné,
a vztah (1) plati pro vsechna z € Q.

Lze ukézat, ze I'(2) je nenulovd véude v Q. Funkce 1/T'(2) je (po dodefinovani
nulou v bodech 0, —1, —2,...) holomorfni v C.

Alternativni definice. Gamma funkci lIze také zavést pomoci nekonecnych
soucint

o= LI (() (00 =ity

viz napt. Jarnik, Integralni pocet 11, kapitola XVIII.
Véta 26.3." [Stirlingav vzorec.

lim % (g)sr(s +1) = o,

R3>s—+400
specialné
n n
n!wﬂ(—) , N3>n— oo.

e

Definice. Funkce Beta (neboli Eulertuv integral 1. druhu) je definovdna jako

1
B(p,q) = / N1 — )7 tdt, Rep, Req > 0.
0

'Dikaz ,,formalni“ — bez zdmény limity a integralu.
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Poznamky.

e definice m4d smysl: [tP71(1 —¢)77 Y| = tRer=1(1 —¢)Red=1 je integrovatelné na
(0,1).

e snadno se spocte: B(p,q) = B(q,p), B(p,1) = B(1,p) = 1/p.

e vztahy ke Gamma funkci:

B(p,q) = ?ii)i(q;, Rep, Req > 0;
B(s,1—s)=T(s)I(1—s) = Sin”m, Res € (0,1).

Definice. Besselovou rovnici fadu s(€ R) rozumime

22y’ + a2y + (2 — Py =0 (Br)

Definice. Besselovou funkei 1. druhu fadu s(€ R) rozumime

= (5) S (3) (31

n=0

s imluvou 1/I'(n) = 0 pro n < 0 celé.

Véta 26.4. [O feseni Besselovy rovnice.] Rada v (Bf) konverguje abso-
lutné pro kazdé x € (0, 00); jeji soucet je nekonecné diferencovatelnd funkce,
spliaujici rovnici (Br).

Poznamky.

e tmluva 1/T'(n) = 0 pro n < 0 celé je holomorfni dodefinovani v bodé
odstranitelné singularity — funkce I'(z) ma v takovychto n pdl

e fada v (Bf) konverguje samoziejmé pro vSechna = € C; vétsi opatrnost je
tieba pii definovani x® — nutny logaritmus pro s ¢ Z

Véta 26.5. [Sturmova srovnavaci véta.] Necht p(z), ¢ (), ga(z) jsou spojité
funkce, p(x) > 0. Necht u(x) je netrividln{ feSeni rovnice

(p(a:)u/), + q1(z)u = 0;
necht v(z) je Fesen{ rovnice
(p(x)0")" + ga ()0 = 0;
necht (klicovy predpoklad)
g(z) > qi ().
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Potom mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body funkce wu(z) lezi
aspon jeden nulovy bod funkce v(z).

Komentar. Rovnice popisuji kmitani; klicovy predpoklad: druhd pruzina
je tuzsi; zavér: druhd rovnice kmita alespon tak casto jako prvni.

Dusledek. Necht u(z) je netrividln{ feseni rovnice u” + g(x)u = 0, necht
a > 0 je konstanta.

(i) je-li ¢(z) > a, pak sousedni nulové body u(x) nejsou dale nez N
(ii) je-li q(z) < a, pak sousedni nulové body u(z) nejsou blize nez T

Dusledek. Besselova funkce Js(z) ma v (0, 00) nekonetné mnoho nulovych
bodu. Vzdalenost sousednich se blizi k 7w pro z — oc.

Poznamky.
e lze dokézat lepsi aproximaci:

pro velka z.

e pro s ¢ Z funkee {J,(z), J_(z)} jsou dvé linedrné nezdvisld fesen{ (tedy
fundamentalni systém) rovnice (Br)

e pro k € Z je Ji(x) = (=1)*J_i(x); druhym LN fesenim je Besselova funkce
2. druhu, definovana

Yi(z) = lim Js(z) cos(ms) — J,s(:c)'

s—k sin(7s)

Aplikace Besselovych funkci.

e Laplaceovy vzory dulezitych funkei: £{Jy(t)} = 1/4/p? + 1, obecnéji
1

VPR +Lp+/pr+1)n

e konstrukce vlastnich funkei laplacidnu na kruhu/kouli

L{Jn(t)} =



