Je-li T invertibilni, je zdola omezené - existuje 8 > 0 tak, Ze ||Tz|| > 0||z|| pro kazd x € H. Protoze
tak RogT = H a (I"'Tz,Tz) = (z,Tz) = (T'z,x) > 0, je T~! pozitivni. Déle pro kazdé x € H
mame

(T%z,2) = (T, Tx) = ||Tz|* > §°||=[|* = (F°x,2),
co? neni nic jiného nez T? > 32I. Potiebujeme viak dokzat, 7e T > 3I. Ale to je jiz snadné. Operator
T + BI je invertibilni a jeho inverze (T + B31)~! je pozitivni (to plyne z predchozich fadkt). Protoze
pozitivni operatory T2 — 321 a (T + BI)~! komutuji, je i jejich souc¢in

(T? = BINT +BI) " = (T = BI)T + BI)T +BI) " =T - pI

pozitivni.

4.6 Spektralni rozklad normalniho operatoru

1. Najdéte spektrdlni miry operdtorii (tj. miry E a E, , splujici (f(T)z,x) = fU(T) F)AE, &(N):
(a) Tf(t) =tf(t) pro f € L2[-1,1],

(b) T je ortogonalni projekce na H,

(c) T je levy shift na (%(Z),

(d) T(x1, 22,23, 24,-..) = (T2, 21,74, T3,...), (¥1,T2,...) € L*(Z),

() Tf(t)=f(t+1), f € L2R),

(f)

Sy

I
o O
S O Q
2 oo

(8) T({zn}) = {52}, {zn} € £2.
2. Pro ¢ € L*(u) polozme M,f = of, f € L*(n). Najdéte o(M,) a vlastni ¢&isla M,. Ukazte, Ze
zobrazeni ¢ — M, je izomorfizmus (zachovava vechno) L>(u) do L(L?()).
3. Ukaite, ze Fourierova transformace F na L?(R) je unitarni operétor, plati F* = I, o(F) = 0,(F) =
{1,-1,4,—i}. (Vyzkousejte funkce
e (1
xp(=x
P
Coz takhle zkusit najit spektralni rozklad F'?

4. Je-li H separabilni a T € L£(H) normalni, pak existuje nejvyse spofetné mnoho A € o(T) tak, ze
B({\}) £0.

5. Je-1li T € L(H) normalni, pak T je samoadjungovany (pozitivni, unitarni) pravé tehdy, kdyz o(T') C
R (o(T) C [0,00), o(T) C {\: |\ =1}).

6. Necht T' € L(H) normalni a 0,(T) je borelovska. Pak E(o(T)\o,(T)) = 0 pravé tehdy, kdyz existuje
ortonormdlni baze vlastnich vektort.
Najdéte T normélni, Ze o,(T) je neborelovska.

7. Je-li T € L(H) normalni a T = U|T| jeho polarni rozklad, pak U = f(T') pro né&jakou f € B®(a(T)).
Tedy U|T| = |T|U.

8. Je-li T € L(H) samoadjungovany, pak €'’ je unitarni. Plati to i naopak?

9. Je-li T € L(H) unitérni, pak existuje spojita kiivka « : [0,1] — L(H) tak, Ze v(t) je unitarni pro
te€0,1], v(0)=T a~(1) =1.

4.7 Distribuce

1. At S je 2-rozmérné hladka omezend plocha v R? a p je spojita funkce na S. Ukazte, Ze nésledujici
zobrazeni definuji distribuce:

o /S (@) plx)dS ()
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. Ukazte, ze neexistuje distribuce T' € 2'(R) tak, Ze pro vSechny ¢ € Z2(R\ {0}) plati

. At @, € L®(R) jsou nezaporné, [, ¢, =1 a pro kazdé € > 0 plati

lim wndr =0.

n—oo lz|>e

Pak ¢, — 6o v Z'(R).

. Ukazte, Ze sin(nz) — 0 v Z'(R), ale sin(nz) nekonverguje bodové k nule.

5. Spoctéte derivace a druhé derivace distribuci:

do, sinw-xu, Iz, [sinz], max{0,x}.
. At f(t,z) = % pro t > |z| a 0 jinak. Ukaite, ze T := T} spliiuje rovnici

T — Tow = S(0.0) -

. Najdéte funkci f € C%([0,00)), f =0 na (—o0,0) tak, Ze

f"+f=e

v D'(R).

. Ukazte, ze formule

T . = de de
() /m<1 +/

EE |z[? ai>1 2
definuje distribuci v 2'(R?), ktera fesi rovnici
|z|?T =1.
. Ukazte, ze vSechna feSeni rovnice f' =0 v 2’((a, b)) jsou konstanty.

0,z >1,
so(:v){ 1

e*m7|x|<17

. Ukazte, ze funkce

je prvkem Z2(R).
. Ukazte, ze 2(R") a 2'(R™) jsou nemetrizovatelné prostory.

. Ukazte, ze
AT 1 = —47T(S(07010)

B
v 7'(R3).
. K tomu aby trigonometricka fada ), ., ane™* konvergovala v 2'(R) staci, aby existovala ¢isla M, k
tak, ze |a,| < Mn*. Dokazte.
. At f,ge Ll _(R") a Ty = T,. Ukaite, ze f = g skoro viude.

. Ukazte, ze formule

T(p) := lim #(z) dx

e=04 Jigj>e T

definuje distribuci.

. Ukazte, ze formule

nmw—e nn+2%
() d:H/ 2 ple) )

T = lim g
(¥) e—0+ = sinx sinx
nez’mn 5 mT+e

T—

1

sinx ®

definuje distribuci p.v.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

23.
24.

25.

26.
27.
28.

A co formulka -

o()
e—0+ c X

dz + ¢(0)loge) ?

Definuje
o0 N 1
T(p) =3 6(2)
n=0

distribuci na R? A definuje distribuci na (0, 00)?

Obecnéji, jak je to s pfedpisem
o0

T(p) =Y (D" ¢)(wn) ,

n=0
kde a, jsou multiindexy a {z,} je posloupnost bodt v Q, kterd nemé hromadné body.
Déna distribuce S € 2'(R) a o € C*°(R). Existuje T' € 2'(R) tak, aby oI = S? Ukazte, Ze jediné
feSeni je éS pokud o > 0 vSude. Obecné muze byt feseni vic, napt. T = T pravé tehdy, kdyz
existuje c € R tak, ze T'=T1 + cT5,.

Ukazte, ze
o0

1 o0
E o = —— E n? cos(nx) .
T
n=1

n=—oo

At f € LY(R) spojité a [, f = 1. Pak nf(nz) — do.

At T, — T v 2'(R). Pak T, — T'. Dokaite a aplikujte na funkci f(z) = —2=e~2 . Tak dokazete,

Var ¢
Ze ¢ je limitou funkci.

Spoététe lim /ne~"*” v distribucich.

Ukazte, Ze distribuce T € 2'(R™) je generované mirou praveé tehdy, kdyz T'(p) > 0 pro kazdou ¢ > 0
lezici v 2(R™).

Af u a f jsou lokalné integrovatelné funkce na (a,b) a u’ = f ve smyslu distribuci. Ukazte, Ze existuje
absolutné spojita funkce v a konstanta c tak, ze u = v + ¢ skoro v8ude na (a,b).

At fn, f € L' alim, [} |fn — f| — 0 pro kazdy kompakt K. Ukazte, ze Ty, — Ty.

Ukazte, ze % — §p pro n — oo.

At f je 2m—periodické funkce na R definovand jako

%(W_I)v .TEE(O,?T],
f@) = -3(r+2), zel[-m0),
0, z=0
Ukazte, ze
>, sinkx
fla) =3
k=1

ve smyslu distribuci. Déle derivace f je 2r—periodickd mira, jejiz restrikce na [—m, 7] je —% + dg- A
nakonec ukazte, ze plati

(Tf)/ - ZTcoskm .
k=1

4.8 Konvoluce

1.

Konvoluce pro funkce z LP:
(a) Ukazte, ze
1+ gllp < I f112llglly
pokud f € L'(R") a g € LP(R™).
(b) Prop =1 a p = oo mize v (a) nastat rovnost. Najdéte podminky, kdy rovnost plati.
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(c) Pokud 1 < p < o0 a v (a) nastava rovnost, je f nebo g rovna 0 skoro vsude.
(d) Ukazte, ze ¢ > 0 existuje f € L' a g € L? tak, Ze

1% gllp > (=)l fllllgllp -

(e) Ukazte, ze f*g je stejnomérné spojita, pokud f € LP, g € L9 a %—l—% = 1. Je-linavic 1 < p < o0,
je f* g € Cy, coz obecné neplati pro f € L' a g € L™.

(f) Najdéte netrivialni f,g € L' tak, ze f x g = 0. (Pockejte na Fourierovu transformaci.)

(g) Pokud f € L' a f* f = f, je f = 0. Dokaite.

(e) Pokud f € L' a f* f =0, je f = 0. Dokaite.

Spoctéte:

H(z)sinz x H(z)cosz , ezl emlol
1 « 1 g

H(xz)sinz x H(z)sinzx , ;x2+0¢2*;x2+ﬁ2,

a, >0,
H(z)+ H(z),

kde H =1 pro z > 0 a H = 0 jinak.

. Banachova algebra mér:

(a) Ukazte, ze My(R™) tvoii komutativni Banachovu algebru s jednotkou.

(b) Ukazte, ze diskrétni miry tvoii podalgebru My(R™). Je uzaviena?

(¢) Ukazte, ze spojité miry tvoii idedl, tj. je to vektorovy prostor, ktery je uzavieny na nasobeni.

(d) Ukazte, ze absolutné spojité miry (vzhledem k Lebesgueové mife) tvoii ideal, ktery je izomorfni
s LY(R™). Je tento ide4l uzavieny?

4.9 Temperované distribuce a Fourierova transformace

- b=

10.
11.

12.

Dokazte, ze .¥ C L', L' ¢ %" a L>® C .¥'.
Spoététe Fourierovu transformaci funkce H(1 — |z|), kde H je Heavisidova funkce.

oy . . . Loy —az?
Spoctéte inverzni Fourierovu transformaci temperované distribuce e %%, a > 0.

Spoctéte f, kde

T(p) = /@ oy FESE).

kde B(0,1) je jednotkova koule v R3.

. Najdéte posloupnost T,, € .#’'(R) takovou, ze konverguje k 0 v 2’(R), ale nekonverguje k nule v

S (R).

At f € LL (R) je 2r—periodické funkce a Y, ., are™™® je jeji Fourierova fada. Spoctéte f.

loc
Ukazte, ze pro funkce f € L*(R) plati

Ty =T;.

. Spoctéte fgo a ﬁ.

At p je polynom na R. Je T}, temperovana distribuce?

Spoctéte Fourierovu transformaci funkce f, kde f € .7 (R).

Najdéte funkci f, kterd splriuje
-Af+f=9
v 7'(R3).

Ukazte, ze e” neni temperovana distribuce na R, zatimco e” cos(e?) je.
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4.10 Fourierova transformace

1.

® N D o

10.

11.

12.

13.

14.
15.

At f znaci Fourieorovu transformaci. Ukazte, Ze plati
fl@)eior(t) = f(t —a)
flw—a)(t) = f(t)e™"

*

9=13q,
t) =

~

F=o)(t) = f(t),
F@/N ) =2, A>0,
(F@) = —iaf(x)(t), jeli —izf(x) e LL.
At f € L' je absolutné spojitd na R a f’ € L'. Pak
F'w) = iyf(y);-

Zobrazeni f — f je homomorfismus L! do Cy. Ukazte, ze neni na, nicméné obor hodnot je husty v
Co.
Je-li f,feL'a

1 L
)= —— t)e ™t dt
o0 == [ S0
je g € Cy a f = g skoro vSude.

At f e LY, f > 0. Ukaite, ze plati | f(y)| < £(0) pro viechny y # 0.
Najdéte vsechny komplexni homomorfismy na algebie L'.

Af g= Zle %. Najdéte vztah mezi f a g.

Ukazte, ze F : f — fje unitéarni operator na L2. Spodtéte F4.
Najdéte a klasifikujte spektrum F'.

(Uvazujte funkce exp(z—;)(%)m exp(—x?)).
Spoctéte
A .
sin A\t
lim — et .
A—oo _A
Spoctéte Fourierovy transformace funkci

k() = exp(—12)

kn(y) = (1 - %)X[*ﬂ,n] (y) )

ka(y) = exp(—555)

Spoctéte pomoci bodu predchoziho

sin ay
[y ay
R Y

sin ay
/ ( )t dy
R Y

sin ay
/ ( )>dy .
R ¥

Af g € L' je dvakrat diferencovatelnd a ¢, g” € L' a g, ¢’ jsou absolutné spojité. Ukazte, Ze existuje
f € L' tak, ze f = g. Déale ukazte, ze predpoklady na g jsou splnény, pokud g,¢’, ¢" € L* N Co.
At’AF C U C R, kde F je kompaktni a U je oteviend. Ukazte, ze existuje f € L' tak, Ze f: 1na F
af=0naR\U.

Najdéte f € L2\ L! tak, aby f € L'.

Spoctéte Fourierovu transformaci funkci

cos(ax) , e_‘”2, sin(ox)
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