APROXIMACE C! KRIVKY LOMENOU CAROU.

Cilem tohoto textu je provedeni posledni technické ¢asti dikazu Cauchyho
véty.
Tvrzeni. Necht Q C C je oteviend mnozina, ¢(t) kiivka v Q a f(2) : 2 — C

spojita funkce. Potom existuje posloupnost ¢, (t) kiivek v €2, které jsou po
¢astech linearni a

/ f(z)dz —>/f(z)dz, n — oo (1)

Diikaz. Kiivka o(t) je z definice po édstech 1, BUNO je C! (jinak uvazujeme
jednotlivé casti zvlééf). Prokazdé n e Nbudiza=t, <t; <---<t, =0
déleni intervalu [a, b] na n stejnych tseku délky t; —t;_; = (b—a)/n.
Kiivku ¢, (t) definujeme takto: v délicich bodech klademe ¢, (t;) = ¢(t;),
ve zbyvajicich tsecich dodefinujeme ¢, (t) linedrné (spravnéjsi by bylo fici:
afinne)

onlt) = olt;) + (WJ’) - S”““)) Lote (boty) @)

t]’ — tj,1

w(tj)—ptj—1)

e intervalu (¢;_1,¢;); v bodech

Ziejme ¢, (t) je spojitd a ¢/ (t) =
t; obecné existuji jen jednostranné derivace.

Klicovym bodem dukazu je nasledujici pozorovani:

pn(t) = () Ve, b\ N (3)

kde N je sjednoceni vsech délicich bodu t; (pfes vSechna n). K dukazu
(3) necht je ddno £ > 0 libovolné. Protoze ¢'(t) je spojitd na kompaktnim
intervalu [a, b], je zde také stejnomérné spojitd, a tedy existuje § > 0 takové,
7e |¢'(t) — ' (s)] < e pokud |t —s| < §. Necht n je tak velké, ze (b—a)/n < 4.
Potom kazdé t € [a,b] \ N se nachdzi v néjakém intervalu (¢;_1,t;) a lze psat

PAURAC AR / " s (4)
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Avsak [t —s| <t;—t,_; = (b—a)/n < §, tedy posledni integrand a potazmo

cely (prumérovy) integrél je v absolutni hodnoté mensi nez e, ¢imz je (3)

dokazéano.



Z (3) plyne déle, ze
pn(t) = 0(t) v [a,b] ()

Staci si uvedomit, opét pro t € (¢;_1,t;), ze

w@—%@zwwo—%@n+/ o (5) — o (s)ds

ti—1

ﬂ+/¢w—mws

ti—1

a integrél lze odhadnout pomoci (b—a)/n - supe(,u\n [9(5) = @n(s)], coz jde
do nuly nezavisle na t.
Nyni lze snadno dokonc¢it dikaz (1). Jde o zdménu limity a integralu pro

t/mwwwm%/ﬂwwmﬁ (6)

Jiz vime, Ze integrandy konverguji bodové skoro vsude. Funkce ¢'(t) je
omezena diky spojitosti a je ziejmé (napiiklad z (4)), ze ¢!, (t) jsou omezené
stejnou konstantou. Zbyva omezit funkce f(p,(t)).

Z timto ucelem budiz P uzavieny pés o sifce € kolem grafu ¢(t). Protoze P
je kompaktni, je f(z) na P omezend néjakou konstantou. Na druhou stranu z
(5) plyne, ze pro dost velkd n lezi grafy ¢, (t) v P, a tedy prislusnéd konstanta
odhaduje i funkce f(p,(t)). Ptechod v (6) plyne tedy s Lebesgueovy véty (s
konstantni majorantou). O

Jako cviceni si lze rozmyslet, Ze pro délky kiivek plati L(y,) 7 L(y), n — oo.



