23. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE.

Definice.
C= {z:x—i-iy: x,yER}

kde i* = —1 (imagindrn{ jednotka), Rez = x (redlnd ¢ést), Im 2z = y (ima-
gindrni ¢ést), |z| = y/22 + y? (absolutni hodnota), Z = = — iy (éislo kom-
plexné sdruzené).

Poznamka. Ztotoznéni: C = R? z = z + iy < (z,y). Shoduje se i
2] = @ )l

Definice. S = C U {oco}. Terminologie: C ...oteviena Gaussova rov-
ina, S ...uzaviena Gaussova rovina alias Riemannova sféra, oo...komplexni
nekonecno. Okoli bodu (zp € C, e >0, a € S):

U(zo,6) = {z € C; |z — 2| < &}
1
U(oo,e) ={z€C; |z] > E}U{OO}
Pla,e) = Ula, ) \ {a}
Pocetni pravidla:
e a+too=o0proVaceC
e a-00=o00proVaeS\{0}
e a/oo =0 proVaeC

e|a/0=o00|proVa €S\ {0}
Nedefinovéano zustéava: 0 - oo, 0/0, co/o0, 0o £ 00.

Piiklady. [Funkce komplexni proménné.]

e polynomy, racionalni funkce.

e ¢*, sin z, cos z - definovany mocinnou radou, kterd (absolutné) konverguje
pro Vz € C. Klicovy vztah:

exp(a + ib) = exp(a)[cos b + i sin b
Definice. Pro z € C\ {0} definujeme

logz:{CeC: eXpC:z}
argz = {B€R: z=|z]exp(if)}
Logz = {¢ €logz: Im(¢) € (—m,7]}
Argz={pecargz: B e (—mn|}

Poznamky.
e log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: ¢islu je pritazena mnozina.
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Napt.: logl = {2k7mi: k € Z}.
e Log, Arg funkce jsou: ¢islu je ptifazeno pravé jedno cislo.
e plati vztahy (In je klasicky redlny logaritmus):

(€logz <= Re(=In|z| & Im( € argz
Logz =1In|z| +iArgz

Definice. [Komplexni mocnina.] Pro z € C\ {0}, a € C definujeme
ma(z) = {exp(al) : ¢ € logz}

Definice. Pro zy € C, f(z) : U(z9) — C definujeme
f(2)— 1)

Z—r20 z — ZO

Limitu chapu v C a musi byt vlastni. Ekvivalentni definice: f’(zy) = A prave
kdyz
f(zo+h) = f(z0) + Ah +r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h — 0.
Znacim fM(2) = f'(2) a indukei f(2) = [f™(2)].

Véta 23.1. ! Plati:

(1) (f£9)(=) = () £ g'(2)

2) (£9)(2) = F(2)g(=) + F(2)g/(2)

(3) (£/9)'(z) = LEMELIEE poknd g(z) # 0

() (Fa) = 1P 0) el ) prosti o 1) 20
(5) (f 0 9)(2) = F(9(=))g'(2)

Umluva. je oteviena cast C.

Definice. Funkce f(z) : € — C se nazve holomorfni v 2, pokud f’(2)
existuje viude v Q. Znacime f(z) € H(Q).

Priklady.

e polynom P(z) € H(C)

e raciondlni funkce R(z) = P(2)/Q(z) € H(C\ {z: Q(z) =0})

e ¢?, sin z, cos z € H(C) (nebot mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu,
viz lonska Véta 11.4.)

e Véta 23.1. = scéitanim, odcéitanim, nasobenim, délenim, invertovanim
a sklddanim holomorfnich funkei vznika funkce holomorfni (na patficném
defini¢nim oboru)

1Bez dukazu.



Poznamka. Ztotoznéni C = R? ... ztotoznéni f(z) : C — C s funkef
F(z,y) : R* > R? kde z =z +iy a F = (F}, F,) = (Re f,Im f).

Piiklad. f(z) = 2% odpovida F(z,y) = (z* — y?, 2zy).

Véta 23.2. [Cauchy-Riemannovy podminky.] Necht f(z) : U(z) — C,
290 € C. Necht F = (Fy, Fy)(z,y) : U((wo,y0)) — R? ji odpovidd dle vyse
uvedeného ztotoznéni, kde zg = z¢ + 2y9. Potom nésledujici je ekvivalentni:
(1) existuje f'(zp) (derivace podle komplexni proménné)

(2) funkce F ma v bodé (xg,yo) totdlni diferencial a navic v (zg,yo) plati
tzv. Cauchy-Riemannovy podminky:

Béhem dukazu také zjistime, ze plati:

8F1 8F1 aFQ 8F2
- (-48),_- (5o
f< 0) O Ay (z0,y0) Ay dx (%0,Y0)

Poznamky.

e holomorfnost funkce (=existence f’(z)) je mnohem restriktivnéjsi, nez se
zda na prvni pohled, a ma radu dusledku.

e funkce f(z) = Rez neni holomorfni: nesplni C.R. podminky.

Véta 23.3. Necht f(z) € H(Q) a f/(2) # 0 v Q.
Potom systémy kiivek {Re f = konst} a {Im f =
konst} jsou navzajem ortogondlni. Tj., tyto kiivky
se mohou protinat jen pod pravym thlem.
Piiklad. Kiivky Re2? = ¢ (tj. 2* —y? = ¢, modré
hyperboly) a Im 2% = ¢ (tj. 2zy = ¢, zelené.)

Opakovéni. Rada

Zak(z — z)F (%)

(kde z, 2o, ar € C) se nazyvd mocninnéd fada o stfedu zp. Existuje (jed-
nozna¢né urcené) ¢islo R € [0, +o0] tak, ze fada (*) konverguje pro kazdé
z € U(zp, R) a diverguje pro |z — zo| > R. Na mnoziné U(zy, R) lze fadu li-
bovolné krat derivovat/integrovat (dle komplexni proménné.) Specidlné, jeji
soucet je zde holomorfni. Viz kapitola 11.



Definice. Necht z, a; € C. Rada

o0

Yo alz—2)" (1)

k=—o00

se nazyva Laurentova (,,lérdnova“) fada o sttedu zy. Chapeme ji jako soucet
rad

(2) Z ar(z — 2)" resp. (3) Z a_i(z —2)7",

které se nazjvaji regularni resp. hlavni ¢dst fady (1). Rekneme, 7e (1) kon-
verguje (absolutné konverguje), pokud tady (2) a (3) maji tuto vlastnost.

Poznamky.

e jde 0 zobecnéni pojmu mocninné fady (*)
e imluva: a’ = 1 pro Va € C

e (3) a potazmo (1) nema smysl pro z = z

Znaceni. Pro zp € C, 0 < r < R < +oo definuji mezikruzi

P(z;r,R)={z€C: r<|z—z| < R}.

Véta 23.4. [Konvergence Laurentovy fady.] Je ddna Laurentova tada (1).
Potom existuji jednoznacné urcend ¢isla r, R € [0, +00| tak, ze

(i) R je polomér konvegence reguldrni casti (2)

(ii) hlavni ¢ast (3) konveguje pokud |z—zy| > r a diverguje pokud |z—zp| < .
Je-li 7 < R, pak Laurentova fada konverguje absolutné v P(zp;r, R) a jeji
soucet je zde holomorfni.

Terminologie: P(zp;r, R) se nazve mezikruzi konvergence Laurentovy tady.

Definice. Necht Q c C. Krivkou v Q nazyvame funkci ¢(t) : [a,b] — Q,
kterd je spojitd, po ¢dstech C a ¢'(t) # 0 az na konecné vyjimek.
Definujeme geometricky obraz kiivky (¢) = {p(t); t € [a, b]}, poc¢atecni bod
p.b. = p(a), koncovy bod k.b. = p(b). Kiivka je uzaviena, je-li p(a) = ¢(b).
Kiivka je jednoducha, pokud ¢(t) je prosté na [a, b]; jednoduchd uzaviena,
pokud ¢(a) = ¢(b) a ¢(t) je prosté na [a,b).

Jednoduchd, uzaviena kiivka se nazyva Jordanova. Oblast ohranicena Jor-
danovou kiivkou ¢ se znaci int ¢ (od ,,interior“, vnitiek).

Definice. Mnozina 2 C C se nazve souvisld, jestlize libovolné jeji dva body
lze spojit krivkou, lezici v 2. Oteviena, souvisld mnozina se nazyva oblast.
Mnozina (2 je jednoduse souvisla, je-li souvisla a navic, kazda uzaviena kiivka
se da spojité stahnout do bodu, aniz opusti 2.
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Definice. Necht ¢ je kiivka. Pro funkci f(2) : (¢) — C definuji kiivkovy
integral jako

/j (2) dz = / ) o) dr

Déle definuji délku kiivky
b
Le) = [ 1owlat.

Poznamky. Integral komplexni funkce na intervalu, tj. ¢(t) : [a,b] — C,
definujeme

/abg(t) dt = /abReg(t)dt+i/abImg(t)dt_

Snadno se ovéid, ze fab[g(t) + h(t)] dt = fabg(t) dt + fab h(t) dt, fab cg(t)dt =
cf:g(t) dt, pro c € C.

Integraly chapu jako Lebesgueovy, ale v praxi je pocitam jako prirustek prim-
itivni funkce: pokud existuje G(t) : [a,b] — C takova, ze G'(t) = g(t), pak

J2g(t)dt = G(b) — G(a).
Lemma 23.1. Necht g(¢) : [a,b] — C. Potom

b b
}/ g(t) dt| S/ lg(t)] dt .

Definice. Je-li ¢(t) : [a,b] — Q kiivka, definuji kiivku opa¢nou —¢ := Y,
kde x(t) = p(—t), t € [-b, —al].

Jsou-li ¢(t) : [a,b] = Q, ¥(t) : [¢,d] — Q kiivky, a k.b.p =p.b.¢), definujeme
soucet kiivek o+ 1=y, kde x(t) : [a,b+d — c] = Q je definovana

) e(t), t € [a,b]
Mw_{¢@+c—®,tewﬁ+d—d

Véta 23.5. [Vlastnosti kiivkového integralu v C.] Necht ¢, ¢ jsou kiivky v
Q, f(2), g(z) : @ —» C. Potom

L [f(2) +g(x)dz = [ f(z)dz+ [, g(2) dz.
2. fwcf(z) dz = cf@ f(z)dz pro Ve € C.
3. [y f2)de= [, f(z2)dz+ [, f(z)dz.
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L[ f()ds = — [ f()dz
5. Je-li |f(2)] < M pro Vz € (p), tak

| [ £y a:| < L)
)
6. Pokud existuje F'(z) : 2 — C takova, ze F'(z) = f(z), tak

/ f(z F(k.b.p) — F(p.b.p).

Dulezity pfiklad. Pro n € Z, 2y € C a kiivku ¢(t) = 2z +re”, ¢t € [0, 27]

je
—1
/(Z—Zo)ndzz O. n7
© 2mr n=—1

Véta 23.6. [Cauchyho véta.] Necht f(z) € H(Q), a ¢ je Jordanova kiivka
v ) takova, ze int ¢ C 2. Potom

/@ f(z)dz =

Poznamka. Klicovy je predpoklad, ze int ¢ C €2, neboli ¢ neobiha kolem
zadné singularity f(z). Pro jednoduse souvislou {2 je vzdy splnén.

Lemma 23.2. [O velké pulkruznici.] Necht pg := Re", t € [0,7]. Necht
f(2) je spojitd v mnoziné {z € C: Imz >0, |z]| > Ry}.

1. pokud |f(2)| < K/|z|* pro |z| > Ry, tak

2. pokud |f(z)| < K/|z| pro |z| > Ry, tak

REIEoo/WR f(z)e* dz=0.



Poznamka. Piedpoklad |f(2)| < K/|z| (resp. |f(2)| < K/|z|*) je splnén
napt. pokud f(z) = P(z)/Q(z), kde P, @ jsou polynomy a st(Q > st P + 1
(resp. st@ > st P +2.)

Lemma 23.3. [O malé (ptl)kruznici.] Necht f(2) je spojitd v P(zy) a necht
f(2)(z — 2z) = A€ C pro z — z. Necht p, = 2y +re’, t € [a, 3]. Potom

lim f(z)dz =1A(5 — a).

Poznamka. Casto pouzivany specidlni pifpad: je-li g(z) spojitd v U(z), je

lim 9(2)
r—0+ or AV

dz = ig(0) (8 — ) .

Véta 23.7. [Cauchyho vzorec.] Necht f(z) € H(Q2), a ¢ je Jordanova kiivka
v € takova, ze int p C ). Potom

1. pro V(¢ € int Q je
1 [ f(z)
=— [ —=dz.
J(©) 2mi J, 2 — ¢ :
2. f je v int ¢ nekoneénékrat derivovatelna a pro V({ € int ¢ plati

f(n)(c) — n_'/(ﬁdz

270 z— ()t T

Disledky.

e hodnoty f uvnitt kiivky jsou jednozna¢né urceny hodnotami f na kiivce
same.

o je-li f € H(Q) (tj. mé prvni derivaci), je uz nutné f nekonecné diferenco-
vatelna v €.

Lemma 23.4. Necht Q C C je oblast (tj. oteviend, souvisld mnoZina),
necht F(z) : Q — C splituje F'(z) = 0 v Q. Potom F(z) je konstantni v 2.

Véta 23.8. [Liouville.] Necht f(z) je holomorfni a omezena v C. Potom
f(2) je konstantni.

Véta 23.9. [Zakladni véta algebry.] Necht P(z) je polynom, st P > 1.
Potom existuje zyp € C, P(zp) = 0.

Véta 23.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Necht f(z) je holomorfn{ v
mezikruzi P(zo;7, R). Potom plati

o0

f(z) = Z ap(z — 20)", z € P(zo;m, R) . (1)

k=—o00



Tato tada se nazyva Laurentuv rozvoj f(z) o stfedu zo. Konverguje ste-
jnomérné na mnozinach striktné uvniti P(zo; 7, R). Cisla a, (tzv. Laurentovy
koeficienty) jsou urcena jednoznacné, a plati

ak:i/i( /(z) dz (2)

2mi Z2— zo)kt1 T
kde ¢ je libovolnéd kruznice zq + pe®, t € [0,2n], p € (r, R).
Véta 23.11. [Tayloriv rozvoj.] Necht f(z) € H(S), 20 € Q. Rovnost

(k)
f(2)=> a(z—2)",  kde ar= ! k(!zo) ,

k=0

plati v kazdém kruhu Uz, R), ktery je ¢éasti Q.

Definice. Necht f(z) € H(P(z,6)). Koeficient a_; v Laurentové rozvoji
funkce f(z) o stfedu zp nazyvame reziduum funkce f(z) v bodé zy. Znacime
res,, f(z). Vzhledem k formuli (2) vySe mame

/@ f(2)dz = 2mires,, f(2)

(pro libovolnou kruznici ¢ = zy + e’ t € [0,27], € € (0,6).) Pokud je f(z)
holomorfni dokonce v U(zy, d), je res,, f(z) = 0.

Véta 23.12. [Reziduova véta.] Necht f(2) € H(Q\ K), kde ©Q je oblast,
K je konetna mnozina singularit. Necht ¢ je kladné orientovana Jordanova
kiivka v Q takovd, ze int o C Q a (p) N K = ). Potom

/f(z)dz:Qm' Z res¢ f(2) .

¢eKnNint ¢

Véta 23.13. [Pravidla pro vypocet rezidua.|
1. Necht f(2) = g(2)/(z — 20)", kde g(z) € H(U(2,0)), n € N. Potom

rese, 2) = om0 ).

2. Necht f(z) = g(2)/h(2), kde g(2), h(z) € H(U(2,9)) a h(z) = 0,
h'(z) # 0. Potom

res,, f(z) =



3. Necht f(z) = g(z){h(z), kde g(z), h(z) € H(U(z,6)) a h(z) =

R'(z) = - - = hP~Y(2) = 0, aviak h(P)(z) # 0. Potom
1 ) » (r-1)
res,, f(z) = oD Zlgr;() (z — 20)P f(2) :

Poznamka. Casto pouzivany specidlni pifpad bodu 1:

L))Q = ().

9(2) = g(20), res,,

res,,
zZ— 2 (z— 2o

Definice. Bod zy nazyvame izolovanou singularitou funkce, jestlize f(z) €

H(P(z0,9)) pro néjaké § > 0.

Definice. Necht zq je izolovand singularita f(z), necht f(z) = > ;2 _ ap(z—
20)* je odpovidajici Laurentiiv rozvoj v P(z,d). Bod 2y se nazyva:

(1) odstranitelnd singularita, je-li ax = 0 pro Yk < 0

(ii) pol nasobnosti p € N, je-li a_, # 0 a ap = 0 pro Vk < —p

(iii) podstatnd singularita, je-li ax # 0 pro nekone¢né k < 0

Priklady.

sinz 1l—cosz

° , == ... v bodé 0 odstranitelné singularity
e 5 ... v bodé 0 pdl ndsobnosti 3

e cosh(1/z) ... v bodé 0 podstatna singularita

Véta 23.14. [Odstranitelnd singularita.] Necht f(z) € H(P(z0,0)). Potom
je ekvivalentni:

(1) f(z) mé v bodé 2, odstranitelnou singularitu

(2) existuje g(z) € H(U(29,6)) tak, ze f(z) = g(z) na P(z,?)

(3) f(z) je omezend na jistém P(z,d")

Véta 23.15. [P6l.] Necht f(z) € H(P(z,6)). Potom je ekvivalentni:

(1) existuje p € N tak, ze f(z) ma v zy pdl ndsobnosti p

(2) f(z) — o0 pro z — 2

Definice. Mnozina M je husta v €2, pokud
(Vw € Q) (Ve > 0) [M NU(w,e) # 0] .

Nézorné: prvky € mohu libovolné aproximovat pomoci prvka M.

Véta 23.16. [Podstatna singularita.] Necht f(z) € H(P(z,9)). Potom je
ekvivalentni:

(1) f(2) méa v z, podstatnou singularitu
(2) pro V&' € (0,9) je mnozina f(P(z,d")) hustd v C.
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Definice. Bod 2y nazveme hromadnym bodem mnoziny M, jestlize
(V6 > 0)[M N P(z,6) # 0] .

Ekvivalentné: existuji z, € M, z, — zy, avsak z, # 2y pro Vn.

Hromadné body mnoziny M znac¢ime der M.

Priklady. @ derQ =R

@) konecna mnozina nema hromadné body

@ mnozina {1/n: n € N} m4 jediny hromadny bod: 0

Lemma 23.5. Necht f(z) € H(U(z2,R)) a necht z, je hromadny bod
mnoziny N = {(: f({) =0}. Potom f(2) =0 v U(z, R).

Véta 23.17. [O jednoznacnosti.] Necht f(z) € H(Q), kde Q je otevien4,
souvisl4 mnozina. Necht N = {¢ : f(¢) = 0} m4 v Q alespoil jeden hro-
madny bod. Potom f(z) =0 v Q.

Dusledek. Necht fi(z), f2(z) € H(C), a fi(x) = fa(x) pro Vo € R. Potom
nutné fi(z) = f2(z) pro vz € C.
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