
23. Funkce komplexńı proměnné.

Definice.

C =
{

z = x+ iy : x, y ∈ R
}

kde i2 = −1 (imaginárńı jednotka), Re z = x (reálná část), Im z = y (ima-
ginárńı část), |z| =

√

x2 + y2 (absolutńı hodnota), z = x − iy (č́ıslo kom-
plexně sdružené).
Poznámka. Ztotožněńı: C = R2, z = x + iy ↔ (x, y). Shoduje se i
|z| = ‖(x, y)‖2.
Definice. S = C ∪ {∞}. Terminologie: C . . . otevřená Gaussova rov-
ina, S . . . uzavřená Gaussova rovina alias Riemannova sféra, ∞...komplexńı
nekonečno. Okoĺı bodu (z0 ∈ C, ε > 0, a ∈ S):

U(z0, ε) =
{

z ∈ C; |z − z0| < ε
}

U(∞, ε) =
{

z ∈ C; |z| >
1

ε

}

∪
{

∞
}

P (a, ε) = U(a, ε) \ {a}

Početńı pravidla:
• a±∞ = ∞ pro ∀a ∈ C

• a · ∞ = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
• a/∞ = 0 pro ∀a ∈ C

• a/0 = ∞ pro ∀a ∈ S \ {0}

Nedefinováno z̊ustává: 0 · ∞, 0/0, ∞/∞, ∞±∞.

Př́ıklady. [Funkce komplexńı proměnné.]
• polynomy, racionálńı funkce.
• ez, sin z, cos z - definovány mocinnou řadou, která (absolutně) konverguje
pro ∀z ∈ C. Kĺıčový vztah:

exp(a+ ib) = exp(a)[cos b+ i sin b]

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme

log z =
{

ζ ∈ C : exp ζ = z
}

arg z =
{

β ∈ R : z = |z| exp(iβ)
}

Log z =
{

ζ ∈ log z : Im(ζ) ∈ (−π, π]
}

Arg z =
{

β ∈ arg z : β ∈ (−π, π]
}

Poznámky.

• log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: č́ıslu je přǐrazena množina.
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Např.: log 1 = {2kπi : k ∈ Z}.
• Log, Arg funkce jsou: č́ıslu je přǐrazeno právě jedno č́ıslo.
• plat́ı vztahy (ln je klasický reálný logaritmus):

ζ ∈ log z ⇐⇒ Re ζ = ln |z| & Im ζ ∈ arg z

Log z = ln |z|+ iArg z

Definice. [Komplexńı mocnina.] Pro z ∈ C \ {0}, a ∈ C definujeme

ma(z) =
{

exp(aζ) : ζ ∈ log z
}

Definice. Pro z0 ∈ C, f(z) : U(z0) → C definujeme

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Limitu chápu v C a muśı být vlastńı. Ekvivalentńı definice: f ′(z0) = A právě
když

f(z0 + h) = f(z0) + Ah + r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h→ 0.
Znač́ım f (1)(z) = f ′(z) a indukćı f (n+1)(z) = [f (n)(z)]′.

Věta 23.1. 1 Plat́ı:
(1) (f ± g)′(z) = f ′(z)± g′(z)
(2) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(3) (f/g)′(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
g2(z)

pokud g(z) 6= 0

(4) (f−1)
′(w) = 1/f ′(f−1(w)), je-li f(z) prostá a f ′(z) 6= 0

(5) (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z)

Úmluva. Ω je otevřená část C.

Definice. Funkce f(z) : Ω → C se nazve holomorfńı v Ω, pokud f ′(z)
existuje všude v Ω. Znač́ıme f(z) ∈ H(Ω).

Př́ıklady.

• polynom P (z) ∈ H(C)
• racionálńı funkce R(z) = P (z)/Q(z) ∈ H(C \ {z : Q(z) = 0})
• ez, sin z, cos z ∈ H(C) (neboť mocninnou řadu lze derivovat člen po členu,
viz loňská Věta 11.4.)
• Věta 23.1. =⇒ sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım, invertováńım
a skládáńım holomorfńıch funkćı vzniká funkce holomorfńı (na patřičném
definičńım oboru)

1Bez d̊ukazu.
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Poznámka. Ztotožněńı C = R2 ... ztotožněńı f(z) : C → C s funkćı
FFF (x, y) : R2 → R2, kde z = x+ iy a FFF = (F1, F2) = (Re f, Im f).

Př́ıklad. f(z) = z2 odpov́ıdá FFF (x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Věta 23.2. [Cauchy-Riemannovy podmı́nky.] Nechť f(z) : U(z0) → C,
z0 ∈ C. Nechť FFF = (F1, F2)(x, y) : U((x0, y0)) → R2 j́ı odpov́ıdá dle výše
uvedeného ztotožněńı, kde z0 = x0 + iy0. Potom následuj́ıćı je ekvivalentńı:
(1) existuje f ′(z0) (derivace podle komplexńı proměnné)
(2) funkce FFF má v bodě (x0, y0) totálńı diferenciál a nav́ıc v (x0, y0) plat́ı
tzv. Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂F1

∂x
=
∂F2

∂y

∂F2

∂x
= −

∂F1

∂y

Během d̊ukazu také zjist́ıme, že plat́ı:

f ′(z0) =

(

∂F1

∂x
− i

∂F1

∂y

)

(x0,y0)

=

(

∂F2

∂y
+ i

∂F2

∂x

)

(x0,y0)

Poznámky.

• holomorfnost funkce (=existence f ′(z)) je mnohem restriktivněǰśı, než se
zdá na prvńı pohled, a má řadu d̊usledk̊u.
• funkce f(z) = Re z neńı holomorfńı: nesplńı C.R. podmı́nky.

Věta 23.3. Nechť f(z) ∈ H(Ω) a f ′(z) 6= 0 v Ω.
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Potom systémy křivek {Re f = konst} a {Im f =
konst} jsou navzájem ortogonálńı. Tj., tyto křivky
se mohou prot́ınat jen pod pravým úhlem.

Př́ıklad. Křivky Re z2 = c (tj. x2 − y2 = c, modré
hyperboly) a Im z2 = c (tj. 2xy = c, zeleně.)

Opakováńı. Řada

∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k (∗)

(kde z, z0, ak ∈ C) se nazývá mocninná řada o středu z0. Existuje (jed-
noznačně určené) č́ıslo R ∈ [0,+∞] tak, že řada (*) konverguje pro každé
z ∈ U(z0, R) a diverguje pro |z − z0| > R. Na množině U(z0, R) lze řadu li-
bovolně krát derivovat/integrovat (dle komplexńı proměnné.) Speciálně, jej́ı
součet je zde holomorfńı. Viz kapitola 11.
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Definice. Nechť z0, ak ∈ C. Řada

∞
∑

k=−∞

ak(z − z0)
k (1)

se nazývá Laurentova (,,lóránova“) řada o středu z0. Chápeme ji jako součet
řad

(2)
∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k resp. (3)

∞
∑

l=1

a−l(z − z0)
−l ,

které se nazývaj́ı regulárńı resp. hlavńı část řady (1). Řekneme, že (1) kon-
verguje (absolutně konverguje), pokud řady (2) a (3) maj́ı tuto vlastnost.

Poznámky.

• jde o zobecněńı pojmu mocninné řady (*)
• úmluva: a0 = 1 pro ∀a ∈ C

• (3) a potažmo (1) nemá smysl pro z = z0

Značeńı. Pro z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ definuji mezikruž́ı

P (z0; r, R) =
{

z ∈ C : r < |z − z0| < R
}

.

Věta 23.4. [Konvergence Laurentovy řady.] Je dána Laurentova řada (1).
Potom existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r, R ∈ [0,+∞] tak, že
(i) R je poloměr konvegence regulárńı části (2)
(ii) hlavńı část (3) konveguje pokud |z−z0| > r a diverguje pokud |z−z0| < r.
Je-li r < R, pak Laurentova řada konverguje absolutně v P (z0; r, R) a jej́ı
součet je zde holomorfńı.
Terminologie: P (z0; r, R) se nazve mezikruž́ı konvergence Laurentovy řady.

Definice. Nechť Ω ⊂ C. Křivkou v Ω nazýváme funkci ϕ(t) : [a, b] → Ω,
která je spojitá, po částech C1 a ϕ′(t) 6= 0 až na konečně výjimek.
Definujeme geometrický obraz křivky 〈ϕ〉 = {ϕ(t); t ∈ [a, b]}, počátečńı bod
p.b. = ϕ(a), koncový bod k.b. = ϕ(b). Křivka je uzavřená, je-li ϕ(a) = ϕ(b).
Křivka je jednoduchá, pokud ϕ(t) je prosté na [a, b]; jednoduchá uzavřená,
pokud ϕ(a) = ϕ(b) a ϕ(t) je prosté na [a, b).
Jednoduchá, uzavřená křivka se nazývá Jordanova. Oblast ohraničená Jor-
danovou křivkou ϕ se znač́ı intϕ (od ,,interior“, vnitřek).

Definice. Množina Ω ⊂ C se nazve souvislá, jestliže libovolné jej́ı dva body
lze spojit křivkou, lež́ıćı v Ω. Otevřená, souvislá množina se nazývá oblast.
Množina Ω je jednoduše souvislá, je-li souvislá a nav́ıc, každá uzavřená křivka
se dá spojitě stáhnout do bodu, aniž opust́ı Ω.
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Definice. Nechť ϕ je křivka. Pro funkci f(z) : 〈ϕ〉 → C definuji křivkový
integrál jako

∫

ϕ

f(z) dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Dále definuji délku křivky

L(ϕ) =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt .

Poznámky. Integrál komplexńı funkce na intervalu, tj. g(t) : [a, b] → C,
definujeme

∫ b

a

g(t) dt :=

∫ b

a

Re g(t) dt+ i

∫ b

a

Im g(t) dt .

Snadno se ověř́ı, že
∫ b

a
[g(t) + h(t)] dt =

∫ b

a
g(t) dt +

∫ b

a
h(t) dt,

∫ b

a
cg(t) dt =

c
∫ b

a
g(t) dt, pro c ∈ C.

Integrály chápu jako Lebesgueovy, ale v praxi je poč́ıtám jako př́ırustek prim-
itivńı funkce: pokud existuje G(t) : [a, b] → C taková, že G′(t) = g(t), pak
∫ b

a
g(t) dt = G(b)−G(a).

Lemma 23.1. Nechť g(t) : [a, b] → C. Potom

∣

∣

∫ b

a

g(t) dt
∣

∣ ≤

∫ b

a

|g(t)| dt .

Definice. Je-li ϕ(t) : [a, b] → Ω křivka, definuji křivku opačnou −̇ϕ := χ,
kde χ(t) = ϕ(−t), t ∈ [−b,−a].
Jsou-li ϕ(t) : [a, b] → Ω, ψ(t) : [c, d] → Ω křivky, a k.b.ϕ =p.b.ψ, definujeme
součet křivek ϕ+̇ψ := χ, kde χ(t) : [a, b+ d− c] → Ω je definována

χ(t) =

{

ϕ(t), t ∈ [a, b]

ψ(t+ c− b), t ∈ [b, b+ d− c]

Věta 23.5. [Vlastnosti křivkového integrálu v C.] Nechť ϕ, ψ jsou křivky v
Ω, f(z), g(z) : Ω → C. Potom

1.
∫

ϕ
[f(z) + g(z)] dz =

∫

ϕ
f(z) dz +

∫

ϕ
g(z) dz.

2.
∫

ϕ
cf(z) dz = c

∫

ϕ
f(z) dz pro ∀c ∈ C.

3.
∫

ϕ+̇ψ
f(z) dz =

∫

ϕ
f(z) dz +

∫

ψ
f(z) dz.
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4.
∫

−̇ϕ
f(z) dz = −

∫

ϕ
f(z) dz.

5. Je-li |f(z)| ≤M pro ∀z ∈ 〈ϕ〉, tak

∣

∣

∫

ϕ

f(z) dz
∣

∣ ≤ ML(ϕ) .

6. Pokud existuje F (z) : Ω → C taková, že F ′(z) = f(z), tak

∫

ϕ

f(z) dz = F (k.b.ϕ)− F (p.b.ϕ) .

Důležitý př́ıklad. Pro n ∈ Z, z0 ∈ C a křivku ϕ(t) = z0 + r eit, t ∈ [0, 2π]
je

∫

ϕ

(z − z0)
n dz =

{

0 n 6= −1

2πi n = −1

Věta 23.6. [Cauchyho věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je Jordanova křivka
v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 0 .

Poznámka. Kĺıčový je předpoklad, že intϕ ⊂ Ω, neboli ϕ neob́ıhá kolem
žádné singularity f(z). Pro jednoduše souvislou Ω je vždy splněn.

Lemma 23.2. [O velké p̊ulkružnici.] Nechť ϕR := R eit, t ∈ [0, π]. Nechť
f(z) je spojitá v množině {z ∈ C : Im z > 0, |z| > R0}.

1. pokud |f(z)| ≤ K/|z|2 pro |z| > R0, tak

lim
R→+∞

∫

ϕR

f(z) dz = 0 ,

2. pokud |f(z)| ≤ K/|z| pro |z| > R0, tak

lim
R→+∞

∫

ϕR

f(z) eiz dz = 0 .
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Poznámka. Předpoklad |f(z)| ≤ K/|z| (resp. |f(z)| ≤ K/|z|2) je splněn
např. pokud f(z) = P (z)/Q(z), kde P , Q jsou polynomy a stQ ≥ stP + 1
(resp. stQ ≥ stP + 2.)

Lemma 23.3. [O malé (p̊ul)kružnici.] Nechť f(z) je spojitá v P (z0) a nechť
f(z)(z − z0) → A ∈ C pro z → z0. Nechť ϕr = z0 + r eit, t ∈ [α, β]. Potom

lim
r→0+

∫

ϕr

f(z) dz = iA(β − α) .

Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad: je-li g(z) spojitá v U(z0), je

lim
r→0+

∫

ϕr

g(z)

z − z0
dz = ig(z0)(β − α) .

Věta 23.7. [Cauchyho vzorec.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je Jordanova křivka
v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom

1. pro ∀ζ ∈ int Ω je

f(ζ) =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

z − ζ
dz .

2. f je v intϕ nekonečněkrát derivovatelná a pro ∀ζ ∈ intϕ plat́ı

f (n)(ζ) =
n!

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − ζ)n+1
dz .

Důsledky.

• hodnoty f uvnitř křivky jsou jednoznačně určeny hodnotami f na křivce
samé.
• je-li f ∈ H(Ω) (tj. má prvńı derivaci), je už nutně f nekonečně diferenco-
vatelná v Ω.

Lemma 23.4. Nechť Ω ⊂ C je oblast (tj. otevřená, souvislá množina),
nechť F (z) : Ω → C splňuje F ′(z) = 0 v Ω. Potom F (z) je konstantńı v Ω.

Věta 23.8. [Liouville.] Nechť f(z) je holomorfńı a omezená v C. Potom
f(z) je konstantńı.

Věta 23.9. [Základńı věta algebry.] Nechť P (z) je polynom, stP ≥ 1.
Potom existuje z0 ∈ C, P (z0) = 0.

Věta 23.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Nechť f(z) je holomorfńı v
mezikruž́ı P (z0; r, R). Potom plat́ı

f(z) =

∞
∑

k=−∞

ak(z − z0)
k , z ∈ P (z0; r, R) . (1)
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Tato řada se nazývá Laurent̊uv rozvoj f(z) o středu z0. Konverguje ste-
jnoměrně na množinách striktně uvnitř P (z0; r, R). Č́ısla ak (tzv. Laurentovy
koeficienty) jsou určena jednoznačně, a plat́ı

ak =
1

2πi

∫

ϕ

f(z)

(z − z0)k+1
dz , (2)

kde ϕ je libovolná kružnice z0 + ρ eit, t ∈ [0, 2π], ρ ∈ (r, R).

Věta 23.11. [Taylor̊uv rozvoj.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), z0 ∈ Ω. Rovnost

f(z) =

∞
∑

k=0

ak(z − z0)
k , kde ak =

f (k)(z0)

k!
,

plat́ı v každém kruhu U(z0, R), který je část́ı Ω.

Definice. Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Koeficient a−1 v Laurentově rozvoji
funkce f(z) o středu z0 nazýváme reziduum funkce f(z) v bodě z0. Znač́ıme
resz0 f(z). Vzhledem k formuli (2) výše máme

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi resz0 f(z)

(pro libovolnou kružnici ϕ = z0 + ε eit, t ∈ [0, 2π], ε ∈ (0, δ).) Pokud je f(z)
holomorfńı dokonce v U(z0, δ), je resz0 f(z) = 0.

Věta 23.12. [Reziduová věta.] Nechť f(z) ∈ H(Ω \ K), kde Ω je oblast,
K je konečná množina singularit. Nechť ϕ je kladně orientovaná Jordanova
křivka v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω a 〈ϕ〉 ∩K = ∅. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

ζ∈K∩intϕ

resζ f(z) .

Věta 23.13. [Pravidla pro výpočet rezidua.]

1. Nechť f(z) = g(z)/(z − z0)
n, kde g(z) ∈ H(U(z0, δ)), n ∈ N. Potom

resz0 f(z) =
1

(n− 1)!
g(n−1)(z0) .

2. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) = 0,
h′(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.
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3. Nechť f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) =
h′(z0) = · · · = h(p−1)(z0) = 0, avšak h(p)(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

[

(z − z0)
pf(z)

](p−1)

.

Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad bodu 1:

resz0
g(z)

z − z0
= g(z0) , resz0

g(z)

(z − z0)2
= g′(z0) .

Definice. Bod z0 nazýváme izolovanou singularitou funkce, jestliže f(z) ∈
H(P (z0, δ)) pro nějaké δ > 0.

Definice. Nechť z0 je izolovaná singularita f(z), nechť f(z) =
∑

∞

k=−∞
ak(z−

z0)
k je odpov́ıdaj́ıćı Laurent̊uv rozvoj v P (z0, δ). Bod z0 se nazývá:

(i) odstranitelná singularita, je-li ak = 0 pro ∀k < 0
(ii) pól násobnosti p ∈ N, je-li a−p 6= 0 a ak = 0 pro ∀k < −p
(iii) podstatná singularita, je-li ak 6= 0 pro nekonečně k < 0

Př́ıklady.

• sin z
z
, 1−cos z

z2
... v bodě 0 odstranitelné singularity

• ez

z3
... v bodě 0 pól násobnosti 3

• cosh(1/z) ... v bodě 0 podstatná singularita

Věta 23.14. [Odstranitelná singularita.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom
je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v bodě z0 odstranitelnou singularitu
(2) existuje g(z) ∈ H(U(z0, δ)) tak, že f(z) = g(z) na P (z0, δ)
(3) f(z) je omezená na jistém P (z0, δ

′)

Věta 23.15. [Pól.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom je ekvivalentńı:
(1) existuje p ∈ N tak, že f(z) má v z0 pól násobnosti p
(2) f(z) → ∞ pro z → z0

Definice. Množina M je hustá v Ω, pokud

(

∀w ∈ Ω
)(

∀ε > 0
)[

M ∩ U(w, ε) 6= ∅
]

.

Názorně: prvky Ω mohu libovolně aproximovat pomoćı prvk̊u M .

Věta 23.16. [Podstatná singularita.] Nechť f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom je
ekvivalentńı:
(1) f(z) má v z0 podstatnou singularitu
(2) pro ∀δ′ ∈ (0, δ) je množina f(P (z0, δ

′)) hustá v C.

9



Definice. Bod z0 nazveme hromadným bodem množiny M , jestliže

(

∀δ > 0
)[

M ∩ P (z0, δ) 6= ∅
]

.

Ekvivalentně: existuj́ı zn ∈ M , zn → z0, avšak zn 6= z0 pro ∀n.
Hromadné body množiny M znač́ıme derM .

Př́ıklady. 1© derQ = R

2© konečná množina nemá hromadné body
3© množina {1/n : n ∈ N} má jediný hromadný bod: 0

Lemma 23.5. Nechť f(z) ∈ H(U(z0, R)) a nechť z0 je hromadný bod
množiny N = {ζ : f(ζ) = 0}. Potom f(z) = 0 v U(z0, R).

Věta 23.17. [O jednoznačnosti.] Nechť f(z) ∈ H(Ω), kde Ω je otevřená,
souvislá množina. Nechť N = {ζ : f(ζ) = 0} má v Ω alespoň jeden hro-
madný bod. Potom f(z) = 0 v Ω.

Důsledek. Nechť f1(z), f2(z) ∈ H(C), a f1(x) = f2(x) pro ∀x ∈ R. Potom
nutně f1(z) = f2(z) pro ∀z ∈ C.
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