
2. TERMÍN – 22.1.2013

Použ́ıváte-li nějakou složitěǰśı větu (l’Hospitalovo pravidlo, věta o limitě složené funkce),
neńı třeba formulovat zněńı, stručně však ověřte jej́ı předpoklady.

Definitivńı výsledek a d̊uležité mezivýsledky u každého př́ıkladu zvýrazněte!

Veškeré úvahy řádně od̊uvodněte. Odevzdávejte prośım všechny použité výpočty.

1. [8b] Je dána řada funkćı
∑

fk(x), kde

fk(x) =
xk

1 + (1 + |x|)k

Ukažte, že řada konverguje pro každé pevné x ≥ 0. Rozhodněte (a podrobně zd̊uvodněte),
zda řada konverguje stejnoměrně na následuj́ıćıch intervalech :
(i) [−1/2, 1/2]
(ii) [−K, K], kde K > 1 je pevné
(iii) [K, +∞), kde K > 1 je pevné

2. [8b] Nalezněte všechny extremály úlohy

Φ[y] =

∫ π/3

−π/3

[

(y′)2 − 6y sin x
]

cos2 x dx,

y(−π/3) = y(π/3) = 1.

Vyšetřete, zda se jedná o (lokálńı) extrémy.

3. [9b] Ukažte, že funkce

F (a) =

∫

1

0

arctg
(x

a

) dx

x

je konečná pro každé a ∈ (0, +∞).
(i) Vypoč́ıtejte limn→∞ F (n−1).
(ii) Vypoč́ıtejte limn→∞ F (n).
(iii) Vypoč́ıtejte F ′(a) pro každé a ∈ (0, +∞).

(Všechny záměny limity a integrálu podrobně od̊uvodněte.)

4. [7b] Nechť P ⊂ R3 je plocha, která vznikne pr̊unikem jednotkové sféry a prvńıho
oktantu, tj.

P =
{

x2 + y2 + z2 = 1
}

∩ {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

Plocha je orientovaná normálou, směřuj́ıćı vzh̊uru (ve směru osy ,,z“).
Nechť Γ je zobecněná uzavřená křivka, ob́ıhaj́ıćı ,,okraj“ P v kladném smyslu. (Nakreslete.)
(i) Pomoćı vhodných parametrizaćı vypoč́ıtejte

∫

Γ
FFF · dsdsds, kde FFF = (x, z, y)

(ii) Vypoč́ıtejte rotFFF . Jak souviśı výsledek s předchoźım bodem ?



1. příklad [8b]

[2] ... absolutní konvergence pro každé ,,x‘‘ pevné
[1] ... Weierstrass pro malé argumenty
[3] ... Weierstrass pro omezené argumenty
[2] ... nestejnoměrnost u nekonečna

______________________________________________________________________

2. příklad [8b]

[2] ... sestavení E.L. rovnice
[2] ... obecné řešení
[1] ... okrajové podmínky −> extremála

[2] ... Jacobiho rovnic & její obecné řešení
[1] ... neex. konj. bod −> závěr: lok. minimum

______________________________________________________________________

3. příklad [9b]

[1] ... konečnost integrálu (vč. měřitelnosti integrandu)
[2] ... předpoklady Leviho věty
[2] ... předpoklady Lebesgueovy věty

[2] ... derivace formální & její výpočet
[2] ... ověření záměny integrálu a derivace

______________________________________________________________________

4. příklad [7b]

[1] ... obrázek
[4] ... integrály přes jednotlivé části

[2] ... rotace, komentář
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