14. FUNKCE VICE PROMENNYCH.

V této kapitole studujeme funkce f(z) : RY — RM | které lze chapat také
jako M-tice funkei

f: <f17"'7fM)
kde kazda f; ma N proménnych:

fj = fj(l’l,...,.I‘N).

Vektory znacime tuéné z, jejich slozky x;. V RY uvazujeme implicitné euk-

leidovskou normu
z]| = /a3 + -+ a2k,

a tudiz je to metricky prostor s metrikou p(z,y) := ||z — y||.

7 piedchozi kapitoly vime, co znamend okoli v RY, a tedy limita, spojitost
takovych funkci. Nyni se zaméiime predevsim na jejich diferencovatelnost.
Piiklady. () Kazd4 linearni funkce A : RN — RM je spojitd, ztotoziiujeme
ji pfirozené s matici R™*N 2) Kazdy polynom p(z) : RY — R je spojita
funkce

Definice. Je déna f : U(a) — R, a € RY. Parcidlni derivaci f v bodé a
podle x; rozumime

of . .1 ;
7@ = lim 2 [f(a+1e') — f(a)].
kde €’ je vektor s 1 na i-té pozici a nulami jinde. Obecnéji, definujeme derivaci
ve sméru v € RY jako

of o1
(@)= tim [fa+ )~ f(a)].
Poznamky.

e parcialni derivace: derivuje podle jedné proménné, ostatni jsou pevné — v
podstaté situace minulého semestru

e parcidln{ derivace je specidlni pripad derivace ve sméru: 2L = 91

8$i - 8ei

Definice. Gradientem funkce f : RY — RM rozumime matici N x N

Vf:(%

axi)jl,...M; i=1,..N

Poznamka. Parcidlni derivace je nedostatecny pojem: existuje funkce, jez
mé parcidlni derivace nulové, a presto je (v daném bodé) nespojitd. Exis-
tuje dokonce funkce, ktera ma vSsechny smeérové derivace nulové, a porad je
nespojitd. PotFebujeme lepsi (silnéjsi) pojem derivace.
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Definice. Je ddna f : U(a) - RM a € RY. Totalnim diferencidlem funkce
f v bodé a rozumime linedrni zobrazeni L : RY — RM | spliujici

lim —~[f(a+h) — f(a) — L(h)] =0.

h—0 | k|

Znacime df (a) = L.

Poznamky.
e ckvivalentné:

fla+h) = fla)+ L(h) +2(h),

kde z(h) = o(||h||) pro h — 0.
e je-li f: R =R, pak f'(a) = A € R, pravé kdyz

hmi[f(ath) — f(a) — At] =0.

t—0 |t‘

Véta 14.1 Necht f : RY — RM m4 v bodé a € RY totalni diferencidl.
Potom

(1) f je v bodé a spojita

(2) pro kazdé v € RY existuje smérovd derivace %(a) a rovna se [df(a)](v)

Dusledek. Jestlize df (a) existuje, je urcen jednoznacné, a je reprezentovan
matici Vf(a), presnéji vzato zobrazenim

h s Vf(a)eh”, (1)

kde e znac¢i maticovy soucin.

Véta 14.2 Necht f: RY — RM a € RY. Potom
(1) Jsou-li % omezené na néjakém U(a, ), je f v bodé a spojita

(2) Jsow-li 5L spojité v bodé a, mé zde f totélnf diferencial

Definice. Necht 2 C RY je oteviend. Potom f € C(Q) znadi, Ze f je spojitd
(coz je prave kdyz vechny slozky f; jsou spojité). Dale f € C1(Q) znadci, Ze
f a vSechny jeji parcidlni derivace jsou spojité.

Proc nejradéji funkce na otevienych mnozinach? Kazdy bod obsahuje i okoli
— neni problém pocitat parcialni derivace atd.

Véta 14.3 (1) Necht f : RY — RM g : RY — RM majf totaln{ diferencidl v
bodé a € RY. Potom f + ¢ m4 totalni diferenciél v bodé a a plati

d(f +g)(a) = df(a) + dg(a).



(2) Nechf f: RY — RM a g : RM — RX maji totaln{ diferencidl v bodech
a € RY, respektive b = f(a). Potom sloZené zobrazeni g o f m4 totalni
diferencial v bodé a a plati

d(go f)(a) = dg(b) o df(a).
Dasledek. Za predpokladu predchozi véty plati

V(go f)la) =Vg(b) e Vf(a),

(kde e znaci maticovy soucin), po slozkéch zapséno

0

Oz

M
i1 Oy

ofi
aSL’j

(9:(£))(a) (b)5—(a).

(tzv. ,,fetizkové pravidlo*).

Definice. Pro a, b € RV definujeme otevienou tisecku
(a,b) ={a+tb—a); t€(0,1)}
a uzavienou usecku
[a,b] = {a+tb—a); t€[0,1]}.

Mnozina © C R se nazve konvexni, jestlize a, b € Q implikuje [a,b] C Q.

Véta 14.4 [O stiedni hodnoté.] Necht @ C RY je oteviend, konvexni, necht
f:Q — R je tiidy C'. Potom pro libovolné a, b € Q existuje ¢ € (a,b)
takové, ze

f(b) = fla) = (Vf(e),b—a).

Definice. Parcidlni derivace vyssich fadu definuji takto:
f 0 [of
8372‘6.1’]' o 8.’172 8.’,13']‘ ’

in,....ig€{l,...,N}

obecné
ak
b

. . ;) 9
vznikne postupnou aplikaci Bor?  Bar

Funkce tiidy C* je takova, Ze vSechny parcidlni derivace az do fadu k jsou
Spojité.




Poznamka. Zavisi na poradi parcidlnich derivaci? Obecné ano: definujme

zy, |yl > |z,
x7 = .
fz.y) {O, jinak.

Potom ;%gy((), 0) = 0, zatimco aa;—g;((), 0) = 1. Je-li vSak funkce dost hladka,
na potadi nezalezi — viz nasledujici véta.

Véta 14.5 Necht f(z,y) : R? — R je tifdy C? na néjakém U(a). Potom

_
~ Oyox

02 f
0x0y

(a)

(a).

Diisledek. Je-li funkce tiidy C*, pak hodnoty libovolné parcidlni derivace
stupné (nejvyse) k nezdvisi na poradi derivovani.

Poznamky. [Geometricky vyznam gradientu]. Je-li f : RY — R t¥idy C*,
potom pro smérovou derivaci plati:
of
—(a) = (Vf(a),v).
() = (Vf(a).0)

To je nula, pokud v L Vf(a) (tj. v je smér vrstevnice), a nabyvd maximalni
hodnoty (pii ||[v|| = 1), pokud v je ndsobkem V f(a) (tj. v je smér spadnice).

Definice. Rovnici ve tvaru totalntho diferencialu rozumime
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (R)

kde M(z,y), N(x,y) : Q — R jsou spojité a Q C R? je oteviend mnozina.

Poznamky.
e nepresné feceno: fesenim (R) jsou kiivky, jejichz tecny vektor (dz,dy) je
kolmy na (M, N).

e rovnice (R) je souhrnné vyjadireni dvou (za jistych predpokladu ekviva-
lentnich) rovnic:
dy _ M(z,y)

=— OD.1
&= " Nay) (D1
pro neznamou funkci y = y(x), nebo
dv _ N(z,y)
— == OD.2
dy — M(z,y) (OB-2)

pro nezndmou funkci z = x(y).



e Vyfesenim rovnice (R) rozumime nalezeni funkce (tzv. potencialu) V (z,y) :

2 — R takové, ze VV = (M, N).

Ptesnéji vzato jsou feSenim vrstevnice V', tj. kiivky, implicitné zadané podminkou
Vi(z,y) =

Definice. Rovnice (R) se nazve exaktni, pokud M, N jsou C! a plati

oM _oN
oy Oz’

Poznamky.

e pokud existuje V € C? tak, ze VV = (M, N), je (R) nutné exaktni.

e plati i obrdcené: je-li (R) exaktni, a jsme-li na ,,rozumné” mnoziné ()
(naptiklad konvexnf), potom existuje V € C? tak, ze VV = (M, N).
Lemma 14.1. Necht V = V(z,y) je C' na okoli bodu (zg,yo) takova, ze
VV = (M, N), a necht N(xg,y) # 0. Potom pro funkci y(x) € C*(U(xo)),
splnujici y(xo) = yo je ekvivalentni:

(1) funkce y(z) fesi rovnici (OD.1) na okoli bodu z.

(2) funkce y(x) spliuje na okoli xy rovnici V(z,y(x)) = ¢, kde ¢ = V(xq, yo).
Opakovani. Tayloruv rozvoj funkce ¢ : R — R —

plat+h) = p(a) + ¢(a)h + 3" @) + Ro(h)

kde Rs(h) = 3,¢"(0)h* pro vhodné 6 lezicf mezi a a a + h.

Véta 14.6 [Taylortv rozvoj v RY] Necht f: U(a) — R je C?, kde a € RY.
Potom pro kazdé h € U(a) existuje 8 € (a;a + h) takové, ze

1 N
fla+h) = ; + 5 2 oo, (@)hih; + Rs(h),

kde

LN

=— hihihy, .

3l ; xlﬁxjaxk (61l
Definice. Multiindexem nazyvame n-tici ¢isel o = (a1, ..., an), kde a; > 0
jsou celd. Cislo |a| = Zjvzl a; nazyvame vyska (stupen) multiindexu. Pro

funkci f(z) : RY — R definuji
0l f(x)

aq g an
0x{" 0x5? ... 0z}

D f(x) =

bt



Pro vektor z € RY definuji

o a1, 09 apn
¢ =xtayt oy

Je-li n = |o|, definuji zobecnéné kombinaéni ¢islo

n\ n! '
a) o). an!]

— to vyjadtuje, kolika zptusoby lze n prvku rozdélit do N skupin, jestlize j-ta
skupina obsahuje pravé «; ¢lenu.

Piiklady. Necht o = (1,0,2). Potom

0’ f(x) o

_ a2
= 2,027 % = z25 .

D f(x)

Poznamky. Pomoci multiindext muzeme elegantné zapisovat ruzné slozité
vyrazy. Plati napiiklad multinomickd véta (zobecnéni binomické véty):

n
hi+...hy)" = h* .
=3 ()
Druhy ¢len Taylorova rozvoje lze napsat takto:
1 2\ ., o
o > (a)D fla)h*.
|a|=2

Zbytek muzeme napsat takto:
1 3\ o o
3 g <Q>D f(@)h>.

Obecny tvar (rozvoj m-tého Fadu) vypadd takto:

=3 (5 3 (M)pesant ) + o,

n=0 |a|=n

kde
ﬁ 3 (m; 1) D°f(O)h°.

" |aj=m+1



Definice. Hessovou matici funkce f : RY — R rozumime

62
Vi@ = (oa@)
iOT; ij=1,..N

Je to ¢tvercova matice, kterd je diky Vété 14.5 symetricka.

Definice. Funkce f(z) méa v bodé a vzhledem k mnozine M C RY
e globélni maximum, pokud (Vz € M) [f(a) > f(z)]
e lokdlni maximum, pokud (3§ > 0) (Vx € M NU(a,9)) [f(a) > f(z)]

e ostré lokdlni maximum, pokud (36 > 0) (Vx € M N P(a,0)) [f(a) >
f(@)]

Analogicky se definuje minimum.

Véta 14.7 Necht f : RY — R mé v bodé @ € RY maximum vzhledem k
néjakému U(a, 6). Potom pro kazdé i =1,..., N je %(a) bud rovna 0, nebo
neexistuje.

Definice. Bod a, ve kterém je V f(a) = 0, nazyvame stacionarni bod.

Dausledek Veéty 14.7. Je-li @ € M vnitini bod (tj. existuje 6 > 0 tak, ze
U(a,d) C M), potom f ma v a extrém vuéi M, pouze je-li to stacionarni

bod.

Opakovani. Nechf A € RV*V je symetrickd matice. Kvadratickou formou,
uréenou touto matici, rozumime funkci ¢ : RY — R, definovanou jako

N

ij=1

Forma se nazve pozitivné definitni, jestlize existuje ¢; > 0 tak, ze ¢(h) >
c1||h]|? pro kazdé h. To nastava prave tehdy, kdyz vlastni ¢isla A jsou vSechna
kladna.

Forma se nazve negativné definitni, jestlize existuje ¢ > 0 tak, ze ¢(h) <
—cy||h||? pro kazdé h. To nastdva pravé tehdy, kdyz vlastni ¢éisla A jsou
vSechna zaporna.

Forma se nazve indefinitni, jestlize existuji v, w tak, ze p(v) > 0 a p(w) > 0.
To nastava prave tehdy, A ma kladnd i zapornd vlastni ¢isla.

Opakovani. Z algebry vime, ze symetrickd matice ma pouze realna vlastni
¢isla, dale ze odpovidajici vlastni vektory tvori ortonormalni bézi, a matice
je podobna diagonalni matici.



K urceni definitnosti matice neni vzdy nutné pocitat charakteristicky poly-
nom. Jestlize {1, ...\, } je seznam vsech vlastnich ¢isel (vicendsobna piseme
opakované), pak plati:

det A =My ..\,
tl"A:>\1+)\2++>\n

tr A je stopa matice, definovand jakozto soucet diagondlnich prvku. Priklad:
0 11
A=1|1 0 1
110
tedy

)\1)\2)\3 =detA=2
)\1+)\2+)\3:U'A:O

7 prvni rovnice plyne, ze vlastni ¢isla jsou vSechna nenulova, ze druhé pak,
ze aspon jedno je kladné a aspon jedno zaporné, tedy matice je indefinitni.

K urceni definitnosti 1ze pouzit také Sylvestrovo pravidlo. Oznac¢me Ay, k =
1,... N, determinanty matic {Aij}szl' Potom A je pozitivné definitni, prave
kdyz Ay > 0 pro kazdé k, a je negativné definitni, pravé kdyz (—1)*"1A; > 0
pro kazdé k.

Véta 14.8 Necht f : U(a) — R je tifdy C?, a € RY. Necht Vf(a) = 0, a
oznacme ¢(h) kvadratickou formu, uréenou Hessovou matici f v bodé a, tj.

N g2 f

p(h)=> S, Whihi

ij=
Potom plati:
1. je-li ¢(h) pozitivné definitni, je a lokdlni minimum
2. je-li ¢(h) negativné definitni, je @ lokdlni maximum
3. je-li ¢(h) indefinitni, neni a (ani lokdln{) extrém

Definice. Tteti ptipad ptedchozi véty nazyvame ,,sedlovy bod*.

Poznamka. Predchozi véta nepokryva vsechny mozné pripady. Je-li ptislusna
forma pouze semidefinitni, tj. naptiklad nezaporna, ale nékde nulova, obecné
nelze rozhodnout.



Srovnej piipad, kdy f'(a) = f”(a) = 0. Potom a muze a nemusi byt lokalni
extrém (viz f = 3 resp. t* v bodé a = 0.)
Véta 14.9 [Vdzané extrémy — 1. verze] Necht f, g : RY — R, nechf a € T,
kde
I'={z eR"; g(z)=0}.

Predpokladejme, Ze f a g jsou tifdy C* na okoli a, a Ze Vg(a) # 0.
Potom nutnou podminkou toho, ze a je lokalni extrém f vuci M, je existence
A € R takového, ze

Vf(a) = AVy(a). (2)

Poznamky. Cislo \ se nazyva Lagrangetuv multiplikétor. Dle piedchozi véty
jsou z extrému podezielé body, kde

e f. g nejsou hladké

e Vg(a) = 0, coz odpovida situaci, kde mnozina I' (obecné (N — 1)-
dimenzionalni hladk4 plocha) muze degenerovat

e konecné body, kde plati (2), tj. gradienty f a g jsou kolinedrni

Mnozina M C R je omezend, pravé kdyz existuje C' > 0 tak, ze |z;| < C
proi=1,..., N akazdé x € M. Mnozina je typicky uzaviena, je-li tvaru

{z e RY; g(z) < ¢}

kde g je spojita funkece (jednd se o vzor uzaviené mnoziny (—oo, c|, viz Véta
13.5); obecnéji, jde-li o prunik takovychto mnozin (viz Véta 13.17).

Véta 14.10. (1) Necht f : M — R je spojitd, kde M C R”Y je omezend a
uzaviena. Potom f ma globdlni maximum a minimum.

(2) Necht f: RN — R je spojitd a lim|g| 0 f(€) = 0o. Potom f md globdln{
minimum (zrcadlova verze pro maximum).

(2) Necht f : RN — R je spojitd a limjz|e f(z) = —oc. Potom f mé
globdlni maximum.

(3) Necht f : RN — R je spojitd a limjz|—e f(x) = 0. Existuje-li a tak, ze
f(a) > 0, pak ma f globalni maximum. Existuje-li b tak, ze f(b) < 0, pak
ma f globdlni minimum.

Poznamky. Mnozina M C R” je omezens, pravé kdyz existuje C' > 0 tak,
ze |r;] < Cvproi=1,...,N akazdé

Véta 14.11 [Vdzané extrémy — obecnd verze] Necht f, g; : RY — R, j =
1,...k kde k < N. Necht a € T, kde

I'={zeR"Y; g(x)=0, j=1,...k}.
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Piedpoklddejme, ze f a g; jsou tiidy C'! na okoli @, a ze matice

9g;
{one)
mé maximéalni hodnost, tj. k.

Potom nutnou podminkou toho, ze a je lokalni extrém f vuci I, je existence
c¢isel \; € R takovych, zZe

k
Vf(a) = Z \V(a). (3)

Véta 14.12 [O implicitni funkci — 1. verze] Necht F(z,y) : RV — R.
Nechf @ € RY, b € R jsou takové, Ze

e F(a,b) =0

e [ je C' na okoli (a,b).

e (klicovy predpoklad) %—5((1, b) #0
Potom existuji 6, A > 0 a C' funkce

Y(z):U(a,0) — U(b,A)
tak, ze pro kazdé (z,y) € U(a,d) x U(b, A) plati
Flz,y)=0 <= y=Y(z).

Navic, je-li F' titdy C*, je téz Y tiidy C* (na pifslusnych okolich).
Poznamka. Oznacime-li

I'={(z,y) e R""; F(z,y) =0},
O =U(a,d) x Ub,A),
fika nam véta, ze
I'nQ

je totoznd s grafem jisté funkce Y : RY — R, a je tedy (v okoli daného bodu)
N-dimenzionalni hladkou plochou.

Véta 14.13 [O implicitni funkci — obecnd verze] Necht F(z,y) : RV M —
RM: podrobnéji, jde o funkce

Fi(z1,...,xn, Y1, - -, YUn), j=1,...M.
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Necht (a,b) € RN*M po slozkach
(a,b) = (ay,...,an,b1,...,bar).
Necht plati:
e F(a,b)=0
e F; jsou C' na okoli (a,b).

o (klicovy predpoklad) matice

{
9y ij=1,.M

je regulérni v bodé (z,y) = (a,b).

Potom existuji 6, A > 0 a C! funkce
Y(z):U(a,0) — U(b,A)
(tedy funkce z RY do RM) tak, ze pro kazdé (z,y) € U(a,d) x U(b, A) plati
Flz,y) =0 <<= y=Y(2).
Navic, je-li F tifdy C*, je téz Y tiidy C* (na pifslusnych okolich).
Poznamka. Véta opét tika, Ze mnozina
L= {(z,y) e R, Fy(z,y) = 0}

je N-dimenzionaln{ plocha, nebot je grafem funkce Y : RN — RM (na jistém
okoli bodu (a,b).

Nézorné: v puvodné N + M-dimenziondlnim prostoru nam M nezavislych
podminek (rovnice F; = 0) urc¢uje N-dimenzionalni objekt. Nezavislost téchto
rovnic je zarucena tfetim, klicovym predpokladem.

Véta 14.14 [O inverzni funkci] Necht F : RY — RN podrobnéji jde o funkce

F=(F,... Fy)
F}' :F}‘(Il,...,I‘N).

Piedpoklddejme, ze F' jsou C* na okoli bodua € RY a 7e (klicovy piedpoklad)
matice

VF(a) = {ZZ (a)}i,J:L---N
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je regularni.
Potom existuje U okoli bodu a tak, ze F|y je prosta. Oznacime-li b = F(a),

V=F{U),G-= (F‘U),la je V oteviend mnozina, obsahujici bod b, a funkce
G — podrobngéji, jde o funkce

G: (Gl,...,GN),
G] :Gj(yla'-'ayN)a

— jsou C*. Navic plati

VG(y) = (VFGW))

Dodatek: je-li F' tiidy C*, je téz G tiidy C*.
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