
14. Funkce v́ıce proměnných.

V této kapitole studujeme funkce fff(xxx) : RN → R
M , které lze chápat také

jako M-tice funkćı
fff = (f1, . . . , fM)

kde každá fj má N proměnných:

fj = fj(x1, . . . , xN ) .

Vektory znač́ıme tučně xxx, jejich složky xi. V R
N uvažujeme implicitně euk-

leidovskou normu

‖xxx‖ =
√

x2
1 + · · ·+ x2

N ,

a tud́ıž je to metrický prostor s metrikou ρ(xxx,yyy) := ‖xxx− yyy‖.
Z předchoźı kapitoly v́ıme, co znamená okoĺı v R

N , a tedy limita, spojitost
takových funkćı. Nyńı se zaměř́ıme předevš́ım na jejich diferencovatelnost.

Př́ıklady. 1© Každá lineárńı funkce A : RN → R
M je spojitá, ztotožňujeme

ji přirozeně s matićı RM×N 2© Každý polynom p(xxx) : RN → R je spojitá
funkce

Definice. Je dána f : U(aaa) → R, aaa ∈ R
N . Parciálńı derivaćı f v bodě aaa

podle xi rozumı́me

∂f

∂xi

(aaa) = lim
t→0

1

t

[

f(aaa+ teeei)− f(aaa)
]

,

kde eeei je vektor s 1 na i-té pozici a nulami jinde. Obecněji, definujeme derivaci
ve směru vvv ∈ R

N jako

∂f

∂vvv
(aaa) = lim

t→0

1

t

[

f(aaa+ tvvv)− f(aaa)
]

.

Poznámky.

• parciálńı derivace: derivuje podle jedné proměnné, ostatńı jsou pevné – v
podstatě situace minulého semestru
• parciálńı derivace je speciálńı př́ıpad derivace ve směru: ∂f

∂xi

= ∂f

∂eeei

Definice. Gradientem funkce fff : RN → R
M rozumı́me matici N ×N

∇fff =
(∂fj

∂xi

)

j=1,...M ; i=1,...N
.

Poznámka. Parciálńı derivace je nedostatečný pojem: existuje funkce, jež
má parciálńı derivace nulové, a přesto je (v daném bodě) nespojitá. Exis-
tuje dokonce funkce, která má všechny směrové derivace nulové, a pořád je
nespojitá. Potřebujeme lepš́ı (silněǰśı) pojem derivace.
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Definice. Je dána fff : U(aaa) → R
M , aaa ∈ R

N . Totálńım diferenciálem funkce
fff v bodě aaa rozumı́me lineárńı zobrazeńı L : RN → R

M , splňuj́ıćı

lim
hhh→000

1

‖hhh‖

[

fff(aaa+ hhh)− fff(aaa)− L(hhh)
]

= 000 .

Znač́ıme dfff(aaa) = L.

Poznámky.

• ekvivalentně:
fff(aaa + hhh) = fff(aaa) + L(hhh) + zzz(hhh) ,

kde zzz(hhh) = o(‖hhh‖) pro hhh → 000.
• je-li f : R → R, pak f ′(a) = A ∈ R, právě když

lim
t→0

1

|t|

[

f(a+ t)− f(a)− At
]

= 0 .

Věta 14.1 Necht’ fff : RN → R
M má v bodě aaa ∈ R

N totálńı diferenciál.
Potom
(1) fff je v bodě aaa spojitá
(2) pro každé vvv ∈ R

N existuje směrová derivace ∂fff

∂vvv
(aaa) a rovná se [dfff(aaa)](vvv)

Důsledek. Jestliže dfff(aaa) existuje, je určen jednoznačně, a je reprezentován
matićı ∇fff(aaa), přesněji vzato zobrazeńım

hhh 7→ ∇fff(aaa) • hhhT , (1)

kde • znač́ı maticový součin.

Věta 14.2 Necht’ fff : RN → R
M , aaa ∈ R

N . Potom
(1) Jsou-li ∂fff

∂xi

omezené na nějakém U(aaa, δ), je fff v bodě aaa spojitá

(2) Jsou-li ∂fff

∂xi

spojité v bodě aaa, má zde fff totálńı diferenciál

Definice. Necht’ Ω ⊂ R
N je otevřená. Potom fff ∈ C(Ω) znač́ı, že fff je spojitá

(což je právě když všechny složky fi jsou spojité). Dále fff ∈ C1(Ω) znač́ı, že
fff a všechny jej́ı parciálńı derivace jsou spojité.
Proč nejraději funkce na otevřených množinách? Každý bod obsahuje i okoĺı
– neńı problém poč́ıtat parciálńı derivace atd.

Věta 14.3 (1) Necht’ fff : RN → R
M , ggg : RN → R

M maj́ı totálńı diferenciál v
bodě aaa ∈ R

N . Potom f + g má totálńı diferenciál v bodě aaa a plat́ı

d(fff + ggg)(aaa) = dfff(aaa) + dggg(aaa) .
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(2) Necht’ fff : RN → R
M a ggg : RM → R

K maj́ı totálńı diferenciál v bodech
aaa ∈ R

N , respektive bbb = fff(aaa). Potom složené zobrazeńı ggg ◦ fff má totálńı
diferenciál v bodě aaa a plat́ı

d(ggg ◦ fff)(aaa) = dggg(bbb) ◦ dfff(aaa) .

Důsledek. Za předpokladu předchoźı věty plat́ı

∇(ggg ◦ fff)(aaa) = ∇ggg(bbb) • ∇fff(aaa) ,

(kde • znač́ı maticový součin), po složkách zapsáno

∂

∂xj

(

gl(fff)
)

(aaa) =
M
∑

i=1

∂gl

∂yi
(bbb)

∂fi

∂xj

(aaa) .

(tzv. ,,̌ret́ızkové pravidlo“).

Definice. Pro aaa, bbb ∈ R
N definujeme otevřenou úsečku

(aaa,bbb) =
{

aaa + t(bbb− aaa); t ∈ (0, 1)
}

a uzavřenou úsečku

[aaa,bbb] =
{

aaa+ t(bbb− aaa); t ∈ [0, 1]
}

.

Množina Ω ⊂ R
N se nazve konvexńı, jestliže aaa, bbb ∈ Ω implikuje [aaa,bbb] ⊂ Ω.

Věta 14.4 [O středńı hodnotě.] Necht’ Ω ⊂ R
N je otevřená, konvexńı, necht’

f : Ω → R je tř́ıdy C1. Potom pro libovolné aaa, bbb ∈ Ω existuje ccc ∈ (aaa,bbb)
takové, že

f(bbb)− f(aaa) = 〈∇f(ccc), bbb− aaa〉 .

Definice. Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u definuji takto:

∂2f

∂xi∂xj

:=
∂

∂xi

(

∂f

∂xj

)

,

obecně
∂k

∂xi1 . . . ∂xik

, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , N}

vznikne postupnou aplikaćı ∂
∂xik

, . . . ∂
∂xi1

.

Funkce tř́ıdy Ck je taková, že všechny parciálńı derivace až do řádu k jsou
spojité.
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Poznámka. Záviśı na pořad́ı parciálńıch derivaćı? Obecně ano: definujme

f(x, y) =

{

xy, |y| > |x|,

0, jinak.

Potom ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0, zat́ımco ∂2f

∂y∂x
(0, 0) = 1. Je-li však funkce dost hladká,

na pořad́ı nezálež́ı – viz následuj́ıćı věta.

Věta 14.5 Necht’ f(x, y) : R2 → R je tř́ıdy C2 na nějakém U(aaa). Potom

∂2f

∂x∂y
(aaa) =

∂2f

∂y∂x
(aaa) .

Důsledek. Je-li funkce tř́ıdy Ck, pak hodnoty libovolné parciálńı derivace
stupně (nejvýše) k nezáviśı na pořad́ı derivováńı.

Poznámky. [Geometrický význam gradientu]. Je-li fff : RN → R tř́ıdy C1,
potom pro směrovou derivaci plat́ı:

∂fff

∂vvv
(aaa) = 〈∇fff(aaa), vvv〉 .

To je nula, pokud vvv ⊥ ∇fff(aaa) (tj. vvv je směr vrstevnice), a nabývá maximálńı
hodnoty (při ‖vvv‖ = 1), pokud vvv je násobkem ∇fff(aaa) (tj. vvv je směr spádnice).

Definice. Rovnićı ve tvaru totálńıho diferenciálu rozumı́me

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 (R)

kde M(x, y), N(x, y) : Ω → R jsou spojité a Ω ⊂ R
2 je otevřená množina.

Poznámky.

• nepřesně řečeno: řešeńım (R) jsou křivky, jejichž tečný vektor (dx, dy) je
kolmý na (M,N).

• rovnice (R) je souhrnné vyjádřeńı dvou (za jistých předpoklad̊u ekviva-
lentńıch) rovnic:

dy

dx
= −

M(x, y)

N(x, y)
(OD.1)

pro neznámou funkci y = y(x), nebo

dx

dy
= −

N(x, y)

M(x, y)
(OD.2)

pro neznámou funkci x = x(y).
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• Vyřešeńım rovnice (R) rozumı́me nalezeńı funkce (tzv. potenciálu) V (x, y) :
Ω → R takové, že ∇V = (M,N).
Přesněji vzato jsou řešeńım vrstevnice V , tj. křivky, implicitně zadané podmı́nkou
V (x, y) = c.

Definice. Rovnice (R) se nazve exaktńı, pokud M , N jsou C1 a plat́ı

∂M

∂y
=

∂N

∂x
.

Poznámky.

• pokud existuje V ∈ C2 tak, že ∇V = (M,N), je (R) nutně exaktńı.
• plat́ı i obráceně: je-li (R) exaktńı, a jsme-li na ,,rozumné” množině Ω
(např́ıklad konvexńı), potom existuje V ∈ C2 tak, že ∇V = (M,N).

Lemma 14.1. Necht’ V = V (x, y) je C1 na okoĺı bodu (x0, y0) taková, že
∇V = (M,N), a necht’ N(x0, y0) 6= 0. Potom pro funkci y(x) ∈ C1(U(x0)),
splňuj́ıćı y(x0) = y0 je ekvivalentńı:
(1) funkce y(x) řeš́ı rovnici (OD.1) na okoĺı bodu x0.
(2) funkce y(x) splňuje na okoĺı x0 rovnici V (x, y(x)) = c, kde c = V (x0, y0).
Opakováńı. Taylor̊uv rozvoj funkce ϕ : R → R –

ϕ(a + h) = ϕ(a) + ϕ′(a)h +
1

2!
ϕ′′(a)t2 +R3(h) ,

kde R3(h) =
1
3!
ϕ′′′(θ)h3 pro vhodné θ lež́ıćı mezi a a a + h.

Věta 14.6 [Taylor̊uv rozvoj v R
N ] Necht’ f : U(aaa) → R je C3, kde aaa ∈ R

N .
Potom pro každé hhh ∈ U(aaa) existuje θθθ ∈ (aaa;aaa + hhh) takové, že

f(aaa+ hhh) = f(aaa) +

N
∑

i=1

∂f

∂xi

(aaa)hi +
1

2!

N
∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(aaa)hihj +R3(hhh) ,

kde

R3(hhh) =
1

3!

N
∑

i,j,k=1

∂3f

∂xi∂xj∂xk

(θθθ)hihjhk .

Definice. Multiindexem nazýváme n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αN), kde αj ≥ 0

jsou celá. Č́ıslo |α| =
∑N

j=1 αj nazýváme výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : RN → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαN

N

.
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Pro vektor x ∈ R
N definuji

xα = xα1

1 xα2

2 . . . xαN

N .

Je-li n = |α|, definuji zobecněné kombinačńı č́ıslo

(

n

α

)

:=
n!

α1! . . . αN !
;

– to vyjadřuje, kolika zp̊usoby lze n prvk̊u rozdělit do N skupin, jestliže j-tá
skupina obsahuje právě αj člen̊u.

Př́ıklady. Necht’ α = (1, 0, 2). Potom

Dαf(x) =
∂3f(x)

∂x1∂x
2
3

, xα = x1x
2
3 .

Poznámky. Pomoćı multiindex̊u můžeme elegantně zapisovat r̊uzné složité
výrazy. Plat́ı např́ıklad multinomická věta (zobecněńı binomické věty):

(h1 + . . . hN )
n =

∑

|α|=n

(

n

α

)

hhhα .

Druhý člen Taylorova rozvoje lze napsat takto:

1

2!

∑

|α|=2

(

2

α

)

Dαf(aaa)hhhα .

Zbytek můžeme napsat takto:

1

3!

∑

|α|=3

(

3

α

)

Dαf(θθθ)hhhα .

Obecný tvar (rozvoj m-tého řádu) vypadá takto:

f(aaa) =

m
∑

n=0





1

n!

∑

|α|=n

(

n

α

)

Dαf(aaa)hhhα



+Rm+1(hhh) ,

kde
1

(m+ 1)!

∑

|α|=m+1

(

m+ 1

α

)

Dαf(θθθ)hhhα .
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Definice. Hessovou matićı funkce f : RN → R rozumı́me

∇2f(xxx) =

(

∂2f

∂xi∂xj

(xxx)

)

i,j=1,...,N

.

Je to čtvercová matice, která je d́ıky Větě 14.5 symetrická.

Definice. Funkce f(xxx) má v bodě aaa vzhledem k množině M ⊂ R
N

• globálńı maximum, pokud (∀xxx ∈ M) [f(aaa) ≥ f(xxx)]

• lokálńı maximum, pokud (∃δ > 0) (∀xxx ∈ M ∩ U(aaa, δ)) [f(aaa) ≥ f(xxx)]

• ostré lokálńı maximum, pokud (∃δ > 0) (∀xxx ∈ M ∩ P (aaa, δ)) [f(aaa) >

f(xxx)]

Analogicky se definuje minimum.

Věta 14.7 Necht’ f : RN → R má v bodě aaa ∈ R
N maximum vzhledem k

nějakému U(aaa, δ). Potom pro každé i = 1, . . . , N je ∂f

∂xi

(aaa) bud’ rovna 0, nebo
neexistuje.

Definice. Bod aaa, ve kterém je ∇f(aaa) = 000, nazýváme stacionárńı bod.

Důsledek Věty 14.7. Je-li aaa ∈ M vnitřńı bod (tj. existuje δ > 0 tak, že
U(aaa, δ) ⊂ M), potom f má v aaa extrém v̊uči M , pouze je-li to stacionárńı
bod.

Opakováńı. Necht’ A ∈ R
N×N je symetrická matice. Kvadratickou formou,

určenou touto matićı, rozumı́me funkci ϕ : RN → R, definovanou jako

ϕ(hhh) =
N
∑

i,j=1

Aijhihj = 〈AhhhT ,hhh〉 .

Forma se nazve pozitivně definitńı, jestliže existuje c1 > 0 tak, že ϕ(hhh) ≥
c1‖hhh‖

2 pro každé hhh. To nastává právě tehdy, když vlastńı č́ısla A jsou všechna
kladná.
Forma se nazve negativně definitńı, jestliže existuje c2 > 0 tak, že ϕ(hhh) ≤
−c2‖hhh‖

2 pro každé hhh. To nastává právě tehdy, když vlastńı č́ısla A jsou
všechna záporná.
Forma se nazve indefinitńı, jestliže existuj́ı vvv, www tak, že ϕ(vvv) > 0 a ϕ(www) > 0.
To nastává právě tehdy, A má kladná i záporná vlastńı č́ısla.

Opakováńı. Z algebry v́ıme, že symetrická matice má pouze reálná vlastńı
č́ısla, dále že odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory tvoř́ı ortonormálńı bázi, a matice
je podobná diagonálńı matici.
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K určeńı definitnosti matice neńı vždy nutné poč́ıtat charakteristický poly-
nom. Jestliže {λ1, . . . λn} je seznam všech vlastńıch č́ısel (v́ıcenásobná ṕı̌seme
opakovaně), pak plat́ı:

detA = λ1λ2 . . . λn,

trA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

trA je stopa matice, definovaná jakožto součet diagonálńıch prvk̊u. Př́ıklad:

A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0





tedy

λ1λ2λ3 = detA = 2

λ1 + λ2 + λ3 = trA = 0

Z prvńı rovnice plyne, že vlastńı č́ısla jsou všechna nenulová, ze druhé pak,
že aspoň jedno je kladné a aspoň jedno záporné, tedy matice je indefinitńı.
K určeńı definitnosti lze použ́ıt také Sylvestrovo pravidlo. Označme ∆k, k =

1, . . . N , determinanty matic
{

Aij

}k

i,j=1
. Potom A je pozitivně definitńı, právě

když ∆k > 0 pro každé k, a je negativně definitńı, právě když (−1)k−1∆k > 0
pro každé k.

Věta 14.8 Necht’ f : U(aaa) → R je tř́ıdy C3, aaa ∈ R
N . Necht’ ∇f(aaa) = 0, a

označme ϕ(hhh) kvadratickou formu, určenou Hessovou matićı f v bodě aaa, tj.

ϕ(hhh) =

N
∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj

(aaa)hihj .

Potom plat́ı:

1. je-li ϕ(hhh) pozitivně definitńı, je aaa lokálńı minimum

2. je-li ϕ(hhh) negativně definitńı, je aaa lokálńı maximum

3. je-li ϕ(hhh) indefinitńı, neńı aaa (ani lokálńı) extrém

Definice. Třet́ı př́ıpad předchoźı věty nazýváme ,,sedlový bod“.

Poznámka. Předchoźı věta nepokrývá všechny možné př́ıpady. Je-li př́ıslušná
forma pouze semidefinitńı, tj. např́ıklad nezáporná, ale někde nulová, obecně
nelze rozhodnout.
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Srovnej př́ıpad, kdy f ′(a) = f ′′(a) = 0. Potom a může a nemuśı být lokálńı
extrém (viz f = t3 resp. t4 v bodě a = 0.)

Věta 14.9 [Vázané extrémy – 1. verze] Necht’ f , g : RN → R, necht’ aaa ∈ Γ,
kde

Γ =
{

xxx ∈ R
N ; g(xxx) = 0

}

.

Předpokládejme, že f a g jsou tř́ıdy C1 na okoĺı aaa, a že ∇g(aaa) 6= 000.
Potom nutnou podmı́nkou toho, že aaa je lokálńı extrém f v̊uči M , je existence
λ ∈ R takového, že

∇f(aaa) = λ∇g(aaa) . (2)

Poznámky. Č́ıslo λ se nazývá Lagrange̊uv multiplikátor. Dle předchoźı věty
jsou z extrému podezřelé body, kde

• f , g nejsou hladké

• ∇g(aaa) = 000, což odpov́ıdá situaci, kde množina Γ (obecně (N − 1)-
dimenzionálńı hladká plocha) může degenerovat

• konečně body, kde plat́ı (2), tj. gradienty f a g jsou kolineárńı

Množina M ⊂ R
N je omezená, právě když existuje C > 0 tak, že |xi| ≤ C

pro i = 1, . . . , N a každé xxx ∈ M . Množina je typicky uzavřená, je-li tvaru
{

xxx ∈ R
N ; g(xxx) ≤ c

}

kde g je spojitá funkce (jedná se o vzor uzavřené množiny (−∞, c], viz Věta
13.5); obecněji, jde-li o pr̊unik takovýchto množin (viz Věta 13.1’).

Věta 14.10. (1) Necht’ f : M → R je spojitá, kde M ⊂ R
N je omezená a

uzavřená. Potom f má globálńı maximum a minimum.
(2) Necht’ f : RN → R je spojitá a lim‖xxx‖→∞ f(xxx) = ∞. Potom f má globálńı
minimum (zrcadlová verze pro maximum).
(2’) Necht’ f : RN → R je spojitá a lim‖xxx‖→∞ f(xxx) = −∞. Potom f má
globálńı maximum.
(3) Necht’ f : RN → R je spojitá a lim‖xxx‖→∞ f(xxx) = 0. Existuje-li aaa tak, že
f(aaa) > 0, pak má f globálńı maximum. Existuje-li bbb tak, že f(bbb) < 0, pak
má f globálńı minimum.

Poznámky. Množina M ⊂ R
N je omezená, právě když existuje C > 0 tak,

že |xi| ≤ C pro i = 1, . . . , N a každé

Věta 14.11 [Vázané extrémy – obecná verze] Necht’ f , gj : RN → R, j =
1, . . . k, kde k < N . Necht’ aaa ∈ Γ, kde

Γ =
{

xxx ∈ R
N ; gj(xxx) = 0, j = 1, . . . k

}

.
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Předpokládejme, že f a gj jsou tř́ıdy C1 na okoĺı aaa, a že matice

{

∂gj

∂xi

(aaa)

}

má maximálńı hodnost, tj. k.
Potom nutnou podmı́nkou toho, že aaa je lokálńı extrém f v̊uči Γ, je existence
č́ısel λj ∈ R takových, že

∇f(aaa) =

k
∑

j=1

λj∇g(aaa) . (3)

Věta 14.12 [O implicitńı funkci – 1. verze] Necht’ F (xxx, y) : R
N+1 → R.

Necht’ aaa ∈ R
N , b ∈ R jsou takové, že

• F (aaa, b) = 0

• F je C1 na okoĺı (aaa, b).

• (kĺıčový předpoklad) ∂F
∂y
(aaa, b) 6= 0

Potom existuj́ı δ, ∆ > 0 a C1 funkce

Y (xxx) : U(aaa, δ) → U(b,∆)

tak, že pro každé (xxx, y) ∈ U(aaa, δ)× U(b,∆) plat́ı

F (xxx, y) = 0 ⇐⇒ y = Y (xxx).

Nav́ıc, je-li F tř́ıdy Ck, je též Y tř́ıdy Ck (na př́ıslušných okoĺıch).

Poznámka. Označ́ıme-li

Γ =
{

(xxx, y) ∈ R
N+1; F (xxx, y) = 0

}

,

Ω = U(aaa, δ)× U(b,∆),

ř́ıká nám věta, že
Γ ∩ Ω

je totožná s grafem jisté funkce Y : RN → R, a je tedy (v okoĺı daného bodu)
N -dimenzionálńı hladkou plochou.

Věta 14.13 [O implicitńı funkci – obecná verze] Necht’ FFF (xxx,yyy) : RN+M →
R

M ; podrobněji, jde o funkce

Fj(x1, . . . , xN , y1, . . . , yM), j = 1, . . .M.
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Necht’ (aaa,bbb) ∈ R
N+M , po složkách

(aaa,bbb) = (a1, . . . , aN , b1, . . . , bM).

Necht’ plat́ı:

• FFF (aaa,bbb) = 000

• Fj jsou C1 na okoĺı (aaa,bbb).

• (kĺıčový předpoklad) matice

{

∂Fj

∂yi

}

i,j=1,...M

je regulárńı v bodě (xxx,yyy) = (aaa,bbb).

Potom existuj́ı δ, ∆ > 0 a C1 funkce

YYY (xxx) : U(aaa, δ) → U(bbb,∆)

(tedy funkce z R
N do R

M) tak, že pro každé (xxx,yyy) ∈ U(aaa, δ)× U(bbb,∆) plat́ı

F (xxx,yyy) = 000 ⇐⇒ yyy = YYY (xxx).

Nav́ıc, je-li FFF tř́ıdy Ck, je též YYY tř́ıdy Ck (na př́ıslušných okoĺıch).

Poznámka. Věta opět ř́ıká, že množina

Γ =
{

(xxx,yyy) ∈ R
N+M ; Fj(xxx,yyy) = 0

}

je N -dimenzionálńı plocha, nebot’ je grafem funkce YYY : RN → R
M (na jistém

okoĺı bodu (aaa,bbb).
Názorně: v p̊uvodně N + M-dimenzionálńım prostoru nám M nezávislých
podmı́nek (rovnice Fj = 0) určujeN -dimenzionálńı objekt. Nezávislost těchto
rovnic je zaručena třet́ım, kĺıčovým předpokladem.

Věta 14.14 [O inverzńı funkci] Necht’ FFF : RN → R
N , podrobněji jde o funkce

FFF = (F1, . . . , FN),

Fj = Fj(x1, . . . , xN).

Předpokládejme, žeFFF jsou C1 na okoĺı bodu aaa ∈ R
N , a že (kĺıčový předpoklad)

matice

∇FFF (aaa) =

{

∂Fj

∂xi

(aaa)

}

i,j=1,...N
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je regulárńı.
Potom existuje U okoĺı bodu aaa tak, že FFF |U je prostá. Označ́ıme-li bbb = FFF (aaa),
V = FFF (U), GGG =

(

FFF |U
)

−1
, je V otevřená množina, obsahuj́ıćı bod bbb, a funkce

GGG – podrobněji, jde o funkce

GGG = (G1, . . . , GN),

Gj = Gj(y1, . . . , yN),

– jsou C1. Nav́ıc plat́ı

∇GGG(yyy) =
(

∇FFF (GGG(yyy))
)−1

Dodatek: je-li FFF tř́ıdy Ck, je též GGG tř́ıdy Ck.
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