X.1 SPOCETNOST ETC.

Definice. Mnozina A se nazve spocetnd (“countable”), jestlize existuje vzdjemné jed-
noznacné zobrazeni mezi A a N. Nazorné: prvky A lze srovnat do prosté posloupnosti

A:{al,ag,...}.

Poznamky. ) piiklady spocetnych mnozin: trividlné N, Z = {0,1,—-1,2,-2,3,-3,... };
mnozina vSech prvocisel, mnozina vsech sudych ¢isel.

Obecné kazda nekonecna podmnozina N je spocetna.

Paradoxni vlastnost spocetnych mnozin: lze je vzajemné jednoznacné zobrazit na jejich
podmnozinu.

@) mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna.

@ sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spocetné. Obecnéji: Vj € N je A; spocetnd —>
U, A; je spocetnd

Véta X.1. [Cantor.] Mnozina R je nespocetna.

Poznamky. Rekneme, Ze mnozina B ma mohutnost kontinua, pokud existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni mezi B a mnozinou realnych cisel.

e interval (0,1) md mohutnost kontinua. D4 se ukdzat, ze kazdy netrividlni interval ma
mohutnost kontinua. Také mnozina iracionalnich ¢isel méd mohutnost kontinua. Vsechny
obvyklé podmnoziny R jsou bud spocetné, nebo maji mohutnost kontinua.

e G. Cantor v roce 1878 zformuloval tzv. hypotézu kontinua (HC):

Je-li A C R nekonecéna mnozina, tak potom

bud A je spocetnd, nebo A ma mohutnost kontinua.

Jinymi slovy, kazd4 nekoneénd mnozina éisel se d4 vzajemné jednoznaéné zobrazit bud na
N, nebo na R.

Dlouho se nevédeélo, zda hypotéza kontinua plati nebo ne. V roce 1938 dokazal prekvapive
K. Godel, ze hypotézu kontinua nelze vyvratit. V roce 1963 pak dokazal P. Cohen, ze
hypotézu kontinua nelze dokazat. Jde tedy o ,nerozhodnutelné® tvrzeni; pfesnéji feceno,
tvrzeni nezavislé na axiomech teorie mnozin.

Definice. Cislo z, se nazve algebraické (o € A), pokud existuje nenulovy polynom
p(z) s celociselnymi koeficienty takovy, ze p(zo) = 0. V opacném piipadé se xy nazve
transcendentni.

Cislo z( se nazve vycislitelné (z, € C, “computable”), jestlize existuje koneény algorit-
mus (program), ktery pocitd zo s libovolnou presnosti. Alternativné: existuje konecény
algoritmus, ktery pro kazdé r € QQ rozhodne, zda plati z¢ < r.

Poznamky.

@D Q C A striktné, nebot napi. v2 € A\ Q

@ cisla e, m jsou transcendentni (tézké; Hermite 1873, Lindemann 1882). Ovsem jsou to
¢isla vycislitelna, napt. diky vzorcim e = 1/014+1/11+1/2!4+...,n/4=1/1—-1/3+1/5—
1/7+....



@ cislo xy se nazve konstruovatelné (xy € K), pokud délku xy lze najit eukleidovskou
konstrukei (tj. pomoci kruzitka a pravitka; délka 1 je zaddna). Lze dokazat Q C K C A.
Problém kvadratury kruhu je ekvivalentni konstruovatelnosti /7, coz by ovSem impliko-
valo konstruovatelnost m, coz dle Lindemanna neni pravda. Tedy kvadratura kruhu je
nefesitelny problém.

@ hierarchie ¢iselnych mnozin:

e zékladni mnozina N U {0} spolu s operacemi - a +

e operace — vede na mnozinu Z

e operace / vede na mnozinu Q

e pripustime-li ¥/ , mame algebraickd ¢isla A

e limitni opakovani predchozich operaci vede na vycislitelna c¢isla C

Neplati tedy R = C? Zdaleka ne, jak plyne z nasledujiciho.

Lemma X.2 [,,Abecedn{ lemma*“| Necht Z je koneénd nebo spocetnd mnozina (,,abeceda*),
necht P je mnozina viech kone¢nych posloupnosti (,,napisi“) ze Z. Potom P je spocetna.

Poznamka. V Lemmatu X.2 je podstatné, ze uvazujeme jen kone¢né posloupnosti.
Mnozina nekone¢nych népisu je nespocetnd jiz v pripadé dvouprvkové abecedy, jak snadno
dokazeme Cantorovym diagonalnim argumentem.

Poznamky. (D Dusledek: mnozina A je spocetna. Necht II je mnozina vSech polynomt
z definice A. Kazdy p € II jednoznacné odpovida konecné posloupnosti koeficientu ze Z.
Tedy

A= | J{zo € R; p(ao) = 0}

pell

je spocetné sjednoceni konecnych mnozin.

@ Disledek: mnozina C je spocetnd. Nebot program lze chépat jako koneény ndpis v
konecné abecedé ASCII.

@ Protoze R je nespocetnd, jsou nutné mnoziny R \ A, R\ C neprazdné. Tedy existuji
,,nevycislitelnd ¢isla“ — jejich desetinny rozvoj obsahuje vice informace, nez kolik 1ze popsat
konecnym algoritmem.

Poznamenejme, ze nekoneény program by mohl popsat libovolné ¢islo: Prvni fadek by tiskl
prvni ¢islici, druhy tadek druhou, ...

X.2 ZAKLADY ANALYZY — TEORIE MNOZIN

V analyze studujeme ruzné objekty: cisla, funkce, relace, mnoziny, posloupnosti, ... To vSe
lze fakticky redukovat na pojem mnoziny:



e Prirozena c¢isla reprezentujeme mnozinami takto:

0...0 (prézdna mnozina)
1...{0} (mnozina, jejimz jedinym prvkem je ()
2...{0,{0}}

atd.

Operaci n +— n + 1 odpovidd x — = U {z}. Relaci < odpovidd C. Vsimnéme si téz,
7e mnozina reprezentujici n mé praveé n prvku.

e nevyhodou“ mnoziny je, ze nezna poradi prvku a nepfipousti jejich opakovani,
tj. {a,b,a} = {a,b} = {b,a}, {a,a} = {a} atd. Uzitecnym trikem je zavedeni
usporadané dvojice

(a,b) = {a,{a,b}}

Pro tuto mnozinu (mnozin) jiz plati (a,b) = (¢, d) pravé kdyz a = ¢ a zaroven b = d;
tedy (a,b) # (b, a), pokud a # b.

e racionalni ¢isla nyni muzeme reprezentovat jako dvojice ptirozenych ¢isel

e redlna cisla lze reprezentovat aproximujicimi posloupnostmi racionalnich ¢isel, pricemz

posloupnost ay, as, as, . . . reprezentujeme mnozinou usporadanych dvojic {(1,a1), (2, as), . ..

e obecné funkci x — f(x) reprezentujeme mnozinou vsech uspofadanych dvojic tvaru

(z, f(x))

e (bindrni) relaci reprezentujeme jednoduse mnozinou vsech dvojic, pro néz relace plati,
tj. napf. < bude reprezentovana mnozinou {(0,1), (=2, —1),...}.

Cely ,,svét analyzy“ je tak reprezentovdn v univerzu mnozin (mnozin mnozin, mnozin
mnozin mnozin, ... ), spo¢ivajicim na prazdné mnoziné coby zdkladnim stavebnim prvku.
Veskeré operace tykajici se funkci, relaci, posloupnosti se tak prevadéji na operace s
mnozinami. To ma ten prakticky vyznam, Ze jazyk matematiky se nesmirné zjednodusuje,
nebot kromé logickych symbolt: V, 3, = , =, = vystac¢ime s jedinym ,,mimologickym “
predikatem €.

Popsat ,,zdklady analyzy“ pak znamend popsat (tj. axiomatizovat) operace s mnozinami.
Zminime struéné (vybrané) axiomy z tzv. Zermelo-Fraenkelovy axiomatizace teorie mnozin.
(Axiomy uvadime v pfirozené fe¢i a mirné nepfesneé.)

1. axiom existence mnoziny: existuje alespon jedna mnozina

2. axiom extenzionality: (libovolné dvé) mnoziny se rovnaji, pravé kdyz maji stejné
prvky. Specidlné: je jenom jedna prazdna mnozina.

Vsechny dalsi axiomy tvrdi existenci urcitych mnozin, tj. de facto fikaji, za jakych
okolnosti je mnozina ,,dobte definovana“ (d.d.)
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3. axiom dvojice: jsou-li a, b d.d., pak {a,b} je d.d. Tento axiom sakcionuje vyse
uvedené vytvatreni prirozenych cisel.

4. axiom nekonecCna: existuje nekoneénd mnozina (fakticky tvrdi existenci mnoziny
prirozenych cisel).

Zde je vhodné poznamenat, ze korektni matematicky dukaz je vzdy konecénd posloup-
nost kroku, dovolenych prislusnymi axiomy. Tedy pouhy axiom dvojice dokaze vy-
robit libovolné velké n, ale nikdy ,,aktudlni nekonecno“ v podobé mnoziny N. Proto
potfebujeme zvlastni axiom nekonecna.

5. axiom sumy: jsou-li a, b d.d., pak a Ub je d.d. Axiom je fakticky obecnéjsi: je-li
A ={ay,ay,...} d.d. libovolnd mnozina mnozin, pak pak | JA = a; UasU... je d.d.

6. axiom vydéleni: je-li a d.d. mnozina a ¢(z) formule s volnou proménnou z, pak

{z € a; ¢(x) plati} je d.d.

Poznamenejme, ze ,,naivni* teorie mnozin, kterd by pripoustéla mnoziny {z; ¢(x) plati}
by obsahovala spor (Russell 1901): Definovali bychom totiz R := {z; « ¢ x}. Potom
ovéem RER <— R¢ R

7. axiom vybéru: je-li A d.d. mnozina neprdzdnych mnozin, pak je d.d. ,selekéni*
mnozina S takové, ze S Na # 0 pro kazdé a € A.

Axiom vybéru (AC) ma zvldstni postaveni. Vypadd prirozené a obc¢as je nutné jej
pouzit. Na druhou stranu je jim mozno ,,vytvorit“ mnoziny velmi zvlastnich vlast-
nosti (viz napiiklad zndmy Banach-Tarského paradox).

Poznamky. Axiomy ZF (neuvadime zde vSechny) umoznuji popsat veskeré bézné operace
s mnozinami a tedy i modelovat ,,svét analyzy“. K dokonalé spokojenosti bychom vsak
chtéli védeét, ze nas systém axiomu je bezesporny (“consistent”); také bychom na zékladé
téchto axiomu chtéli umét dokdzat (¢i vyvratit) vSechna myslitelnd tvrzeni.

Slavné Godelovy véty o netplnosti tikaji, ze toto neni mozné. Pokud ZF je bezesporné,
pak: 1. bezespornost ZF nelze dokazat v ramci ZF a 2. v ZF lze formulovat tvrzeni, ktera
jsou zde nedokazatelnd, le¢ (vidéno zvenéi) jsou pravdiva.

Dobra zprava je, ze spor v ZF se zatim nepodatilo najit a také ze bezespornost ZF je mozné
dokazat (le¢ jen v rdmci jisté ,,bohatsi teorie“, kterd sama muze obsahovat spor).
Hypotéza kontinua je piikladem tvrzeni, které je v rdmci ZF nerozhodnutelné. Presnéji
feceno: je-li ZF bezesporna, pak ZF+HC je bezespornd (Godel 1938) a také ZF+—-HC je
bezesporna (Cohen 1963).



