9. URCITY INTEGRAL.

Motivace. Studujeme nésledujici problém: je dana funkece f(z) : [a,b] — R,
a my chceme najit cislo, které vyjadiuje plochu pod jejim grafem. Tato
hodnota se nazyva urcity integréal (funkce f od a do b), znadi se

/abf(:c)dx.

Existuje fada zpusobu, jak definovat integral. Ty se nelisi hodnotou vysledku;
spise tiidou funkei, které se jimi daji integrovat.

Struéné probereme dva pristupy: Newtonuv integral a Riemannuv integral.
Ukéazeme, ze pro spojité funkce davaji stejné vysledky.

Definice. Je-li ddna f(z) : (a,b) — R, pak F(z) se nazyvé primitivn{ funkce
(zkratka PF) k f(x) v (a,b), pokud F'(z) = f(x) pro kazdé = € (a,b).

Definice. Necht F(x) je definovdna v (a,b). M4-li vyraz

F(b—)— F(a+) = lim F(z)— lim F(z)

r—b— r—a+

smysl, nazyvame ho zobecnénym piirustkem funkce F'(z) od a do b. Znaéime

[F(x)}z nebo [F(:E)}m:b

Poznamky. e je-li F'(x) spojita v [a, b], je [F(:c)}z = F(b) — F(a).
e situace, kdy [F (I)]Z nema smysl: 1. nékterd z limit F'(b—), F'(b+) neexis-
tuje, 2. tyto limity sice existuji, ale vyraz F'(b—) — F'(a+) je typu oo — oo.

Definice. Necht f(z) je definovéna v (a,b), a necht F(x) je PF k f(x) v
(a,b). Potom Newtonuv integral funkce f(z) od a do b definujeme jako

b
) / f(x)dz = [F(x)]"

ma-li prava strana smysl.

Piiklady. D (V) [ % = o

0 =
@ (N)fol \3%% =3
@ (N) [, @ dx neexistuje

Terminologie a znaceni. Mnozinu téch funkci, pro které Newtonuv in-
tegral od a do b existuje a je kone¢ny, znacime N (a,b). Mnozinu téch funkei,
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pro které integral existuje (a muze byt kone¢ny nebo nekoneény), znacime

N*(a,b).

Lemma 9.1." (1) Nechf ¢(z) je spojitd v intervalu I, necht ¢'(x) = 0 pro
Va vnitini bod I. Potom Jc € R tak, ze ¢(z) = ¢ pro Vz € I.

(2) Necht F(x), G(x) jsou spojité v intervalu I, necht F'(z), G'(z) existuji,
jsou konecné a rovnaji se pro Va vnitini bod /. Potom dc € R tak, ze
F(x) = G(x)+cproVz e I.

Disledek. Definice Newtonova integralu je korektni.

Poznamky. Lze dokazat, ze Newtonuv integral ma nésledujici vlastnosti
(nebudeme dokazovat z casovych duvodu):

@ [linearita] Necht f(z), g(z) € N(a,b). Necht a, 3 € R. Potom téz
af(xz)+ Bg(xz) € N(a,b) a

) [ as@) + 8960 e = o) [ e + 60 [ o) a0

@ [intervalova aditivita] Necht f(z) € N(a,b), a ¢ € (a,b). Potom
b
W [ 1@t =00 [ s s o) [
@ [monotonie] Necht f(x) € N(a,b) a necht f(x) > 0 pro Vo € (a,b).
Potom ,
N)/ f(x)dx > 0.

Obecnéji, necht f(z), g(x) € N(a,b) a necht f(x) > g(x) pro Vz € (a,b).

Potom
b b
) [ f@)de= ) [ gl do.
@ Necht f(z), |f(x)| € N(a,b). Potom

N%Mmmgmfmmm
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Definice. Délenim D intervalu [a, b] rozumime koneénou posloupnost bodu
To < T < Ty <--- <Xy, kde xg = a, x, = b.
Je-li f(x):[a,b] — R omezend funkce, definujeme proi =1...n

m; =inf f([zi1, @]), M =sup f([zi—1, 3:]) .
Cisla
s(D)=s(D, f) = Zmz’(ﬂfz‘q — ;)

S(D) = S(D,f) = ZMi($i—1 - %)

nazyvame dolni resp. horni Riemannuv soucet funkce f(x), ptislusny déleni

D.

Definice. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. Potom supremum
mnoziny

{s(D); D je délenf [a,b]}

se nazyva dolni Riemannuv integral f(z) od a do b a znaéi se

b
®) [ fia)ds.
Naproti tomu infimum mnoziny
{S(D); D je déleni [a,b]}

se nazyva horni Riemannuv integral f(z) od a do b a znadi se
b
®) [ fa)da.

Definice. Rekneme, 7ze déleni l~)~je zjemnénim déleni D, pokud D obsahuje
vSechny body D. Znac¢ime D C D.

Lemma 9.2. Necht f(z) : [a,b] — R je omezend funkce. (1) Jsou-li D, D
déleni intervalu [a,b] a D C D, je s(D) < s(D) a S(D) > S(D).



(2) Je-li navic m < f(z) < M, je
m(b—a) < s(Dq, f) < S(Da, f) < M(b—a)

pro libovolna déleni Dy, D.
Dusledek. Necht m < f(z) < M pro Vx € [a,b]. Potom

b b
miv =)< (R) [ fe)de < (®) [ J@)do < 20— a).
Definice. Necht f(z): [a,b] — R je omezend funkce. Jestlize

®) [ rae =) [ 1) ar,

pak toto ¢islo se nazyva Riemannuv integral funkce f(x) od a do b. Znagi se

(R) / ) da

Rikédme, ze f(r) ma Riemanniv integral (je Riemannovsky integrovatelns)
na [a, b, piseme f(z) € R(a,b).

Piiklady. @ (R) [, zdz = 1/2.
@) Dirichletova funkce neni Riemannovsky integrovatelna.

Nazorny vyznam R.i. Oznacime-li plochu pod grafem funkce P, plyne z
obrazku, ze s(D, f) < P pro kazdé déleni, a tedy prechodem k supremu

b
®) [ fa)ds < P.
Analogicky, S(D, f) > P pro libovolné déleni, a tedy

b
<R>/ J(x)da > P.

Je-li tedy f Riemannovsky integrovatelnd, je nutné

P = (R)/ f(x)dx.
4



Lemma 9.3. f(z) € R(a,b), pravé kdyz je splnéna podminka

(P.R.) (%>Oﬂ3®@ﬁDﬂﬂD%ﬂ@ﬂ<4.
Véta 9.1. Necht f(z) : [a,b] — R je monoténni a omezend. Potom f(z) €
R(a,b).
Lemma 9.4. Necht f(z) : [a,b] — R je spojitd. Potom f(z) ma vlastnost

stejnomérné spojitosti v [a, b], tj.

(v > 0)(36 > 0) (va,y € [a,]) [lr =yl <6 = |f(x) = ()] <]

Véta 9.2. Necht f(z) je spojitd na [a, b]. Potom
1. f(z) € R(a,b).
2.
Navic, posloupnosti s(D,,, f), S(Dy, f) a (D, f) maji limitu

mlvumx

pro n — oo, kde D, je déleni [a, b] na n stejnych dilku.

Poznamka. Druhd ¢dst predchozi véty plati obecné pro kazdou f(x) €
R(a,b).

Véta 9.3. [Linearita R.i.] Necht f(x), g(x) € C([a,b]). Potom

(R)/abaf( ) + By(x) /f )dr + 8- (R )/ g(x) dx

Poznamka. Predchozi véta opét plati za slabsiho predpokladu f(z), g(z) €
R(a,b).

Véta 9.4. [Intervalova aditivita pro R.i.|
1. Necht f(z) je omezend v [a, b], necht ¢ € (a,b). Potom

/f )z + (R /f /f
R) / f(&)da + (R) / f(&) dz = (R) / f(x) do



2. Necht ¢ € (a,b). Potom f(z) € R(a,b) pravé kdyz f(z) € R(a,c) a
zéroven f(x) € R(c,b). Za tohoto predpokladu plati:

c b b
®R) [ fa)dn s ®) [ f@ydo=®) [ f@)do.
Dodatek k definici R.i. Pro b < a definujeme

®) [ syaei= ) [ )

Déle klademe (R) [ f(x) dz = 0.

Poznamka. S vyse uvedenym dodatkem plati Véta 9.7. v tomto obecnéjsim
tvarw: je-li f(z) € R(a, ), a ¢isla a, b, ¢ € |«, (] jsou libovolnd, pak plati:

®) [ e+ @ [ @ a=@® [ .

Véta 9.5. [Monotonie R.i.|
1. Jsou-li f(z), f(x) € R(a,b), a f(z) < f(z) pro Vz € [a, b], je

(R) / f)de < (R) / ) do

Specialné, f > 0 implikuje (R)fab f>0.
2. Jsou-li f(z), |f(z)| € R(a,b), je

® [ @il < ®) [ 1)

Véta 9.6. [R.i. s proménnou hornf mezi.] Necht f(z) € R(a,b) a c € [a, ]
je pevné. Definuji funkci

F(z):= (R)/mf(t)dt, x € [a,b].

Potom:



1. F(x) je spojitd v [a, b].

2. F'(x¢) = f(xo) plati pro kazdé z( € (a,b), ve kterém je f(x) spojita.

Dusledek. Necht f(z) je spojitd v (a,b). Potom f(x) ma v (a,b) primitivni
funkei.

Poznamka. Otdzka ,,méa dand f(x) primitivni funkci?” ma dva aspekty:

e Cisté teoreticky, odpoved je ANO, pokud f(z) je spojita, (viz vyse).
Také vime, ze odpoveéd je NE, pokud f(z) neméd Darbouxovu vlastnost

(diky Véte 6.7.)

e 7 praktického hlediska zni otazka malinko jinak: dokazi danou PF nap-
sat vzoreckem (tj. vyjarit pomoci elementarnich funkei)? A to v mnoha
ptipadech neni mozné.

Casto uvadény pifklad: funkce f(x) = exp(—z?) urcité ma PF (je spojitd),
ale d4 se dokézat, ze tato primitivni funkce se NEDA vyjadrit pomoci ele-
mentarnich funkei.

Véta 9.7. [Vztah N.i. a R.i.] Necht f(z) je spojita v [a,b]. Potom f(z) €
N (a,b) a plati

) / ) de = (R) / ) de



