8. APROXIMACE FUNKCI POLYNOMY.

Definice. Necht f(z), g(z) jsou definovany na néjakém P(xo). Rekneme,
ze f(x) je "malé 6 g(x)” pro x — xy, jestlize

Znagime: f(x) = o(g(x)), * — xo.
Rekneme, ze f(z) je "velké 6 g(x)” pro x — g, jestlize existuji C > 0, § > 0
tak, ze

[f(z)| < Clg(z)] Vo € P(xo,0).

Znacime: f(x) = O(g(x)), x — xo.
Rekneme, ze f(z) je fadoveé rovno g(x) pro z — xg, jestlize limita

existuje a je kone¢nd a nenulova. Znacime: f(z) ~ g(z), x — .

Poznamky. Nazorné:

f(z) =o0(g(x)) ... f(z)je mnohem mensi nez g(x)

f(x) =0O(g(x)) ... f(x) je nejvyse jako konstanta krat g(z)
f(x) ~g(x) ... f(z), g(x) se chovaji v zdsadé stejné.

Piiklady. @ Inz = o(\/z), * — 0.
2~ O(L), ¢ — o0
@ sinz ~z, 1 —cosx ~ 2% In(1 + x) ~ x, vie pro x — 0.

Definice. Funkce f(z) je ddna. Potom k-tou derivaci f(x) znac¢ime f*)(x)

nebo % () a definujeme ji induktivné takto:

(i) fO(z) = f(=), neboli funkci povazujeme za nultou derivaci sebe sama;
(i) £010 = {7a)), specide f0(z) = (@), FO(x) = '(z) atd.

Definice. Necht f(z) je definovana na otevieném intervalu I. Rekneme, zZe
f(z) je tiidy C™ na I, jestlize derivace f*)(x) existuji a jsou spojité na I pro
kazdé k = 0,1,...,n. Znacime f(xz) € C™(I). Specidlné, C°(I) = C(I) je
mnozina vSech funkei spojitych na I.

Symbolem C°°(I) zna¢ime tiidu funkei, pro néz derivace vech fadu existuji
a jsou spojité na I.



Poznamka. Idea aproximace funkce polynomem spoc¢iva v nasledujicim: je
déna funkce f(x) na okoli bodu xy. Sestrojime polynom p(z) tak, ze

p(zo) = f(zo)

P'(xo) = f'(xo)

p™ (o) = (o)

Ukazuje se, ze p(z) funkci v blizkosti bodu zy dobfe aproximuje - tim lépe,
¢im je vétsi n.

Napf. funkce f(x) = cos(z) v blizkosti bodu 0. Méme f(0) =1, f’(0) =0
f"(0) = —1. Stejnou hodnotu, prvni a druhou derivaci v nule mé polynom
p(r) =1-— %2, ktery také funkci cosx blizko pocatku - jak vidno z grafu -
dobte aproximuje.

Lemma 8.1. Pro zy pevné a k > 0 celé definujeme

Qelr) = 13(z — )t

Specidlné Qo(z) = 1 (diky tmluve 0! = 1, (z — 20)° = 1), Q1(z) = x — =,
Qa(z) = 3(z —20)* ...

Plati:

(1) Qr(x) je polynom stupné k

(2) Qp(x) =0 a Qp(x) = Qp-1(x) pro Vk = 1
(3) QY (z0) je rovno 1 pro k = [, zatimco pro k # I je to 0

Definice. Necht f(x) je ttidy C™ na n&jakém U(xq). Potom vyraz

n (k) (p
Zf k(' O)(IE—l’o)k
k=0 )

nazveme n-ty Taylortiv polynom funkce f(x) o sttedu xg. Znacime T ().
Véta 8.1. Necht f(x) je tifdy C™ na néjakém U (z,). Potom
flx) — Tmfo’n(x) = 0((x — :EO)") : T — Xg. (%)
Navic T} . (z) je jeding polynom stupné < n, ktery ma vlastnost (*).
Piiklady. O 752" (x) = Y5 o % Tedy
2 n
x x "
expx:1+x+7+~-~+g+o(x ), z—0.
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k 1.2k+1

@ ngrﬁl(x) = EZ:()(_l) TS neboli

' I 2+ it
S1n$:$—§+a+"'+(—1)m O(SL’ ), xr—0
@ f(x) = (1+x)% kde a € R je pevné. Potom
e “ala—1)...(a—k+1)
@) =" o 2"
k=0
Tedy
-1 —1)...(a— 1
(142)* = 1+ax+%x2+- : _+a(a ) ?a n ):1:”+0(:Cn) , v —0.
n!
Poznamka. Pro a € R a k > 0 celé definujeme zobecnéné kombinac¢ni ¢islo
jako
a 1 E=0
<k:): ala—1)...(a—k+1) 1
k!
Pron > k > 0 celd cisla je to ve shodé s puvodni definici (Z) = ﬁlk),

Taylortuv rozvoj (1 + x)* muzeme elegantné napsat jako

(1+2)* = i (Z)xk +o(a").

k=0
Vsimnéte si analogie s binomickou formuli.

Véta 8.2. Necht F(z) je tiidy C™*! na otevieném intervalu I, a zy € I je
pevné. Necht f(z) = F'(z) v I. Potom

(1)
/
{Th @)} =T (@)
(2) Naopak: bud p(z) = T] .(x), a P(x) = [ f(x)dz. Potom pii vhodné
volbé ¢ € R plati
P(x)+c=T) ,.(x).

Pitklady. D)




n

k
In x 1z
Ton' (@) = Y (-1

k=1

Véta 8.3. 1. Necht f(z) = o(z"), g(x) = o(x™) pro x — 0, kde m > n.
Potom f(z) + g(x) = o(z™) pro z — 0.
2. Necht f(z) = o(z"), g(x) = o(x™) pro z — 0. Potom f(z)g(z) = o(z™™)
pro x — 0.
3. Necht f(x) = o(z") pro z — 0. Potom 2™ f(x) = o(z™") pro  — 0.
4. Necht f(x) = o(2™) a necht g(x) ~ 2™ pro x — 0, kde m > 1. Potom
f(g(x)) = o(z™") pro z — 0.
Poznamka. Struéné muzeme predchozi pravidla vyjadrit takto:
o(z") + o(x™) = o(x™) pokud m >n
o(z™)o(z™) = o(z™t")
x™o(z"™) = o(x™™)
Vsimneéte si, ze o(z™) —o(z™) se rovna o(z") (a ne tedy 0). To chapeme takto:
rozdil dvou funkei, které obé jsou malé 6 z" je opét néjaka funkce, ktera je
malé 6 z".
Priklady. (D

rcosx —sinx  —1

lm —mM = —
z—0 3 3

@

’ 1
lim z(V1+22—3V1+a3+2vV1+at) = 5

r—00

Definice. Necht f(z) € C™(I), kde I je otevieny interval a zy € I je pevné.
Funkce

Ruya(7) = f(o) — Tgo,n@)
se nazyva Tayloruv zbytek funkce po n-tém ¢lenu.
Pozndmka. Z predchoziho vime, ze Ry,41(z) = o((x — z9)") pro  — o, tj.
R, .1(x) je malé, pokud x je blizko x.
Nyni nés zajimd jiny problém - totiz zda také R, i(z) — 0, pokud z je
pevné, zatimco n se zvétsuje.

Véta 8.4. Necht f(z) € C"(I), kde I je otevieny interval a xg, x € I,
o # x jsou zvolena pevné. Potom ostie mezi x, x( existuje 0 takové, ze

(nt1)
Ryr(a) = {nfl(ffu )
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Vyraz napravo se nazyva Lagrangeuv tvar zbytku.

Lemma 8.2. Necht M > 0 je pevné. Potom

Priklady.
(D Pro kazdé = € R pevné je
. exp T . - xk
expr = lm To,™(v) = lim ) 77

@) Pro kazdé = € R pevné je

i a2

sinz = lim ) (—1)
—00 !
— (2k+1)
n 2k

(Neodptedneseno.)

Poznamka. Misto lim, .« Y _,_, se zavadi symbol > .2 .
Lemma 8.3. Necht |¢| < 1. Potom

C 1
Z ¢ = 1—¢q°
k=0

Lemma 8.4. Pro kazdé n € N plati

1 1 "1
E<€<m+ZH.
k=0 k=0

Diisledek. Cislo e je iraciondln.



