
6. Hlubš́ı vlastnosti derivace a spojitosti.

Hloubka se muśı skrýt. Kde? Na povrchu.
(Hofmannstahl)

Úmluva. V celé kapitole jsou I a J intervaly (libovolného typu.)

Lemma 6.1. (Pĺıživé lemma.) Nechť M ⊂ [a, b] má následuj́ıćı tři vlastnosti:
(i) a ∈ M
(ii) je-li x0 ∈ M a x0 < b, pak ∃x1 ∈ M takové, že x1 > x0

(iii) má-li y ∈ (a, b] tu vlastnost, že pro ∀δ > 0 obsahuje U−(y, δ) bod z M ,
pak nutně y ∈ M .
Tvrd́ıme, že (i), (ii), (iii) implikuje b ∈ M .

Poznámka. Předpoklady (i), (ii) samy k závěru nestač́ı: polož [a, b] = [0, 1],
M =

{

0, 1/2, 2/3, 3/4, . . .
}

. (Ovšem 1 má zjevně vlastnost, popsanou v bodě
(iii).)

Lemma 6.2. Nechť f(x) je spojitá (resp. spojitá zprava, zleva) v bodě x0.
Potom f(x) je omezená na jistém U(x0) (resp. U+(x0), U−(x0).)

Věta 6.1. Nechť f(x) je spojitá na omezeném, uzavřeném intervalu I. Po-
tom f(x) je na I omezená.

Poznámka. Předpoklady nelze oslabit:
• f(x) = 1/x je spojitá na (0, 1], ale neńı omezená (interval neńı uzavřený)
• f(x) = 1/x pro x ∈ (0, 1], f(0) = 0 neńı omezená na [0, 1] (funkce neńı
spojitá v 0 zprava)

Definice. Nechť f(x) : I → R.
Řekneme, že f(x) má v bodě x0 ∈ I maximum (podrobně: globálńı maximum
vzhledem I), jestliže f(x0) ≥ f(x) pro ∀x ∈ I.
Řekneme, že f(x) má v bodě x0 ∈ I lokálńı maximum (vzhledem k I), jestliže
∃δ > 0 tak, že f(x0) ≥ f(x) pro ∀x ∈ I ∩ U(x0, δ).
Má tam ostré lokálńı maximum, jestliže ∃δ > 0 tak, že f(x0) > f(x) pro
∀x ∈ I ∩ P (x0, δ).
Analogicky: f(x) má v bodě x0 ∈ I minimum (podrobně: globálńı minimum
vzhledem I), jestliže f(x0) ≤ f(x) pro ∀x ∈ I.
Řekneme, že f(x) má v bodě x0 ∈ I lokálńı minimum (vzhledem k I), jestliže
∃δ > 0 tak, že f(x0) ≤ f(x) pro ∀x ∈ I ∩ U(x0, δ).
Má tam ostré lokálńı minimum, jestliže ∃δ > 0 tak, že f(x0) < f(x) pro
∀x ∈ I ∩ P (x0, δ).
Souhrnný název pro maximum a minimum: extrém.

1



Věta 6.2. Nechť f(x) : I → R. Je-li x0 vnitřńı bod I a f ′(x0) existuje a je
nenulová, pak v x0 neńı (ani lokálńı, v̊uči I) extrém.

Důsledek. Je-li v bodě x0 (lokálńı) extrém, pak nutně buď (i) x0 je krajńı
bod, nebo (ii) f ′(x0) neexistuje, nebo (iii) f ′(x0) = 0.

Př́ıklady. 1© f(x) = |x| má v 0 globálńı minimum, avšak f ′(0) neńı nula
(tato derivace neexistuje)
2© f(x) = x3 pro x ∈ I = [−1, 1]. Maximum je v x = 1, minimum v −1,
ale v žádném z těchto bod̊u neńı f ′(x) = 0. Naproti tomu f ′(0) = 0, avšak 0
neńı (ani lokálńı) extrém.
Z př́ıklad̊u je vidět, že ani jedna z implikaćı

f ′(x0) = 0 =⇒ x0 je extrém

x0 je extrém =⇒ f ′(x0) = 0

obecně neplat́ı.

Věta 6.3. Nechť f(x) je spojitá na omezeném, uzavřeném intervalu I. Pak
existuje x0 ∈ I, v němž má f(x) maximum. Také existuje x1 ∈ I, v němž
má f(x) minimum.

Poznámka. Předpoklady opět nelze oslabit:
• f(x) = x je na (0, 1) spojitá, ale maxima/minima nikde nenabývá (interval
neńı uzavřený)
• f(x) = x sinx

x+1
- má v [0,∞) nekonečně mnoho lokálńıch extrémů, ale žádné

globálńı

Věta 6.4. (Rolleova.) Nechť f(x) je spojitá v [a, b], nechť f(a) = f(b) = 0
a nechť f ′(x) existuje pro ∀x ∈ (a, b). Potom existuje c ∈ (a, b) tak, že
f ′(c) = 0.

Věta 6.5. (Lagrangeova.) Nechť f(x) je spojitá v [a, b] a nechť f ′(x) existuje
pro ∀x ∈ (a, b). Potom existuje c ∈ (a, b) tak, že

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
.

Př́ıklad. sin x < x pro ∀x > 0.

Věta 6.6. Nechť existuje δ > 0 tak, že f(x) je spojitá na U(x0, δ) a f ′(x)
existuje pro ∀x ∈ P (x0, δ). Potom

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x) ,
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pokud limita vpravo existuje. Jednostranná verze: nechť f(x) je spojitá na
U+(x0, δ) a f ′(x) existuje pro ∀x ∈ P+(x0, δ). Potom

f ′
+(x0) = lim

x→x0+
f ′(x) ,

pokud limita vpravo existuje.

Př́ıklady. 1©

arcsin′
−(1) = lim

x→1−
arcsin x = lim

x→1−

1√
1 − x2

= ∞ .

2© f(x) = 3
√

x2 − 1. Pro x 6= ±1 je f ′(x) = 2x

3 3
√

(x2−1)2
a tedy

f ′(−1) = lim
x→−1

2x

3 3

√

(x2 − 1)2
= −∞ .

Lemma 6.3. Nechť F (x), f(x) jsou spojité na U(x0, δ) a nechť F ′(x) = f(x)
na P (x0, δ). Pak F ′(x0) = f(x0).

Definice. Řekneme, že f(x) má v I Darbouxovu vlastnost, jestliže plat́ı:
pokud γ lež́ı mezi f(a), f(b), kde a, b ∈ I, pak existuje c mezi a, b takové,
že f(c) = γ.

Poznámka. Věta 2.16. tedy ř́ıká: spojitá funkce má Darbouxovu vlastnost.

Věta 6.7. Nechť f(x) je spojitá v otevřeném intervalu I a nechť f ′(x)
existuje pro ∀x ∈ I. Potom f ′(x) má v I Darbouxovu vlastnost.

Poznámky. • Derivace spojité funkce nemuśı být obecně spojitá - avšak
podle předchoźı věty má aspoň Darbouxovu vlastnost.
• Důsledek: funkce sgn x nemá primitivńı funkci

Věta 6.8. (Cauchyho.) Nechť f(x), g(x) jsou spojité v [a, b]. Nechť pro
∀x ∈ (a, b) existuj́ı vlastńı f ′(x), g′(x) a nav́ıc g′(x) 6= 0. Potom existuje
c ∈ (a, b) tak, že

f ′(c)

g′(c)
=

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
.

Věta 6.9. (l’Hospitalovo pravidlo.) Chceme poč́ıtat

lim
x→x0

f(x)

g(x)
.
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Nechť f ′(x), g′(x) existuj́ı vlastńı, nav́ıc g′(x) 6= 0 pro ∀x ∈ P (x0, δ). Nechť
plat́ı buď
(a) f(x) → 0, g(x) → 0 pro x → x0

nebo
(b) |g(x)| → ∞ pro x → x0.
Potom

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

pokud limita vpravo existuje.

Př́ıklady. 1©
lim
x→0

sin x − x cos x

x3
= lim

x→0

x sin x

3x2
=

1

3
.

2©
lim

x→0+
xa ln x = lim

x→0+

ln x

x−a

= lim
x→0+

1/x

−ax−a−1
= 0 . (a > 0)

3© x

2x+sin x
→ 1/2, avšak 1

2+cos x
limitu v ∞ nemá. Př́ıklad ukazuje, že ve

Věta 6.9 opačná implikace neplat́ı, neboli f(x)/g(x) limitu může mı́t, i když
f ′(x)/g′(x) j́ı nemá.
4©

lim
x→0

x3

sin x ln(1 + x2)
= lim

x→0

3x2

cos x ln(1 + x2) + sin x 2x

x
1+1

= . . .

- př́ıklad, kde v zásadě l’Hospital použ́ıt jde, ale je to mnohem pracněǰśı, než
př́ımé použit́ı základńıch limit sin x/x → 1, ln(1 + x2)/x2 → 1.

Věta 6.10. (Monotonie a znaménko derivace.) Nechť I je interval s krajńımi
body a, b. Nechť f(x) je spojitá v I, a nechť f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) ≥ 0 resp.
f ′(x) ≤ 0 resp. f ′(x) < 0) pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je rostoućı (resp.
neklesaj́ıćı resp. nerostoućı resp. klesaj́ıćı) v I.

Př́ıklad. f(x) = x2. Protože f ′(x) > 0 pro x ∈ (0,∞), je f(x) rostoućı v
[0,∞). – Všimněte si, že informace o derivaci stač́ı uvnitř intervalu, závěr
plat́ı až do kraje.

Lemma 6.4. Nechť I je interval s krajńımi body a, b. Nechť f(x) je spojitá
v I, a nechť f ′(x) 6= 0 pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je ryze monotónńı v I.

Definice. Funkce f(x) se nazve konvexńı v I, jestliže pro ∀x1 < x2 < x3 ∈ I
plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3) − f(x2)

x3 − x2
.
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Pokud mı́sto ≤ požadujeme < resp. ≥ resp. >, jde o funkci ryze konvexńı
resp. konkávńı resp. ryze konkávńı.

Lemma 6.5. Funkce f(x) je konvexńı v I, právě když pro ∀a < b ∈ I a pro
∀λ ∈ (0, 1) plat́ı

f
(

λa + (1 − λ)b
)

≤ λf(a) + (1 − λ)f(b) .

Věta 6.11. (Konvexita a monotonie derivace.) Nechť I je interval s krajńımi
body a, b. Nechť f(x) je spojitá v I, a nechť f ′(x) je rostoućı (resp. neklesaj́ıćı
resp. nerostoućı resp. klesaj́ıćı) v (a, b). Potom f(x) je ryze konvexńı (resp.
konvexńı resp. konkávńı resp. ryze konkávńı) v I.

Př́ıklad. f(x) = 1
1+|x|

. Pro x ∈ (−∞, 0) je f ′(x) = 1
1−x

a tato funkce v

(−∞, 0) klesá. Původńı funkce je spojitá (dokonce v R), tedy f(x) je ryze
konvexńı v (−∞, 0]. Analogicky: je ryze konvexńı v [0,∞). Přesto neńı
konvexńı v R.
Snadno si rozmysĺım, že f(x) roustoućı v (a, b], f(x) roustoućı v [b, c) imp-
likuje f(x) roustoućı v (a, c) – pro konvexitu tedy podobná úvaha neplat́ı.

Věta 6.12. (Znaménko f ′′(x) a konvexita.) Nechť I je interval s krajńımi
body a, b. Nechť f(x) je spojitá v I, a nechť f ′′(x) existuje konečná pro
∀x ∈ (a, b) a f ′′(x) > 0 (resp. f ′′(x) ≥ 0 resp. f ′′(x) ≤ 0 resp. f ′′(x) < 0)
pro ∀x ∈ (a, b). Potom f(x) je ryze konvexńı (resp. konvexńı resp. konkávńı
resp. ryze konkávńı) v I.

Definice. Řekneme, že x0 je inflexńı bod funkce f(x), jestliže
(i) existuje f ′(x0)
(ii) existuje δ > 0 tak, že na jednom z interval̊u (x0, x0 + δ), (x0 − δ, x0) je
f(x) ryze konvexńı a na druhém ryze konkávńı.

Př́ıklady. 1© f(x) = sin x má v x = 0 inflexńı bod.
2© f(x) = x2 pro x < 0, a f(x) =

√
x pro x ≥ 0. Potom f(x) je ryze

konvexńı na (−∞, 0], ryze konkávńı na [0,∞) - ovšem x = 0 neńı dle naš́ı
definice inflexńı bod: derivace f ′(0) neexistuje.
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