6. HLUBSI VLASTNOSTI DERIVACE A SPOJITOSTI.

Hloubka se musi skrijt. Kde? Na povrchu.
(Hofmannstahl)

Umluva. V celé kapitole jsou I a J intervaly (libovolného typu.)

Lemma 6.1. (Plizivé lemma.) Necht M C [a, b] m4 ndsledujicf tii vlastnosti:
(i)ae M

(ii) je-li g € M a zg < b, pak Jx; € M takové, ze x1 > zg

(ili) ma-li y € (a,b] tu vlastnost, ze pro Vo > 0 obsahuje U_(y,0) bod z M,
pak nutné y € M.

Tvrdime, ze (i), (ii), (iii) implikuje b € M.

Poznamka. Predpoklady (i), (ii) samy k zavéru nestaci: poloz [a, b] = [0, 1],
M = {0, 1/2,2/3,3/4, ... } (Ovsem 1 ma zjevneé vlastnost, popsanou v bodé
(iii).)

Lemma 6.2. Necht f(zx) je spojita (resp. spojitd zprava, zleva) v bodé .
Potom f(z) je omezend na jistém U(xq) (resp. U (xq), U_(x0).)

Véta 6.1. Necht f(z) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Po-
tom f(x) je na I omezena.

Poznamka. Piedpoklady nelze oslabit:

e f(x) =1/z je spojita na (0, 1], ale neni omezend (interval neni uzavieny)
e f(x) = 1/x pro x € (0,1], f(0) = 0 neni omezend na [0, 1] (funkce neni
spojitd v 0 zprava)

Definice. Necht f(z): 1 — R.

Rekneme, ze f(z) mé v bodé xy € I maximum (podrobné: globalni maximum
vzhledem 1), jestlize f(xo) > f(z) pro Vx € I.

Rekneme, 7e f(z) mé v bodé zy € I lokalnf maximum (vzhledem k 1), jestlize
30 > 0 tak, ze f(xg) > f(x) pro Va € I NU(xg,0).

Ma tam ostré lokalni maximum, jestlize 30 > 0 tak, ze f(z¢) > f(x) pro
Vo € IﬂP(ZL‘Q,(S)

Analogicky: f(z) ma v bodé zy € I minimum (podrobné: globalni minimum
vzhledem 1), jestlize f(xo) < f(z) pro Vz € I.

Rekneme, ze f(x) ma v bodé ¢ € I lokalnf minimum (vzhledem k I), jestlize
30 > 0 tak, ze f(xg) < f(x) pro Va € INU(xo,0).

Ma tam ostré lokalni minimum, jestlize 30 > 0 tak, ze f(zo) < f(x) pro
Vo € 1IN P(xg,0).

Souhrnny nazev pro maximum a minimum: extrém.
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Véta 6.2. Necht f(z): I — R. Je-li 2y vnitini bod I a f’(x() existuje a je
nenulové, pak v xy neni (ani lokalni, vuci I') extrém.

Diisledek. Je-li v bodé z, (lokélni) extrém, pak nutné bud (i) zo je krajni
bod, nebo (ii) f'(zo) neexistuje, nebo (iii) f'(xq) = 0.

Piiklady. @ f(z) = |z| ma v 0 globalni minimum, avsak f’(0) neni nula
(tato derivace neexistuje)

@ f(x) = 23 pro z € I = [-1,1]. Maximum je v x = 1, minimum v —1,
ale v zadném z téchto bodu neni f’(z) = 0. Naproti tomu f’'(0) = 0, avsak 0
neni (ani lokalni) extrém.

Z prikladu je vidét, ze ani jedna z implikaci

f'(z0) =0 = 1z je extrém
To je extrém = f'(x9) =0

obecné neplati.

Véta 6.3. Necht f(z) je spojitd na omezeném, uzavieném intervalu I. Pak
existuje g € I, v némz mé f(x) maximum. Také existuje x; € I, v némz
ma f(x) minimum.

Poznamka. Piedpoklady opét nelze oslabit:

e f(z) = x jena (0,1) spojitd, ale maxima/minima nikde nenabyvé (interval
neni uzavieny)

o f(x) = 22T - md v [0, 00) nekonetné mnoho lokélnich extrémi, ale zddné
globalni

Véta 6.4. (Rolleova.) Necht f(x) je spojitd v [a, b], necht f(a) = f(b) =0
a necht f’(x) existuje pro Vo € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze
f'(e) =0.

Véta 6.5. (Lagrangeova.) Necht f(z) je spojitd v [a, b] a necht f(z) existuje
pro Vz € (a,b). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f(0) — f(a)

o) —

f (C> - b —a :

Priklad. sinz < x pro Vz > 0.

Véta 6.6. Necht existuje & > 0 tak, ze f(z) je spojita na U(xg,d) a f'(x)
existuje pro Vo € P(zo,d). Potom

f'(xo) = lim f'(z),

T—xo
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pokud limita vpravo existuje. Jednostranna verze: necht f(z) je spojita na
Ui (z0,9) a f'(z) existuje pro Vo € Py (zo,d). Potom

fi(zo) = lim f'(z),

r—x0+

pokud limita vpravo existuje.
Priklady.
1

arcsin’ (1) = lim arcsinz = lim —— =

r—1— r—1— 4 /1 _ x2

fla) = Va7 =1 Prox # +1 je f/(x) = ;o2 a tedy

"(—1) = imQ—x:_
i 1)_xl_133/m oo

Lemma 6.3. Necht F(z), f(z) jsou spojité na U(zg,d) a necht F'(x) = f(x)
na P(xg,0). Pak F'(zo) = f(x0).

Definice. Rekneme, 7e f(z) ma v I Darbouxovu vlastnost, jestlize plati:
pokud v lezi mezi f( ), f(b), kde a, b € I, pak existuje ¢ mezi a, b takové,

e f(c) =
Poznamka. Véta 2.16. tedy fika: spojita funkce ma Darbouxovu vlastnost.

Véta 6.7. Necht f(z) je spojitd v otevieném intervalu I a necht f’(z)
existuje pro Vo € I. Potom f'(x) ma v I Darbouxovu vlastnost.

Poznamky. e Derivace spojité funkce nemusi byt obecné spojita - avsak
podle predchozi véty ma asponn Darbouxovu vlastnost.
e Dusledek: funkce sgn x nemd primitivni funkci

Véta 6.8. (Cauchyho.) Necht f(z), g(z) jsou spojité v [a,b]. Necht pro
Vo € (a,b) existuji vlastni f'(x), ¢’(z) a navic ¢'(z) # 0. Potom existuje
€ (a,b) tak, ze
Fle) ) - fla)
g(c)  gb)—gla)

Véta 6.9. (I'Hospitalovo pravidlo.) Chceme pocitat
lim /()

o (@)
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Necht f'(z), ¢'(z) existuji vlastni, navic ¢'(x) # 0 pro Vx € P(x,0). Necht
plati bud

(a) f(z) — 0, g(x) — 0 pro z — x

nebo

(b) |g(x)| — oo pro x — x.

Potom

g m s
o gl@)  wom g(2)
pokud limita vpravo existuje.
Priklady.
sinx — xcosx . xsinz 1

hm — — 1IN = —.
z—0 3 z—0 32 3

@

Inz 1/x
lim z°lnxz = lim = lim 4
z—0+ e—0+ 7%  a—0+ —qr 91

=0. (a>0)

@ =L— — 1/2, aviak s—— limitu v co nema. Ptiklad ukazuje, Ze ve
2z+sin ’ 2+cos x ’

Véta 6.9 opacna implikace neplati, neboli f(z)/g(x) limitu muze mit, i kdyz
f'(x)/g'(x) ji nem.
@

a3 R

) sinz In(1 + z2?) -

= lim - 5
2—0 cosz In(1 + 2?) + sin v 5

- ptiklad, kde v zasadé I’Hospital pouzit jde, ale je to mnohem pracnéjsi, nez
ptimé pouziti zdkladnich limit sinz/x — 1, In(1 + 2?)/2? — 1.

Véta 6.10. (Monotonie a znaménko derivace.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(z) je spojitd v I, a necht f’(z) > 0 (resp. f'(x) > 0 resp.
f'(z) < 0 resp. f'(z) < 0) pro Vx € (a,b). Potom f(x) je rostouci (resp.
neklesajici resp. nerostouci resp. klesajici) v I.

Priklad. f(z) = 2% Protoze f'(z) > 0 pro z € (0,00), je f(z) rostouci v
[0,00). — Vsimnéte si, ze informace o derivaci sta¢i uvniti intervalu, zévér
plati az do kraje.

Lemma 6.4. Nechf [ je interval s krajnimi body a, b. Necht f(x) je spojita
v I, a necht f'(z) # 0 pro Vz € (a,b). Potom f(z) je ryze monoténni v 1.

Definice. Funkce f(x) se nazve konvexni v I, jestlize pro Va; < x5 < x3 € [

plati
f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(x2) .

To — X1 T3 — T2
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Pokud misto < pozadujeme < resp. > resp. >, jde o funkci ryze konvexni
resp. konkavni resp. ryze konkavni.

Lemma 6.5. Funkce f(x) je konvexni v I, pravé kdyz pro Ya < b € I a pro
VA € (0,1) plati

Fha+ (1= Nb) < Af(a)+ (L= N\)f(b).

Véta 6.11. (Konvexita a monotonie derivace.) Necht I je interval s krajnimi
body a, b. Necht f(z) je spojita v I, anecht f’(x) je rostouci (resp. neklesajici
resp. nerostouci resp. klesajici) v (a,b). Potom f(z) je ryze konvexni (resp.
konvexni resp. konkdvni resp. ryze konkavni) v I.

Piiklad. f(z) = ﬁ
(—00,0) klesd. Puvodni funkce je spojita (dokonce v R), tedy f(x) je ryze
konvexni v (—o00,0]. Analogicky: je ryze konvexni v [0,00). Pfresto neni
konvexni v R.

Snadno si rozmyslim, ze f(x) roustouci v (a,b], f(z) roustouci v [b,c) imp-
likuje f(x) roustouci v (a,c) — pro konvexitu tedy podobné tivaha neplati.

Pro x € (—00,0) je f'(x) = & a tato funkce v

11—z

Véta 6.12. (Znaménko f”(z) a konvexita.) Necht I je interval s krajnfmi
body a, b. Necht f(x) je spojitd v I, a necht f”(x) existuje kone¢néa pro
Vo € (a,b) a f"(xz) > 0 (resp. f"(x) > 0 resp. f"(x) < 0 resp. f"(z) < 0)
pro Vx € (a,b). Potom f(z) je ryze konvexni (resp. konvexni resp. konkavni
resp. ryze konkavni) v 1.

Definice. Rekneme, ze zq je inflexni bod funkce f(z), jestlize

(i) existuje f'(zo)

(i) existuje > 0 tak, ze na jednom z intervalu (xq,xg + 9), (zo — 9, z0) je
f(x) ryze konvexni a na druhém ryze konkavni.

Piiklady. @D f(z) =sinz mé v z = 0 inflexni bod.

@ f(z) = z*> pro x < 0, a f(z) = /z pro z > 0. Potom f(z) je ryze
konvexni na (—o0, 0], ryze konkdvni na [0,00) - ovSem = = 0 neni dle nasi
definice inflexni bod: derivace f'(0) neexistuje.



