5. PRIMITIVNI FUNKCE.

Kdybychom byli presprilis svédomiti, neexistovala by vibec matematika.
(R. Musil: Zmatky chovance Toerlesse)

Umluva. V celé kapitole jsou I a J oteviené intervaly.

Definice. Nechf F(z), f(z) : I — R. Rekneme, ze F/(x) je primitivni funkce
k f(z) v intervalu I, jestlize F'(z) = f(x) pro Vo € I. Znacime

/f@Mx:F@) vl

Terminologie: F'(z) se také nazyva neurcity integral k f(x), f(z) je inte-
grand, z je integra¢ni proménna.

:L,nJrl
Prikl R n — R > 16
r1 ;‘dy @ [a"dx eI ,n >0 celé
@fx_f:mV(—OO,O)aV(O,oo),nZ2celé
d:E - fI(ZL‘)
@ [ — =In|z| v (—00,0) a v (0,00); obecnéji [ o) dr = In|f(x)| v I,
x x

pokud f'(x) existuje vlastni a f(z) # 0 vSude v [
@ [e“dr=e", [sinzdr=—cosx, [cosxzdr =sinz, vie v R

dz
®f 2
vV1—-z
Véta 5.1. (Linearita integralu.)

(1)

=arcsinz v (=1,1), [ =arctgx v R

/qﬂ@+bﬂ@dx:a/fuﬁm+b/g@ﬁm

v kazdém I, kde maji smysl integraly vpravo;

(2) Jestlize [ f(y)dy = F(y) v J, pak
/f(aerb)d:E = %F(aerb)

v kazdém I takovém, ze {ax +b: z €1} C J.

Véta 5.2. (Integrace per-partes.) Necht u(z), v(z) maji vlastn{ derivace v
Vx € 1. Potom



Priklady. O fa:lna:dx =2z —ZInz v (0,00)
oznacme I, S n € N. Tedy I; = arctgz v R, a integraci
(z +1
per-partes odvodlme rekurentnl' vzorec
z 2n —1
+
2n(a? + 1)n 2n

Lt = I, neN.

Véta 5.3. (1. véta o substituci.) Necht [g(y)dy = G(y) v J, a necht
f(z) : I — J mé vlastni derivaci v Vx € I. Potom

Priklady. fxe"”Q dr = %6332 v R
@ [cos®zdr =sinx — %sin3x+ %sin5:p v R

Rozklad polynomu. Kazdy (nenulovy) polynom Q(z) lze rozlozit

k

Qz) = Al (@ —ay)”

J=1

kde a; € C se nazyvaji kofeny, p; jejich ndsobnosti. Plati 2?21 pj rovna se
stupen Q(z).

Dusledek: kazdy (nenulovy) polynom je roven nule v nejvyse koneéné bodech;
pokud se dva polynomy shoduji v nekone¢né bodech, jsou nutné totozné (maji
stejné koeficienty.)

Pokud mé Q(x) redlné koeficienty a a = « + i3 je kofen ndsobnosti p, tak
a =« — i je také kofen (stejné nasobnosti) a plati

(x —a)P(z—a)? = [(x —a)(r — d)]p = [ZL‘2 —2ax + o +ﬁ2]p

pricemz posledné uvedeny polynom druhého stupné nema tedy zadné realné
koteny.
Tedy kazdy polynom s redlnymi koeficienty 1ze rozlozit

Q(z) = A [(@ — ay)» [T («* + bxz + e)™ (%)
j=1 k=1
kde A, aj, by, ¢ jsou redlna cisla, tj. a; jsou redlné kofeny ()(x) nasobnosti
pj, zatimeo polynomy z? 4 byx + ¢, skryvaji dvojici komplexné sdruzenych
kofentui nasobnosti .



. P
Véta F. (Rozklad na parcidlni zlomky.) Nechi R(z) = ngi kde P(x),
x
Q(x) jsou polynomy a stupeit P je mensf nez stupeit (). Necht Q(x) ma
rozklad (*). Potom existujf jednoznacné urcend ¢isla A;,, By, a Cks € R tak,
ze
m Pj n 4k

Y Y e
p (x —ay) — = (22 + bpx + ¢)*
plati pro kazdé x kde Q(x) # 0.
P
Integrace raciondlni funkce. Je-li dana R(z) = %, pak:
x
1. Pokud stupen P je vétsi nebo roven stupni (), délenim prevedu na tvar
P(x)
R(x) =p(x) + ,
(@) = (@) + 53

kde p(x), P( ) jsou polynomy a stupein P je mensi nez stupen Q.

P
2. Funkci (z) rozlozim podle Véty F.
Q(x)

3. Integruji jednotlivé cleny rozkladu.
Priklad.

/ 3z d / dx +/ —r+1 J
T = T
3 —1 r—1 2+rx+1

1
:ln|$—1|—§1H($2+:E+1)+\/§arctg(7+7)

plati v (—o0,1) a v (1, 00).

Véta 5.4. (2. véta o substituci.) Necht f(z): I — R, necht p(t) : J — I je
vzdjemné jednoznacnd a ¢'(t) existuje koneénd a nenulova pro Vt € J.
Jestlize

/f(so(t))so'(t) dt=G(t) v J,
pak

/f@) dx = G(SO—1($)) vI.

Poznamky. e 1. véta o substituci - schematicky:

[owenr@a| MZI0 = [awa=6w-cUw).
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Pouziva se v pripadé, ze integrand ma specialni tvar, tj. slozend funkce krat
derivace vnitini funkce. Substituovana funkce f(z) nemusi byt prosta.
e 2. véta o substituci - schematicky:

[ 2750 = [He)s0 = P = o).

V tomto piipadé substituovand funkce ¢(t) musi byt vzédjemné jednoznacna
a ¢'(t) # 0. Druhd véta o substituci se pouziva hlavné ve standardnich
situacich, viz dale.

Typové substituce. V dalsim je R = R(u,v) racionédlni funkce dvou
proménnych, tj. R je z u, v vytvoFena operacemi +, —, - a /.
@

b
/R(x, o 4T T )d:zc.
cr+d
Substituce t = {/ g;fig vede na integraci racionalni funkce.
Priklad:

/ dx

r+2Vr —1°

Poloz t = /o — 1, tj. # = ¢(t) = t* + 1, ¢/(t) = 2t - piedpoklady Véty 5.4
splnény (I = (1,00), J = (0, 00)); dostavame

ot dt 2
2 om(t 1)+ —— v
/(t+1)2 U A

Po zpétné substituci je vysledek 2In(1+vx — 1) +2/(1++z —1) v (1, 00).
@
/R(sin x,cosx)dx .

Pouzivé se substituce t = tg(z/2), tj. x = p(t) = 2arctgx. Odsud

2t 1 —¢2 2

sing = —— CoOSL = —— r=-——
14+¢27 1427 1+ ¢2

dt

coz vede opét na integraci racionédlni funkce. Pozor: substituce dava vysledek

jen pro x € (—m, ).
Priklad:

/ dv

2+ cosx’
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vede na integrdl
/ 2dt 2 te ( t )
—— = —arctg (—) .
213 38\

doe 2 tg(z/2),
/2+Cosx_ﬁamtg( );

plati v (—m, 7) a diky periodicité v kazdém intervalu ((2k — 1)m, (2k + 1)7).
Pokud chci primitivni funkei na delsim intervalu, musim vysledek provést
slepeni (zespojiténi) vysledné funkce

Tedy

tg(z/2)
V3

2
Fo(z) = —= arctg (

V3 )

Naptiklad funkce

Fy(x), x € (—m,m)

F1 (l‘) = %, xr =T
Fo(x) + 2—\/7%, x € (m,3m)
je primitivni k f(z) = 1/(2 + cosx) v intervalu (—m,37). Pro z # w je
F{(z) = f(z) zjevné, v bodé x = 7 to elegantné vytesime pomoci pozdéjsiho

Lemmatu 6.4.

&)
/ R(explaz)) de

se prevede na integraci racionalni funkce substituci ¢ = exp(ax), dz = dt/at.

@
/R(:c, Vax? +bx + c)dx.

Pokud a < 0, 1ze BUNO predpokladat, 7e p(r) = az? + br + ¢ ma realné
koreny. PtepiSeme

Vaz? +br +c = alz — Nz — p) = +(x — p) a(xxf—,u)\)’

¢imz obdrzime integral typu (D). Priklad:

u/¢@—ﬁ@—m

bt



kde a < b. Upravime:

1 1 T —a

Vie—ab-2) w-alb—z

t

odtud z = tff:f, dr = ?:Q(TSQ dt, integral po substituci

ot
m = 2arctgt,

vysledek je 2arctg /3=, plati v (a,b).

Pro a > 0 pouzijeme Eulerovu substituci
Vax? +br +c=t—ax.

Ta vede opét na racionalni funkci, navic 1ze dokazat, ze splnuje predpoklady
Véty 5.4. na vsech intervalech, kde je p(z) > 0. Piiklad:

dx
/ vt +r+1’
substituce

Viz+arx+1l=t—=zx

22+ r+1=1t>—2zx+ 2>

-1 22 +t+1
Pk DR |l e llO P
2t+1 (2t 4+ 1)2
tP4+t+1
m:t_x:%;l

Integral po substituci

2dt 1 1
[ (— - —)dt=ln|t—1]—Int+1
/ﬁ—1 /(%& t+J aft = 1) =+ 1,

vysledek 1ze zapsat jako

1 Va2 +z+1+x—1]
n )
Vl+rz+1+x+1
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plati v intervalech (—oc0,0) a (0, 00).

Poznamka. (Integral a derivace komplexnich funkei.)
Necht F(x), f(z): I — C. Potom F'(z) = f(z) znaci

{ReF(x)}/:Ref(:p), {ImF(x)},:Imf(x).

Stejny vyznam mé [ f(x)dr = F(z).
Diky vzorecku (dokazeme pozdéji pii presnéjsim zavedeni elementéarnich funkef)

exp|(a + i8)x] = exp(ax)[cos(Bzx) + isin(Gz)]

vyplyva, ze exp(az)’ = aexp(az), a také

/ explaz) d = 2L

a

plati pro a € C. Rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast ziskdme uzitecné
vztahy

/exp(ozx) cos(fx) dx = z{zpfra;z) [ cos(Bzx) + Bsin(Bz)],
/exp(a:c) sin(fz) dx = Z(ij—&;g [asin(Bz) — B cos(Bz)] .



