3. ELEMENTARN{ FUNKCE.
Véta C. Existuji funkce sin(z) a cos(z) z R do R a ¢islo 7 € (0, 00) tak, ze
plati:
1. sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) pro Vz, y € R,
cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) pro Vz, y € R;
2. sin(—z) = —sin(z) pro Vx € R,
cos(—z) = cos(x) pro Vx € R;
3. funkce sin(z), cos(z) jsou spojité v R;
4. funkce sin(z) je rostouci v [0, 7/2] a sin(0) = 0, sin(7/2) = 1;

5. lim w

x—0 xX

=1.

Funkee sin(z), cos(z) jsou témito vlastnostmi uréeny jednoznacné.

Z 1-5 lze vyvodit vSechny dalsi znamé vlastnosti funkei sinz a cos x.

e cos0 = 1, nebot 1 = sin(r/2 + 0) = sin(w/2) cos 0 + cos(7/2) sin 0 =
cos0+ 0 (dle 1, 4)

e cos?(z)+sin’(z) = 1, nebot 1 = cos 0 = cos(x+(—x)) = cos(z) cos(—x)—
sin(z) sin(—z) = cos?(z) + sin®(z) (dle 1, 2, 4 a predchoztho bodu)

o |sin(z)| <1, |cos(x)] <1 v R (dle predchoziho bodu)
e cos(m/2) =0, cos(m) = —1, sin(—7/2) = —1

(dobrovolné doméci cviceni)
e cos(x + m) = —cos(x), sin(x + 7) = —sin(x), (dle 1 a predchoziho)
e funkce sin(z), cos(x) jsou 2m-periodické (dle predchoziho)

)
e funkce sin(x), cos(z) lze vzdjemné nahradit:
sin(z) = cos(z — 7/2)
(

cos(x) = sin(x + 7/2)
(dle 1)



e sin(a) —sin(b) = 2 cos “tb sin &2

cos(a) — cos(b) = —2sin 2L gin &2

- tyto vzorce odvodime nésledujicim trikem: polozime z := (a + b)/2,
y:=(a—0b)/2. Pak a =z 4+ y, b= — y a uzijeme vzorce 1.

o dalsi uzitecné vzorce:
sin(2z) = 2sin(z) cos(x)

cos(2x) = cos?(z) — sin?(z)

cos?(z) = (1 + cos(2x))
sin®(z) = $(1 — cos(2z))
1—
e zékladni limita pro cos: lim ﬁ =1
z—0 x

Véta D. Existuje funkce In(z) z (0,00) do R takova, ze

1. In(zy) = In(z) 4+ In(y) pro Vz, y € (0,000);
2. In(z) je rostouci a spojita na (0, c0);

In(1
N G )

z—0 T
Funkce In(x) je témito vlastnostmi jednoznaéné urcena.

Z 1-3 plynou dalsi vlastnosti funkce In(x):

e Inl=0,nebot In1=1In(1.1)=In1+1Inl
e In(1/x) = —In(z), nebot 0 =In1 =In(z - 1/z) = In(z) + In(1/z)
In(z") =nln(z) pron e N, 2 > 0

. ln(\/_) = (1/k)In(x) pro k € N, z > 0, nebot In(x) = In(({x)*) =
In({/z)



e lim In(z) = co. Chceme ukézat, ze

r—00

(VK >0)(30 > 0)[z € P(co,0) = Inz > K].

Necht K > 0 je ddno: protoze In(z) je rostouci, je In2 > Inl = 0 a
tedy existuje n € N tak, ze nln2 > K. Polozme 6 = 1/2".

Potom z € P(00,0) = ©>2" = Inz >nln2> K.

e lim = —oo, nebot
z—0+

lim In(z) = lim In(1/y) = lim [~ In(y)] = —oc.

z—0+ Y—00 Y—00

e In((0,00)) = R. Obor hodnot je interval (ze spojitosti); podle pfedchoziho
je shora i zdola neomezeny.

Véta E. Existuje funkce exp(z) : R — (0, 00) takovd, ze plati:

1. exp(x +y) = exp(x) exp(y) pro Vz, y € R;
2. exp(x) je spojitd a rostouci v R;

3. qim SR =1
x—0 x

1.

Funkce exp(z) je navic vlastnostmi 1-3 jednoznacné urcena.

Samoziejmeé funkce In z a exp x jsou vzdjemné inverzni. Vétu E muzeme také
dokézat z Véty D tak, ze polozime exp = (In)_; — vSechny vlastnosti exp(x)
pak plynou z vlastnosti In(z) a z toho, ze jde o funkce vzdjemné inverzni:

e exp(x) je rostouci, nebot In(x) je rostouc
e exp(x) zobrazuje R vzajemné jednoznacné na (0, 0o)
e vlastnost 1 plyne z vlastnosti 1 funkce In(z), Véta D

e limita sub 3 plyne ze zakladni limity pro In(z) (vlastnost 3 ve Vété D)
a ze spojitosti funkce exp(x)



Funkce exp(z) ma tyto dalsi vlastnosti (dokazte sami):
e exp(0) =1
e exp(—x) = 1/exp(z) pro Vx € R
e exp(nx) = [exp(z)]" pro Ve € R, n € N

e lim exp(z) = o0

r—00

e lim exp(z) =0

r——00

Definice. (Obecnd mocnina.) Pro z > 0, a € R definuji z* = exp(alnz).
Déle definuji 2° = 1 pro kazdé x € R, specidlné téz 0° = 1.

Poznamka. Dalsi dulezité (zdkladni) limity pro funkce Inz, exp x:

Inz x®

lim =0, lim — =0, lim z%lnx =0,
z—+o0 z—+4o00 b z—0+

pro libovolna a, b > 0. Heslo: logaritmus je slabsi nez mocnina je slabsi nez
exponencidla. — Dokézeme pozdéji pomoci I’'Hospitalova pravidla.

Poznamka. Riizné definice symbolu mocnina:
e proa=n¢€ Njexz® =z x...x (ndsobeno n-krat)
e pro —a=mn € Nje z® =1/x~% a uziji predchozi definice
o 20 =1
e pokud a ¢ Z, nezbyvé nez pouzit definici 2* = exp(alnz) (kterd ovsem
pro a € Z dava stejny vysledek jako ti predchozi)

Symbol /x mé zvlastni vyznam, urceny Vétou B.

Rozdily a souvislosti: pokud x > 0, plat{ vSechno tak, jak ocekdvdme: /z =
zw, (2%)° = 2% atd.

Pokud ovSem z < 0, objevi se rozdily: /—1 = 1, avsak (—1)% neni defi-
novéno. Podobné [(—1)2]1 = 17 = 1, aviak (—1)21 = (—1)2 nenf definovano.

Definice. (Dalsi elementérni funkce.)

@D arcsin = (sin |[*7T/277F/2})—1



@ arccos = (cos |q])_,
@ tgr =30 g4 T4 kn

@ arctgx = (tg(—w/Q,ﬂ/Q) )71
® cotgx = 2L £k

sinx’

Definice. Funkce se nazve (na daném definiénim oboru) elementarni, jestlize
je to:

(1) polynom, raciondlni funkce, odmocnina

(2) sin, cos, exp, In

(3) arcsin, arccos, arctg

(4) jakdkoliv dalsi funkce, ktera vznikne z predchozich koneénym opakovanim
operaci sc¢itani, odéitani, nasobeni, déleni a skladéani.

Poznamky.
e funkce sinhz = 1(expz — exp(—=x)) (hyperbolicky sinus) je zjevné ele-
mentarni. Funkce k ni inverzni (zvand argsinh) ovsem také, protoze argsinh y =

In(y + v/y?+ 1)

e ve skutecnosti se vSechny elementarni funkce daji vytvorit pomoci exp a In,
pokud povolime komplexni argumenty: napf. sinz = %i(exp(ix) —exp(—iz)),
arcsinz = —iln(iz + /1 — 22).

e piiklad funkce, kterd neni elementarni (na zadném intervalu): Dirichletova
funkce



