Priklady na 3. tyden

Obycejné diferencialni rovnice

Linearni rovnice 1. radu
1. ¢/ cosx = ysinz + cos’ x

2. y’—Z%:x?’

3.y +2zy = 2ze "

4. 3 + ysinx = sinx cos

5. 2y +y=Inz+1

6. (2¢Y — z)y’ = 1 (Hledejte feseni ve tvaru z = z(y).)

7. Najdéte prave to feseni rovnice 3’ sin 2x = 2(z+cos z), které je omezené

ks
pro r — 3.

Bernoulliova rovnice

8. xy —22*/y =4y
9. 3 — 2zy = 223y
0.y~ Ly=1

- Y .l“y = 2
1. 2y +y=v’Inz, y(1) =1
$2

12. ¢ —zy = —ye”

13. ¢ — 92y = (2° + xz)y%, y(0) =0
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Metrické prostory, topologie R"

Jako vzdélenost mezi dvéma misty na tzemi CR definujme jako

a) vzdalenost na mapé b) nejkratsi vzdélenost jizdy autem c) cena
jizdenky CD. Jde v téchto pifpadech o metriku? (Pro pifpad b), c)
ji chapeme pouze na takové podmnoziné, kde mé funkce vzdélenost
smysl.)

Oveéite, zda nésledujici mnoziny posloupnosti z = (1, xa, . . .) jsou met-
rické prostory.
a) Mnozina ll v8ech posloupnosti spliujici Y0 |z,| < oo s metrikou

o(z,y) = 1 |Tn = yal
b) Mnozma 12 vsech posloupnosti splitujici 32, |z, |> < oo s metrikou
(2,

1
o(z,y) = (5% |20 — ynl?)?
c) Mnozina [, vSech posloupnostl splnujici sup,, |x,| < oo s metrikou

V R? s obvyklou metrikou najdéte uzavéry grafi nasledujicich funkef
a)
sint 2 #£0
flo) = { 0 x=0
b) f(x) = D(z) (Dirichletova funkce).

Najdéte vnitiek, uzavér a hranici nasledujicich mnozin
a) Mnozina vsech raciondlnich ¢isel z intervalu (0,1) C R
b) Mnozina viech (z,y) € R? spliiujicich nerovnosti

?ryt<l, y>0.
¢) Mnozina véech (z,y, z) € R* spliwjicich nerovnosti
2| < 2 +9* < 1.

d) R\ {3;n € N}.
e) Jednotkovy kruh se stiedem v po¢dtku bez usecky [—1;1].

Které z néasledujicich mnozin jsou oteviené resp. uzaviené
a) Mnozina véech (x,y, z) € R? spliaujicich nerovnost

2>
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b) Mnozina viech (z,y,2) € R® spliiujicich nerovnost

l<a2?+y*+2° <2

Najdéte vnittek a uzdvér mnozin (v zavislosti na ¢ € R)

M, = {(z,y) € R (|z| + |y|)e~ =D < 1}

Je mnozina
M = {(2,y,2) € R*2 < axyz < 4}

omezena?’
Dokazte omezenost mnoziny

M = {(z,y) €R2;$3+y3—2xy:0,x20,y20}

Dokazte konvexitu mnoziny
M = {(z,y,2) € R%|z| + ¢’ < e,2® +y* + 2> < 2}

Dokazte souvislost mnoziny

M = {(z,y) € R* 2* + |arctan z| + yelY! = 2}

Necht A C X. Dokazte, ze A = AN (X \ A).

Necht A, B ¢ RY. Ukazte, 7e (0A x B)U (A x 0B) C (A x B). Kdy
plati rovnost?

Necht X, Y jsou metrické prostory (popi. R, R pokud vam to
pomiize pro lepsf predstavu). Necht A, B C X. Dokazte

(a) A=int AUOA (disjunktné)

b) X =int AUext AU JA (disjunktné)

) A je nejmensi uzaviend nadmnozina A

) int A je nejveétsi oteviend podmnozina A

) ext A je nejveétsi oteviend mnozina disjunktni s A

) zo € A prave kdyz existuji x, € A, z, — o

AUB=AUB

Plati analogické tvrzeni pro prunik?

i) Je-li F': X — Y spojité, je F(A) C F(A).



