
Př́ıklady na 3. týden

Obyčejné diferenciálńı rovnice

Lineárńı rovnice 1. řádu

1. y′ cos x = y sin x + cos2 x

2. y′ − 2
y

x
= x3

3. y′ + 2xy = 2xe−x2

4. y′ + y sin x = sin x cos x

5. xy′ + y = ln x + 1

6. (2ey − x)y′ = 1 (Hledejte řešeńı ve tvaru x = x(y).)

7. Najděte právě to řešeńı rovnice y′ sin 2x = 2(z+cos x), které je omezené
pro x → π

2
.

Bernoulliova rovnice

8. xy′ − 2x2√y = 4y

9. y′ − 2xy = 2x3y2

10. y′ − 1

x
y =

1

2y

11. xy′ + y = y2 ln x, y(1) = 1

12. y′ − xy = −y3e−x2

13. y′ − 9x2y = (x5 + x2)y
2

3 , y(0) = 0
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Metrické prostory, topologie R
n

14. Jako vzdálenost mezi dvěma mı́sty na územı́ ČR definujme jako
a) vzdálenost na mapě b) nejkratš́ı vzdálenost j́ızdy autem c) cena
j́ızdenky ČD. Jde v těchto př́ıpadech o metriku? (Pro př́ıpad b), c)
ji chápeme pouze na takové podmnožině, kde má funkce vzdálenost
smysl.)

15. Ověřte, zda následuj́ıćı množiny posloupnost́ı x = (x1, x2, . . .) jsou met-
rické prostory.
a) Množina l1 všech posloupnost́ı splňuj́ıćı

∑∞
n=1 |xn| < ∞ s metrikou

̺(x, y) =
∑∞

n=1 |xn − yn|
b) Množina l2 všech posloupnost́ı splňuj́ıćı

∑∞
n=1 |xn|2 < ∞ s metrikou

̺(x, y) = (
∑∞

n=1 |xn − yn|2)
1
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c) Množina l∞ všech posloupnost́ı splňuj́ıćı supn |xn| < ∞ s metrikou
̺(x, y) =

∑

n |xn − yn|

16. V R
2 s obvyklou metrikou najděte uzávěry graf̊u následuj́ıćıch funkćı

a)

f(x) =

{

sin 1
x

x 6= 0
0 x = 0

b) f(x) = D(x) (Dirichletova funkce).

17. Najděte vnitřek, uzávěr a hranici následuj́ıćıch množin
a) Množina všech racionálńıch č́ısel z intervalu (0, 1) ⊂ R

b) Množina všech (x, y) ∈ R
2 splňuj́ıćıch nerovnosti

x2 + y2 < 1, y ≥ 0.

c) Množina všech (x, y, z) ∈ R
3 splňuj́ıćıch nerovnosti

|z| < x2 + y2 ≤ 1.

d) R \ { 1
n
; n ∈ N}.

e) Jednotkový kruh se středem v počátku bez úsečky [−1
2
; 1

2
].

18. Které z následuj́ıćıch množin jsou otevřené resp. uzavřené
a) Množina všech (x, y, z) ∈ R

3 splňuj́ıćıch nerovnost

x2 + y2 + z2 > 1.
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b) Množina všech (x, y, z) ∈ R
3 splňuj́ıćıch nerovnost

1 < x2 + y2 + z2 ≤ 2.

19. Najděte vnitřek a uzávěr množin (v závislosti na t ∈ R)

Mt = {(x, y) ∈ R2; (|x| + |y|)e−(|x|+|y|) ≤ t}

20. Je množina
M = {(x, y, z) ∈ R

3; 2 ≤ xyz < 4}
omezená?

21. Dokažte omezenost množiny

M = {(x, y) ∈ R
2; x3 + y3 − 2xy = 0, x ≥ 0, y ≥ 0}

22. Dokažte konvexitu množiny

M = {(x, y, z) ∈ R
3; |x| + ey < e, x2 + y2 + z2 ≤ 2}

23. Dokažte souvislost množiny

M = {(x, y) ∈ R
2; x4 + |arctan x| + y2e|y| = 2}

24. Nechť A ⊂ X. Dokažte, že ∂A = A ∩ (X \ A).

25. Nechť A,B ⊂ R
N . Ukažte, že (∂A ×B) ∪ (A× ∂B) ⊂ ∂(A ×B). Kdy

plat́ı rovnost?

26. Nechť X, Y jsou metrické prostory (popř. R
N , R

M pokud vám to
pomůže pro lepš́ı představu). Nechť A,B ⊂ X. Dokažte
(a) A = int A ∪ ∂A (disjunktně)
(b) X = int A ∪ ext A ∪ ∂A (disjunktně)
(c) A je nejmenš́ı uzavřená nadmnožina A

(d) int A je největš́ı otevřená podmnožina A

(e) ext A je největš́ı otevřená množina disjunktńı s A

(f) x0 ∈ A právě když existuj́ı xn ∈ A, xn → x0

(g) A ∪ B = A ∪ B

(h) Plat́ı analogické tvrzeńı pro pr̊unik?
(i) Je-li F : X → Y spojité, je F (A) ⊂ F (A).
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