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Predmluva

Tento text je velmi nedokonalou verzi budoucich skript. Nékteré jeho ¢asti bu-
dou jesté vyrazné revidovany. Presto snad miize pomoci studentim MFF UK v prv-
nim a druhém roéniku pii pripravé na zkousku.






KAPITOLA 1

Logika, mnoziny a zakladni
¢iselné obory

1.1. Logika

1.1.1. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formalné logicka spravnost
spociva ve spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi. V tomto oddilu se budeme
zabyvat logikou vyrokovou a predikatovou.

1.1.2. Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl fici, Ze je pravdivé (plati), nebo ne-
ni pravdivé (neplati). Pokud vyrok plati, itkame, ze ma pravdivostni hodnotu 1,
pokud neplati, fikame, Ze ma pravdivostni hodnotu 0. Pouze nékteré spravné utvo-
fené gramatické véty jsou vyroky. Véty ,Cislo 4 je sudé.” a ,,Praha je hlavni mésto
Kanady.“ jsou vyroky, naproti tomu ,Ahoj!“ nebo ,,Kéz by uz byl konec.“ nikoli.
Tvrzeni ,Cislo 7™ je iracionalni.” je vyrok, i kdyz zatim neni znamo, zda pravdivy ¢i
nepravdivy. Z vyroki lze vytvaret nové slozitéjsi vyroky pomocilogickych operaci.
Se zakladnimi logickymi operacemi se nyni seznamime.

1.1.3. Negaci vyroku 4 rozumime vyrok ,Neni pravda, ze plati 4.“ K vyjadieni
negace vyroku A mtzeme také pouzit obrat ,,Neplati 4., pfipadné zménit prislus-
né sloveso ve vyroku pomoci predpony ,ne-“. Negaci vyroku A zna¢ime —A. Je-li
vyrok A pravdivy, pak je vyrok —A nepravdivy. Je-li vyrok A nepravdivy, pak je
vyrok —A pravdivy.

1.1.4. Konjunkci vyrokt 4 a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“ Dale
pouzivame také obraty ,Plati A a plati B.“, ,Plati A4 i B.“ Konjunkci vyrokti 4 a B
znac¢ime A A B, n¢kdy také A & B. Pokud jsou pravdivé oba vyroky 4 a B, pak je
konjunkce A A B pravdiva. Pokud je alespon jeden z vyrokii A a B nepravdivy, pak
je konjunkce A A B nepravdiva.

1.1.5. Disjunkci vyroki 4 a B nazveme vyrok ,Plati 4 nebo plati B.“ Disjunkci
vyrokti A a B znac¢ime A v B. Pokud je alespon jeden z vyrokt A a B pravdivy,
pak je disjunkce A v B pravdiva. Pokud jsou oba vyroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce 4 v B nepravdiva. Poznamenejme, ze disjunkce neni vylucujici, to
znamena, ze je pravdiva i v ptipadé, kdy plati oba vyroky A a B zaroven. Takto
pouzivame spojku ,nebo v matematice na rozdil od pfirozeného jazyka, kde mtize
mit i vyznam vylucovaci.



4 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.1.6. Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok)
B.“ Takové spojeni vyroki A a B zna¢ime A = B. Pokud A neplati nebo oba
vyroky A 1 B plati, pak jde o pravdivy vyrok. Pokud A4 plati a B neplati, pak jde
o vyrok nepravdivy. Vyroku 4 tikame predpoklad a vyroku B zavér. Pro vyjadieni
implikace pouzivame také nasledujici obraty.

Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.

Vyrok A implikuje vyrok B.

Z vyroku A plyne vyrok B.

Ptedpokladejme, ze plati vyrok A4, potom plati vyrok B.

Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.

Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Je-li predpoklad A4 nepravdivy, pak implikace A = B plati vidy bez ohledu na
platnost zavéru B. Jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoliv jiny vyrok.
Tato skute¢nost mize nékdy puisobit potize, které vyplyvaji z rozdilného pouzivani
obratu ,Jestlize plati A, pak plati B.“ v logice a v pfirozeném jazyce. V béiné fe-
¢i pouzivame tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li néjaka vécna souvislost mezi
predpokladem A4 a zavérem B, zatimco v logice pouzivame tento obrat i ke spojeni
vyroki, kde takova souvislost nemusi existovat, napiiklad ,Jestlize je medvéd ry-
ba, pak jsou Athény v Egypté¢.“ Pravdivost takového vyroku v logice zavisi pouze
na pravdivostnich hodnotach predpokladu a zavéru. Ackoli pravdivost takovych
vyrokt miize pisobit nezvykle, je formalné logické pojeti implikace v matematice
velmi uzite¢né. Podrobnéjsi vysvétleni lze nalézt naptiklad v [23, I1.8].

1.1.7. Ekvivalenci vyrokii A a B nazyvame vyrok ,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz
plati vyrok B.“ Ekvivalenci vyrokii A a B zna¢ime A < B. Pokud A4 a B maji
stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A < B pravdivy vyrok. Pokud nemaji 4
a B stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A ¢ B nepravdivy vyrok. Ekvivalenci
vyjadiujeme také pomoci nasledujicich obratd.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok 4 je ekvivalentni vyroku B.
e Vyrok 4 je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

1.1.8. Nasledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logic-

kych operaci v zavislosti na pravdivosti vyrokt 4 a B.

A|—-A A B|AAB|AVB|A=>B|A& B

01 0 0] © 0 1 1

1|0 0 1| 0 1 1 0
1L of o0 1 0 0
1] 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednoduseni zapisu bude mit mezi logickymi operacemi negace pred-
nost pred ostatnimi operacemi. Napiiklad zapis =4 = B znamena (—A) = B.
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1.1.10. Véta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Necht A, B a C jsou vyro-
ky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroka
A, B, C.

(@) =(=4) & 4

(b) (AAB) < (BAA)

(© ((AAB)AC) & (AN (BAC))

(d) (Av B) & (BV A)

() ((AVvB)vC) & (AV(BV(O))

B (AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC))
(g (AAN(BVC)) < ((AAB)V(AAC))

Diikaz. (a) Predpokladejme nejprve, Ze vyrok 4 je nepravdivy. Potom je vyrok —4
pravdivy a vyrok —=(—4) je nepravdivy. Vyroky A a —=(—A) maji stejnou pravdivostni
hodnotu, takze je vyrok —(—A4) < A pravdivy.

Nyni predpokladejme, Ze vyrok 4 je pravdivy. Potom je vyrok =4 nepravdivy
a vyrok —(—A4) je pravdivy. Vyroky 4 a =(—A) maji stejnou pravdivostni hodnotu,
takze je vyrok —(—A4) & A opét pravdivy. Tim je ditkaz proveden. Predchozi tvahu
Ize prehlednéji zapsat pomoci nasledujici tabulky.

A=A ] =(=4) | ~(=4) & 4
0 1 0 1
1] o 1 1

(b) Kazdy z vyrokt A a B muze byt pravdivy nebo nepravdivy. Pouzijeme-li stejny
postup jako v predchozim ptipadé, je tfeba projit celkem Ctyti piipady. Tyto pii-
pady spolu s pravdivostnimi hodnotami ptislusnych vyroki jsou zachyceny v na-
sledujici tabulce.

A B|AAB|BAA|(AAB) & (BAA)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 O 0 0 1
1 1 1 1 1

Posledni sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje pouze pravdivostni hodnotu 1,
takze uvazovana ekvivalence je vzdy pravdiva.

(c) Podobné¢ jako v predchozim pripadé¢ sestavime piislusnou tabulku. Zde je jiz
celkem osm moznosti pravdivostnich hodnot pro trojici vyrokt 4, B a C.
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A B C|AAB|BAC | (AAB)AC | AN(BAC)
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Posledni dva sloupce pravdivostnich hodnot jsou shodné, takze dokazovana ckvi-
valence je vzdy pravdiva.

Ptipady (d)-(g) lze odvodit zcela obdobné a piislusné tabulky zde jiz uvadét ne-
budeme. n

1.1.11. Tyrzeni (b) a (c) Véty ukazuji, ze pokud chceme postupné spojit
vyroky Ay, ..., A, pomoci konjunkce, pak nezalezi na poradi, v jakém uvazované
vyroky spojime. Napiiklad vyroky

A /\((Az/\A3)/\A4), ((A4/\A3)/\A1)/\A2
jsou ekvivalentni. V takovych pfipadech pak pouzivaime jednodussi zapis Ay A
Az A+ N Ay Tyrzeni (d) a (e) Véty umoznuji zavedeni obdobného zapisu
AV Ay V .-+ v Ay pro disjunkei. V pripadé konjunkce dokonce nékdy vynechava-

me symbol A a vyroky pouze oddé¢lujeme ¢arkami. Naptiklad vyrok ,Plati vyroky
A1, Az, A3.“ znamenad ,Plati vyrok Ay A Ay A A3.%

1.1.12. Véta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Necht 4 a B
jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost
vyrokii A a B.

(@) "(AAB) & (mAV —B)

(b) ~(Av B) & (mAA—B)

(c) /(A= B) < (AA—B)

(d) =(4 < B) & (4 < —B)

Diikaz. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot ukazme napiiklad platnost (d). Prav-
divost vyroki (a)-(c) lze dokazat obdobné.

A B|A$B|—~(44B)|A% B

0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Posledni dva sloupce jsou shodné, a tedy vyrok —=(4 < B) & (A & —B) je vzdy
pravdivy. [
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1.1.13. Véta (vztah implikace a ekvivalence). Necht A a B jsou vyroky. Potom jsou
vyroky A & B a (A = B) A (B = A) ckvivalentni, tj. vyrok

(A& B) & (A= B)A (B = A)) 1.1)
je vzdy pravdivy bez ohledu na pravdivost vyrokt A a B.

Diikaz. Opét pouzijeme tabulku pravdivostnich hodnot.

A B|A=B|B=>A|(A=>BAB=>4) |44 B
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Posledni dva sloupce jsou shodné, a vyrok ([L.1) je tedy vzdy pravdivy. ]

1.1.14. Véta. Necht A, B a C jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vidy
pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroki 4, B, C.

(@) (A= B) & (=B = —A)
(b) (A= B) & (—mAV B)
(© ((AvB)=C) & (A= C)A(B=())

Diikaz. Tvrzeni plynou z nasledujicich tabulek pravdivostnich hodnot.

@

A B|-A|-B|A=B|-B=-4| (A= B) & (-B = —4)
0 O 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0| O 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1
(b)
A B|-A|A=>B|-AVB|(A= B) & (mAVB)
0 O 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 0 1 1 1

©
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A B C|AVB|(AVB)=C | A=C |B=C|(A=>C)A(B=0C)
0O 0 O 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostnich hodnot odpovidajici vyroku (A v B) = C je shodny s po-
slednim sloupcem, a proto je vyrok v bod¢ (c) vzdy pravdivy. ]

1.1.15. Tvrzeni ,Cislo x jeliché.“, kde x je proménna, je gramatickou vétou, nicmé-
né¢ neni vyrokem, protoze jej nelze potvrdit ani vyvratit. Z uvedeného tvrzeni se
stane vyrok, pokud proménnou x nahradime konkrétnim ¢islem, napiiklad ,Cislo
7 je liché.” Pravé uvedeny piiklad motivuje nasledujici definici.

1.1.16. Definice. Vyrokova forma V' je vyraz, ktery ma koneény pocet promén-
nych, pricemz kdyz za tyto proménné dosadime prvky z danych mnozin, obdrzi-

, , T, . «
me vyrok. Takovou vyrokovou formu s n proménnymi, které oznacime xi, ..., xp,
a s prislusnymi mnozinami My, M,, ..., M, znacime

V(X],...,)Cn), X1 €E My, x, € Mp,..., xy, € M,.

1.1.17. Pojem mnoziny v pfedchozi definici pouzivame v intuitivnim smyslu. Pro
nase tivahy nam zatim postaci toto (ne zcela presné) vymezeni: Mnozinou rozumime
kaZdé shrnuti urcitych a navzdjem riznych objektil, které nazyvdme proky, do jediného celku. Je-li a
prvkem mnoziny A, pak piseme a € A. Pokud a neni prvkem A, piseme a ¢ A.
Jestlize kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoziny B, potom fikame, ze 4 je
podmnozinou B a piSeme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera

neobsahuje zadny prvek. Zpresnujici vyklad je uveden v Oddilu B a Dodatku @

1.1.18. Necht vyrokova forma V ma tvar ,.x je hlavni mésto Ceské republiky®, kde
za x dosazujeme prvky z mnoziny vsech ¢eskych mést. Pak V(Praha) je pravdivy
vyrok, ale vyrok V(Plzen) neplati.

1.1.19. Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou néjakému predmétu pfi-
suzujeme, nebo mu ji upirame. V je predikatem ,,byt hlavnim méstem Ceské
republiky®. Predikatova logika se vénuje studiu predikatd a vySetfovani vlastnosti
kvantifikace. Pojmem kvantifikace se nyni budeme zabyvat.

1.1.20. Definice. Necht V(x), x € M, je vyrokova formaa P C M.
(a) Vyrok ,Pro kazdé x € P plati V(x).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vx € P: V(x).

Symbol ¥ nazyvame obecnym kvantifikatorem.
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(b) Vyrok ,Existuje x € P takové, Ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
dx € P: V(x).
Symbol 3 nazyvame existenénim kvantifikatorem.
1.1.21. Poznamka. Z typografického hlediska vznikly symboly V a 3 otocenim

pismen A a E. Pismeno A vychazi z némeckého slova allgemein, a pismeno E patrné
z francouzského slova exister.

1.1.22 (kvantifikace pfes prazdnou mnozinu). Necht V(x), x € M, je vyrokova
forma. Jestlize P je prazdna mnozina, potom vyrok
Vx e P:V(x)
povazujeme za pravdivy. Na druhé stran¢ vyrok
dx € P: V(x)
je zfejmé nepravdivy.
1.1.23. Pokud ma vyrokova forma vice proménnych, mtizeme z ni pomoci kvantifi-
katort vytvotit nové vyrokové formy s mensim poctem proménnych nebo dokonce
vyroky. M¢éjme vyrokovou formu V(x,y), x € M,y € M. Nyni miizeme vytvofit
nové vyrokové formy s jednou proménnou naptiklad takto:
Vx e My: V(x,y), dx € My: V(x,y),
Vy e My: V(x,y), dy e My: V(x,y).

V prvnim fadku jde o vyrokové formy s proménnou y a ve druhém s proménnou
x. Z téchto forem lze utvorit vyroky pouzitim dalsiho kvantifikatoru, napriklad

Vx e M: (Vy € My: V(x,y)), dy € My: (3x € My: V(x,y)).
Vyroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednoduseji nasledujicim zptisobem:
VxeM Yy eMy: V(x,y), dy € My 3x € My: V(x,y).

Obdobn¢ miizeme pomoci kvantifikatort vytvaret vyrokové formy a vyroky z vy-
rokové formy s vice nez dvéma proménnymi.

1.1.24 (intuitivni pojeti matematické logiky). V nasem textu se pfidrzime intui-
tivnitho vyznamu kvantifikatort, tj. vyuzijeme toho, jak v bézné fe¢i rozumime ob-
rattm ,,pro kazdé x“ a ,existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o ¢isté formalni pojeti
matematické logiky, nebot takovy pfistup by pro svou naro¢nost nebyl pfiméteny
nasemu textu. Proto nékteré vlastnosti kvantifikatorti z tohoto oddilu nebudeme
dokazovat, nicméné by tyto vlastnosti mély byt intuitivné zfejmé. V knize [21] je
mozné se seznamit s precizni vystavbou matematické logiky a jejimi hlubokymi
vysledky. Kniha vsak predpoklada obeznamenost s vyssi matematikou.

1.1.25. Vyrok ,Existuje pravé jedno x € P takové, ze plati V(x).“ zapisujeme ve

tvaru
dlx € P: V(x).



10 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

Uvedeny vyrok lze vyjadrit pomoci diive zavedenych symbolii takto

(Elx cM: V(x)) A (Vy,z eM: (V) AV(E) =y = z))

Prvni ¢len konjunkce vyjadtuje, ze existuje prvek x € M, takovy, ze V(x) plati.
Druhy ¢len zachycuje jednoznacnost.

1.1.26 (zuzeni vyrokové formy). Uvedme nejprve dvé nasledujici vlastnosti. Necht
V(x),x € My, je vyrokova forma a M, C M;. Potom plati:
(@) (Yx € My: V(x)) = (Vx € Ma: V(x)),
(b) (3x € My: V(x)) = (3x € M;: V(x)).
Vyrok (a) tika, ze pokud vyrok V(x) plati pro kazdy prvek x mnoziny M,, pak plati
i pro kazdy prvek x z mnoziny M. Vyrok (b) tvrdi, ze pokud v mnoziné M, existuje
prvek x takovy, ze V(x) plati, pak takovy prvek nalezneme i v mnoziné M.
1.1.27 (poradi kvantifikatorti). Uvedme dale tfi zakladni vlastnosti tykajici se po-
tadi kvantifikatord, které budeme ¢asto pouzivat. Necht V(x,y),.x € M,y € M,
je vyrokova forma. Potom plati:
o (VxeM;VyeM,:V(x,y)) & (Vy € My Vx € My: V(x,y)),
e (Ixe M Iy e My: V(x,y)) & (3y € My 3x € My: V(x,y)),
e (Ixe M VyeMy:V(x,y) = (Yy € My Ix € My: V(x,)).
Prvni dvé vlastnosti tikaji, ze poradi kvantifikatori stejného typu 1ze zaménovat, aniz
by se zménila pravdivostni hodnota vyroku. V posledni ze tif vyse uvedenych for-
muli je v§ak pouze implikace, nikoli ekvivalence. Poradi obecného kvantifikatoru
a existen¢niho kvantifikitoru totiz obecné zaménit nelze, jak ukazuje néasledujici
priklad.
Necht A(m.,d),m € M,d € D, znaci vyrokovou formu

»Muz m je otcem ditéte d.“, m e M,d € D,
kde M je mnozina vSech muzii a D je mnozina vsech déti. Vyroky
Vd € DIme M: A(m,d), dm e M Vd € D: A(m,d)

se lisi pouze potadim kvantifikatorti. Prvni vyrok tika, ze kazdé dité ma svého otce.
Druhy vyrok tvrdi, Ze existuje muz, ktery je otcem vsech déti. Pravdivostni hodnoty
téchto vyrokii se tedy lisi.

1.1.28. Oznaceni. Necht V(x, y) je vyrokova forma, kde za proménné x a y bere-
me prvky mnoziny A. V takovém piipadé vzhledem k zaménnosti kvantifikatort
stejn¢ho typu pouzivame ¢asto misto zapisu
Vx e AVye A: V(x,y)
zapis
Vx,ye A: V(x,y).
Podobné misto

dxeAdyeA: V(x,y)
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piseme zkracené
dx,y € A: V(x,y).
Tuto konvenci budeme zfejmym zptsobem pouzivat i ve formulich, které obsahuji
vice nez dva kvantifikatory.
1.1.29. Oznaceni. Necht V a P jsou vyrokové formy s proménnou x € M. Zapis
Vx e M, P(x): V(x), 1.2)
oznacuje vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
Vyrok @) ¢teme: ,,Pro kazdé x z M splnujici P plati V(x).“ Zapis
dx e M, P(x): V(x) (1.3)
oznacuje vyrok
x € M: (P(x) AV(x)).
Vyrok @ ¢teme: ,Existuje x z M splnujici P, pro které plati V(x).“ Obdobny
zapis pouzivame i v piipadé, ze V je vyrokova forma o vice nez jedné proménné.
Vyse uvedena imluva zjednodusuje a zprehlednuje zapis formuli.
1.1.30 (negace vyroku s kvantifikatory). Necht V a P jsou vyrokové formy pro-
ménné x € M. Negaci vyroku
VxeM: V(x)
lze zapsat ve tvaru
dx e M: =V(x),
pticemz =V znaci vyrokovou formu, ktera po dosazeni za proménnou x urcuje
vyrok =(V(x)). Podobné negaci vyroku
dx e M: V(x)
lze zapsat ve tvaru
Vx € M:=V(x).
Negovat vyrok
Vx e M, P(x): V(x),
znamena negovat vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
Po provedeni negace dostaneme
Ax € M: =(P(x) = V(x)),
takze podle Véty 1.1.19(c)
dx e M: (P(x) A —-V(x)).
Posledni formuli Ize prepsat ve tvaru

dx € M, P(x): =V (x).
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Podobné¢ lze odvodit, Ze negace vyroku

dx e M, P(x): V(x)
ma tvar

Vx e M, P(x): =V(x).

Pokud negujeme vyrok, ktery obsahuje vice kvantifikatorti, postupujeme tak,
ze ve formuli zaménime obecné kvantifikatory za existenéni, existenéni za obecné

a negujeme vyrokovou formu. Spravnost postupu vyplyva z predchoziho vykladu.

1.1.31. Negaci vyroku

VxeM;3dye M, Vze M3: V(x,y,2)
lze zapsat ve tvaru

dx e My Vy € My 3z € M3: =V (x,y,2).

S vyrokovymi formami a kvantifikatory se budeme v tomto textu setkavat ne-

ustéle. leohy k procviceni jsou uvedeny v Oddilu @

1.2. Zakladni metody ditkazii

1.2.1 (zakladni ¢iselné obory intuitivné). Mnozinu viech prirozenych cisel, tj.
mnozinu v$ech &isel 1, 2, 3,..., budeme znadit N, mnozinu vsech celych ¢isel Z,
mnozinu vSech racionalnich ¢isel, tj. mnozinu ¢isel tvaru 5, kde p € Zag € N,
budeme znacit Q a mnozinu vech realnych ¢isel R. Iracionalnim ¢islem rozumi-
me kazdé redlné &slo, které nenf racionalni. Cisla z uvedenych mnozin mtzeme
porovnavat mezi sebou podle velikosti, s¢itat, od¢itat, nasobit a s jistymi omezeni-
mi délit. Pro rovnost realnych ¢isel budeme pouzivat standardni symbol = a pro
nerovnosti symboly <, >, <, >. Pro uvedené operace pak symboly + (plus), —
(minus), - (krat) a - (zlomkova ¢ara). Budeme predpokladat znalost zakladnich
vlastnosti téchto mnozin na trovni stfedoskolské matematiky, tj. zejména znalost
vlastnosti pocetnich operaci. Predpokladame znalost terminti kladné (respektive
nekladné, zaporné, nezaporné) realné ¢islo. Také pouzijeme tvrzeni, Ze mnozina
prirozenych ¢isel je rovna mnoziné vsech celych ¢isel, ktera jsou vétsi nez 0, a ¢islo
1 je nejmensi prirozené ¢islo, tj. pro kazdén € N platin > 1. O mnozinach N, Z, Q
a R zde hovotime zejména proto, abychom je mohli pouzivat v ilustra¢nich piikla-
dech tohoto oddilu. Vice o nich fekneme v Oddilu @ a jejich presnému zavedeni
se budeme vénovat v Dodatku .

1.2.2 (vystavba matematiky). V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvr-
zeni, ktera nedokazujeme. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. Jako piiklad uvedme
axiom, ktery fika, Ze existuje alespon jedna mnozina. Vsechna dalsi tvrzeni jsou
potom v diitkazech odvozovana z axiomti a tvrzeni jiz dokazanych. Matematické
tvrzeni, které povazujeme za dulezité nebo zajimavé samo o sobé, vétsinou nazy-
vame vé€tou. K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj. potiebujeme jej
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pouze k ditkazu jinych tvrzeni, pouzivame zpravidla slovo lemma.ll Definice vy-
mezuji nové pojmy, véty a lemmata hovoii o vlastnostech téchto pojmt a vztazich
mezi nimi. Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty
a diikazy. Podrobnéjsi vyklad o axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden
v Dodatku @

Nejcastéji byva matematicka véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud
plati predpoklad A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych
uvah vedoucich od predpokladii véty k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dtikazt
patri:
piimy dikaz,
neptimy dikaz,
dtkaz sporem,
dtkaz rozborem pripadi,
dtikaz matematickou indukci.

Tyto postupy nyni struéné vysvétlime a vyklad doplnime piiklady. Uvedme jesté,
ze u slozit¢jsich dikaz je ¢asto nutné pouzit i nékolika z vyse uvedenych postupt
a vzajemn¢ je kombinovat.

1.2.3 (pfimy dtkaz). M¢jme matematickou vétu ve tvaru implikace A = B pro
jisté vyroky A a B. Pii pfimém dtkazu postupujeme takto: Predpokladame, ze vy-
rok A plati. Odtud odvodime platnost jistého vyroku Cy, pomoci C; dokazeme
pravdivost jistého vyroku C3, z n¢ho pak dokazeme Cs a tak dale, az z predpokla-
du platnosti vyroku C, dokazeme vyrok B. Odvodili jsme tedy nasledujici fetéz
implikaci

A=C, Ci=>C, Cp=Cs,...,Ch1 = Cy,, C, = B,

ze kterého jiz plyne platnost implikace A = B. Chceme-li dokazat néjakou vétu
piimym ditkazem, je na nas, abychom nalezli vhodné stfedni ¢leny Cy, . .., Cp, které
nam umozni z ptedpokladu odvodit zavér. Jak je hledat v konkrétnim pripadé¢, na
to bohuzel Zadny navod ¢i dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvarci
¢innost a bez urcité miry davtipu zadnou novou vétu dokazat nelze.

1.2.4 (neptimy dtikaz). Tento typ dtikazu je zalozen na ckvivalenci vyrokt A = B
a—B = —4 (vizte Vétu [.1.14(a)). Plati-li druhy vyrok, pak platii prvni. Staci tedy
nalézt jakykoli ditkaz druhého vyroku.

1.2.5 (dikaz sporem). Tato metoda je zalozena na ckvivalenci vyrokit A = B
a —(A A —B), ktera plyne z Vét [1.1.14(b), [.1.19(a) a[L.1.10(a). Pti tomto zpisobu
dokazovani predpokladame platnost vyroku A A —B. Pokud se nam z n¢ho podari
odvodit vyrok C, ktery je nepravdivy, pak nemuze byt pravdivy ani vyrok A A —B.
Z pravdivého vyroku totiz nevyplyva vyrok nepravdivy. Plati tedy —(4 A —=B), ne-
boli A = B.

1.2.6 (dtkaz rozborem pripad). Mame dokazat tvrzeni tvaru A = B. Pokud do-
kazeme vyrok A zapsat jako disjunkci vyrokit C a D, neboli ve tvaru C v D, pak

18lovo lemma je stfedniho rodu.
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podle Véty (c) stadi dokazat tvrzeni C = B a D = B. V tomto dtkazu
tedy nejprve dokazujeme zavér B za predpokladu, ze plati C. Pak dokazujeme B
za predpokladu, ze plati D. Pti aplikaci této metody je tedy tieba zapsat predpo-
klad véty ve tvaru C v D tak, abychom pak mohli snaze odvodit C = Ba D = B.
Ani zde neni k dispozici Zadny algoritmus, jak takova C a D nalézt.

1.2.7 (dikaz matematickou indukci). Dikaz matematickou indukcilze pouzitk da-
kazu vyroku tvaru

Vn e N: V(n), 1.4
kde V(n), n € N, je vyrokova forma. Takovy dtikaz sestava ze dvou krokd:
(a) dokazeme vyrok V (1),
(b) dokazeme vyrok
VneN: (V(n) = V(n+1)),
neboli predpokladame platnost V(n) (tzv. indukéni predpoklad) a odvodime
platnost V(n + 1).
Princip matematické indukce pak tika, ze z (a) a (b) plyne vyrok ({L.4). Korektnost princi-

pu matematické indukce podstatné souvisi s konstrukci mnoziny prirozenych ¢isel,
které se budeme vénovat v Dodatku [B.

1.2.8 (varianta diikazu matematickou indukci). Uvazujme vyrok
Vn€Z,n>ngy: Vn), (1.5)
kdeng € Z a V(n),n € Z,n > ny, je vyrokova forma. Rozdil mezi @) a @

spociva v jiném oboru kvantifikace. Zde opét plati princip matematické indukce
(vizte opét Dodatek [B), podle kterého dokazujeme ) takto:

(a) dokazeme vyrok V(no),

(b) dokazeme vyrok

VYn €Z,n>no: (V(n) = V(n+1)).

1.2.9 (dikaz tplnou matematickou indukei). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Vyrok

Vn e N: V(n) (1.6)
je n¢kdy mozné dokazat pomoci tiplné matematické indukce, ktera sestava z ové-
feni nasledujicich tvrzent:

(a) plati V(1),
(b) pro kazdén € N plati
(VjeN,j<n: V()= Vn+1).

Krok (b) uplné matematické indukce se lisi od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu v tom, Ze misto abychom predpokladali pouze
platnost V(n), pfedpokladame, ze plati vyroky V(1), V(2),...,V(n).
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Predpokladejme, ze plati (a) a (b). Ukazeme, ze pak plati @ Definujme
vyrokovou formu W(n),n € N, nasledujicim zptsobem: Vyrok W(n) 1ika, ze pro
kazdé j € N, j < n, plati V(j). Matematickou indukci dokdzeme tvrzeni

Vn € N: W(n). 1.7

Vyrok W(1) plati podle (a). Nyni predpokladejme, Ze pro néjaké n € N plati W(n).
Potom podle (b) plati V(n + 1). Plati-li W(n) a V(n + 1), pak plati W(n + 1). Podle
principu matematické indukee plati ([L.7). Z vyroku (.7 pak okamyzité plyne (6.

Dalsi varianty dikazu matematickou indukei jsou uvedeny v prikladové ¢asti

této kapitoly (Oddil [L.§).
1.2.10 (pravidlo generalizace). Pti dikazu vyroku
Vx e M: V(x)

¢asto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovol-
né, tj. o x pfedpokladame pouze to, ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi
dedukcemi ukazeme platnost vyroku V(x) pro toto x. Tim je pak duikaz proveden.

Pouziti vy$e uvedenych diikazovych metod pfiblizime v nasledujicich prikla-

dech.
1.2.11. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé a,b € R plati %(a2 + b?) > ab.

Reseni. Provedeme piimy dtikaz tvrzeni. Vezméme libovolna ¢isla a,b € R. Potom
plati (a —-b)2>0. Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a?—2ab+b? > 0. Odtud
jiz snadno plyne dokazovana nerovnost %(a2 + b?) > ab. *

1.2.12. Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze potom existuje k € N takové, ze
n = 2k,nebon = 2k —1, pti¢emz oba ptipady nemohou nastat zaroven. (V prvnim
pripadé rikame, ze n je sudé, a ve druhém, ze je liché.)

Reéseni. K ditkazu prvni ¢asti tvrzeni pouzijeme matematickou indukci. Pron =1
polozme k = 1. Potom mame 1 = 2 -1 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
n € N, a chceme tvrzeni dokazat i pro ¢islo n + 1. Podle indukéniho predpokladu
existuje k € N takové, ze n = 2k, nebon = 2k — 1. V prvnim pripadé¢ platin + 1 =
2k +1=2(k + 1) — 1, ve druhém n + 1 = 2k. V prvnim ptipadé je tedy hledanym
¢islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,/ € N
takovd, zen = 2k =2/ —1. Potom 2(/ —k) = l,atedy/ —k = % Cislo —k je celé,
na rozdil od ¢&isla %, coz je spor. Metodou ditkazu sporem jsme odvodili i druhou
¢ast tvrzeni. Tim je tvrzeni piikladu dokazano. Fy

1.2.13. Priklad. Nechtn € N am € N je liché. Dokazte, ze potom m”" je liché

¢éislo.

Resen. Tyrzeni dokazeme matematickou indukci. Pro n = 1 je &slo m' = m li-
ché podle predpokladu. Predpokladejme platnost tvrzeni pro pfirozené ¢islo n, tj.
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predpokladejme, ze ¢islo m” je liché. Pak existuje k € N takové, ze m" = 2k — 1.
Existuje také [ € N takové, ze m = 21 — 1. Potom plati

m" = m"em =2k —1)-2l = 1) =202kl —k -1 +1)—1.

Dale plati 2kl —k —1 +1=k(l = 1)+ 1(k—=1)+ 1> l,atedy 2kl —k —I + 1 € N.

Odtud plyne, ze &slo m"*! je liché. *

1.2.14. Pfipomenme, ze ¢islod € Z nazyvame délitelem cislan € Z, pokud existu-
jek € Z splnujicin = kd. Prokazdén € N je zfejm¢ 1 in délitelem n. Rekneme, 7e
n € N je prvocislo, pokud n > 1 a jeho jedini kladni délitelé jsou 1 a n. Napriklad
¢isla 2,3,5,7,11 jsou prvocisla.
Kazdén € N,n > 1,lze zapsat pravé jednim zptisobem ve tvarun = pi' --- pZ" ,

kde

o k eN,nl,...,nk EN,

® Di...., Pk jsou prvocisla,

o i << Dk
Uvedeny zapis nazyvame prvociselnym rozkladem c¢isla .

1.2.15. Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze potom existuje pravé jedna dvojice
k.l € N takové, ze n = 2k=1(21 — 1).

Reseni. Pomoci uplné matematické indukce nejprve dokazeme existenci prislus-
nych k,l € N pron € N. Pak ukazeme i jednoznacnost k a [.

Existence. Pron = 1 polozime k = 1al = lamamen =1 = 217121 -1).
Predpokladejme, Ze kazdé j € N,j < n, lze vyjadfit ve tvaru 2k=1(21 — 1) pro
vhodna k,l € N. Chceme ukazat, Ze i pro ¢islo n + 1 lze nalézt ptislusna k,/ € N.
Pokud je n+1 ¢islo liché, pak podle definice existuje [ € N takové, zen+1 = 2/ —1
(vizte Priklad . Polozime k = 1 a tvrzeni je dokdzano. Pokud je ¢islon + 1
sudé, pak opét podle definice existuje m € N takové, Zze n + 1 = 2m. Ponévadz
m < n, existuji podle indukéniho predpokladu ¢isla k/,1" € N takova, ze m =
2K'=1(21" — 1). Potom stali polozitk =k’ +1al =1".

Fednoznacnost. Ptedpokladejme, ze n = 27121 — 1) = 2K =121 — 1) pro k. k', l" e
N. Predpokladejme, ze k’ > k, pak plati2/ —1 = 2K'=k (21" —1). Cislo na levé strané&
rovnosti je liché, zatimco ¢islo na pravé strané je sudé, coz je spor. Podobné vede ke
sporu predpoklad k < k’. Musi tedy platitk = k’. Potom dostavame 2/—1 = 2I'—1.
Odtud jiz snadno plyne I = I’. Tim je diikaz jednoznacnosti proveden. *

1.2.16. Priklad. Nechtm € N. Dokazte, ze je-li m? sudé, potom je i m sudé.

Reseni. Provedeme neptimy ditkaz. Predpokladejme, Ze neplati, ze m je sudé. Cislo
m je tedy liché a podle Piikladu plati, ze m? jeliché. Cislo m2 tedy neni sudé.

Tim je tvrzeni dokdzano metodou nepiimého dikazu. Fy
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1.2.17. Priklad (Hippasusg). Dokazte, Ze &islo 4/2, které je definovano jako kladné
feeni rovnice y? = 2 v oboru redlnych &isel, neni racionalni. Existenci a jednoznaé-
nost takového fedenf dokazeme pozdéji (vizte p.3.1).

Reseni. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, zZe \/Eje racionalni ¢islo. Po-
tom podle definice racionélniho ¢&isla existuji p € Z a ¢ € N takova, ze /2 = g.
Ponévadz v/2 je kladné &islo, musi byt p > 0,atedy p € N. Navic miizeme predpo-
kladat, ze nejvyse jedno z ¢&isel p a g je sudé. Podle Prikladu lze totiz nalézt
¢islaky, 1y, k2, I zmnoziny N takova, ze p = 2k1=1(21 —1) aq = 2k2=1(21,—1). Pak
staci misto dvojice p a ¢ uvazovat dvojici 2/ — 1 a 2ka=k1 (2], — 1), pokud k> > ky,
nebo 2517 k221, — 1) a2l, — 1, pokud k < k;.

Z rovnosti v/2 = 2 plyne, ze 2¢> = p?, a tedy &islo p? je sudé. Podle Pii-
kladu dostavame, ze i p je sudé, a tedy existuje k € N takové, ze p = 2k.
Dosazenim za p do rovnosti 2> = p? dostavame, ze 2¢* = 4k?, a tedy g% = 2k2.
Odtud plyne, e ¢2 je sudé. Podle Piikladu [1.2.16 je &islo g sudé. Obé &isla p a ¢
jsou tedy suda, coz je spor s predpokladem, zZe nejvyse jedno z ¢isel p a g je sudé.
Cislo v2 tedy neni racionalni. -

1.2.18. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze potom je ¢islo n(n 4 1) sudé.

Reseni. Provedeme diikaz rozborem piipadii. Mé&jme n € N. Pak plati, 7e n je sudé,
nebo 7 je liché. Pokud je n sudé, pak je i ¢islo n(n 4 1) sudé. Pokud je ¢islo n liché,
pak je ¢islo n + 1 sudé, a proto je i &islo n(n + 1) sudé. Tim je dtkaz proveden. &

1.2.19 (konstruktivni a nekonstruktivni dtikaz). Pti dikazu vyroku
dx e M: V(x)

mame dvé moznosti. Bud pfimo nalezneme néjaké x € M, pro které plati V(x),
nebo takové x € M nenalezneme, ale dokazeme, ze alespon jedno musi existovat.
Tyto postupy nazyvame po radé konstruktivnim ditkazem a nekonstruktivnim
dikazem. Nekonstruktivni diikaz také nékdy nazyvame existenénim ditkazem.

1.2.20. Priklad. Ukazte, Ze existuji iracionalni ¢isla a, b takovd, ze a® je ¢islo raci-
ondlni.
Resend (konstruktioni ditkaz). Polozmea = +/2ab = log, 9, kde log, oznacuje logarit-

mus o zakladu 2. Presnou definici vyrazu ab a logaritmti uvedeme v Kapitole @
Potom plati

ab = 282 _ 9 log(30) _ logy3 _ 3.
Cislo v/2 je iracionalni podle Pikladu [[.2.17. Staci tedy odvodit, Ze &islo log, 9 je
iracionalni. Pouzijeme metodu diitkazu sporem. Pfedpokladejme, ze log, 9 = g,
kde p € Z a g € N. Ponévadz je ¢islo log, 9 kladné, musi byt p pfirozené. Potom
9 = 2log;9 = 25, a tedy 97 = 27. Cislo 27 je sudé a podle Prikladu je ¢islo

94 liché, coz je spor. ry

2Hippasus (5. stol. pt.n.1.)
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Resent (nekonstruktiond ditkaz). Vyuzijeme opét iracionalitu ¢isla V2. Pokud by ¢islo
ﬁﬁ bylo racionalni, pak bychom byli s ditkazem hotovi. Pokud by tomu tak
nebylo, pak by ¢isla ﬁﬁ a2 byla iracionalni, pfitom ale ¢islo

V2
(«/Eﬁ) =V2 =2
je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot alespon jedna dvojice ¢isel

a=+v2,b=+2 nebo azﬂﬁ,bzﬁ
splnuje zadani dlohy. Vyse uvedeny postup vsak netika, zda je fesenim prvni nebo
druha dvojice ¢isel.

Poznamenejme jesté, Ze lze ukédzat, ze &islo +/27 ~ je iracionélni. Dikaz je viak

velmi obtizny ([9, 20]). *

1.2.21 (dtikazy nerovnosti). Mame-li dokazat nerovnost A < B mezi realnymi ¢isly
Aa B, asto postupujeme tak, ze nalezneme realné ¢islo C splnujiciA < CaC < B.
Odtud pak jiz plyne nerovnost A < B. Pti hledani ¢isla C jde o to, aby dikazy
nerovnosti A < C a C < B byly snazsi nez dikaz nerovnosti A < B. Cislu C nckdy
tikame horni odhad &isla A a také dolni odhad ¢isla B. Samotnou nerovnost A < C
nebo C < B také n¢kdy nazyvame odhaden.

1.2.22. Priklad. Nechtn € N,n > 3. Dokazte, ze plati 2n? > (n + 1)2.

Resent. Uvazujme vyraz n2 + 3n. Potom platl' 2n?2 =n?+n-n>n?+3n, protoze
n > 3. Plati také n? + 3n > n? +2n + 1, protoze n > 1. Dohromady tedy mame
2n% > n? +2n + 1 = (n + 1), coz jsme méli dokdzat. Fy

1.3. Mnoiiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabyvat otazkou, co je obecné mnozina. Tento problém,
jenz se nachazi na pomezi matematiky a filosofie, je totiz velmi nesnadny a pre-
kra¢uje rdmec tohoto textu. Zopakujme zatim pouze formulaci z paragrafu [1.1.17,
ktera 1ika, ze mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem rtiznych ob-
jektt, které nazyvame prvky, do jediného celku. Doplnujici informace jsou uvede-
ny v Dodatku . Pro systematicky vyklad teorie mnozin doporucujeme knihu [3].

Nyni zopakujeme pojmy z paragrafu a pridame nékolik dalsich.

1.3.2. Mnozina je urc¢ena svymi prvky. Skutecnost, ze prvek a patfi do mnoziny 4,
znacime a € A, a skute¢nost, ze a do A nepatfi, zapiseme jako a ¢ A.

Mnozinu je mozné definovat vyctem prvki, napiiklad piseme {1,2,3,4, 5}, ne-
bo pomoci vlastnosti, kterou museji splnovat jeji prvky, tj. piseme {x: V(x)}, pti-
padné {x € M: V(x)}, kde M je mnozinaa V(x), x € M je vyrokova forma. Ptikla-
dem je zapis {x € N; x < 6}.
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Prazdnou mnozinou nazyvame mnozinu, ktera neobsahuje Zadny prvek. Ozna-
¢ujeme ji symbolem @. Mnozinu, kterd neni prazdna, nazyvime neprazdnou.

1.3.3. Rekneme, e mnoZina A je €asti mnoziny B nebo mnozina 4 je podmno-
Zinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny 4 je rovnéz prvkem mnoziny B.
Tuto skutecnost zna¢ime A C B (n¢kdy také piseme B O A) a tomuto vztahu mezi
mnozinami fikame inkluze. Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.
Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné prvky, neboli plati

soucasné A C B a B C A. Neni tézké odvodit, ze pro libovolné mnoziny 4, B, C
plati

e A=A,

e jestlize A = B, potom B = A,

e jestlizeA=BaB =C,potomA=C.

Pokud si mnoziny A a B nejsou rovny, piSeme A4 # B. Rekneme, 7e mnoZina A
je vlastni ¢asti mnoziny B nebo A je vlastni podmnozZinou mnoziny B, jestlize
ACBaA#B.

Necht X je mnozina. Mnozinu véech podmnozin X zna¢ime £ (X) a nazyvame
ji poten¢ni mnozinou mnoziny X. Z jazykovych divodi budeme casto pouzivat
slovni spojenti ,,systém (pod)mnozin“ misto ,mnozina (pod)mnozin®.

1.3.4. Oznaceni. (a) Nechtn € N a 4,,..., A, jsou mnoziny. Potom zapis A; C

.-+ C A, znamena, zZe plati inkluze Ay C A, A2 C Az,...,Ap—1 C A,. Obdobné
znaceni pouzivame i pro symbol D.

(b) Necht X je mnozinaan € N. Misto zapisux; € X,x, € X,...,x, € X budeme
casto pouzivat stru¢néjsi zapis x1, x2,..., X, € X.

Nyni zavedeme operace, které ze dvou (nebo vice) mnozin utvori dalsi mno-
zZinu.

1.3.5. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vytvorenou viemi prvky,
které patii alespon do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B znadime
symbolem 4 U B.

Jeli A systém mnozin, pak jeho sjednoceni A definujeme jako mnozinu
vsech prvki a, pro které existuje A € #4 takové, Zea € A.

1.3.6. Prinikem mnozin 4 a B nazveme mnozinu vech prvki, které nalezeji sou-
¢asné¢ do Aido B. Prinik mnozin A a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li mnoziny
A a B prazdny prunik, fekneme o nich, ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik () A definujeme jako mno-
zinu vsech prvki a, které pro kazdé A € A splnujia € A. Rekneme, 7e systém oA je
disjunktni, jestlize pro kazdé A, B € A splnujici A # B plati AN B = 0.

1.3.7. Priklad. Necht A = {{1,2, 3}%,{3,4,7},{1,2,3,4, 5}}. Urcete | J A a () A.
Reseni, Piimo z definice dostavame UA=1{1,2,3,4,57a A ={3}. Fy

1.3.8. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnozinu prvkii, které patii do mnoziny A
a nepatii do mnoziny B. Rozdil mnozin A a B znac¢ime A\ B.
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1.3.9. Nechtm e N a Ay,..., Ay jsou mnoziny. Kartézskym souc¢inem A4; x A, x

-+ X A,y nazveme mnozinu vsech usporadanych m-tic [ay,az, ..., am], kde a; € 4;
pro kazdéi € {1,...,m}. Nékdy misto symbolu [a;, a2, ..., an,] pouzivaime symbol
(ar.az,...,anm) a také n¢kdy misto Ay x Ay X -+ X Ay, piSeme []7L; A4;. Piesnou

definici pojmu usporadana n-tice 1ze nalézt v Dodatku . Je-li A mnozinaan € N,
pak misto A x --- x A piseme A”.

n-kréat
1.3.10. V operaci kartézského soucinu neni obecné mozné zaménovat poradi mno-
zin. Pokud naprtiklad A = {0}, B = {1}, pak Ax B = {[0, 1]}, B x A = {[1,0]}, takze
AX B # B x A.

1.3.11. Véta (de MorganovaE pravidla). Necht X je mnozina a #4 je neprazdny
systém mnozin. Pak plati

X\ JA=)X\4: A€ A}
a dale

X\[(A=Jix\ 4 4€ AL

Diikaz. Provedeme ditkaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inklu-
ze, a sice

X\ JAC X\ 4: 4€ A}
a zaroven
X\ JAD[[X\ 4: A}

Jedix € X\ U 4, znamend to, Ze x patii do X, ale nepatii do sjednoceni | #.
Tedy x ¢ A pro kazdou mnozinu 4 € A. To ale znamena, ze pro kazdé 4 € # je
xe X\ A,atudiz x € (|{X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazana.

Necht x € X \ A pro kazdou mnozinu A € A. Tedy x € X, ale x ¢ A pro
kazdou 4 € A. Takze x ¢ JA. Tudiz x € X \ [J 4, ¢imz je zavrSen dtikaz druhé
inkluze.

Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. ]

1.4. Relace usporadani a zobrazeni

Relace usporadani.

1.4.1. Definice. Binarnirelaci rozumime libovolnou mnozinu usporadanych dvo-
jic. Pokud R je binarni relace a [a,b] € R, pak fikame, ze prvek a je v relaci R
s prvkem b. Casto v tomto pripad¢ pouzivame zapis a R b.

Pokud binarni relace R splnuje R C A x B, pak tikdame, Ze R je binarni relaci
mezi prvky mnozin 4 a B. Pokud 4 = B, pak tikame, Ze R je binarni relacina A.

3Augustus de Morgan (1806-1871)
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1.4.2. Oznaceni. Mizeme definovat i relace mezi vice néz dvéma prvky, ale v na-
$em textu je nepouzijeme, a proto budeme misto slovniho spojeni ,binarni relace®
pouzivat jen termin ,relace®.

Existuje mnoho prikladii matematickych objektt, které jsou relacemi. V tuto
chvili pro nas budou dulezité dva specialni typy relaci, totiz usporadani a zobraze-
ni. Nasledujici definice ndm pomize zavést prvni z nich.

1.4.3. Definice. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, 7e R jena A

e reflexivni, jestlize plati

Vx e A: [x,x] € R,

symetricka, jestlize plati
Vx,ye A:[x,y]€e R=[y,x] € R,

tranzitivni, jestlize plati

Vx,y,z€A: ([x.y] € RA[y.z] € R) = [x,z] € R,

antisymetricka, jestlize plati

Vx,ye A:[x,y] € R=[y,x] ¢€ R,

slabé antisymetricka, jestlize plati
Vx,ye A: ([x,y] € RA[y.x] €R) = x = y.

1.4.4. Definice. Necht R je relace na mnoziné A. Rekneme, Ze R jena A
e usporadani (n¢kdy také castecné usporadani ¢i neostré usporadani),
jestlize je reflexivni, slab¢ antisymetricka a tranzitivni,
e ostré usporadani, jestlize je antisymetricka a tranzitivni,
e linearni usporadani, jestlize jde o usporadani a pro kazdé x, y € 4 plati
[x,y] € R nebo [y, x] € R.

1.4.5. (a) Pravé definovany pojem usporadani je velmi abstraktni a pouziva se pro
porovnavani velmi rozmanitych objektti mezi sebou. Usporadani realnych ¢isel
< je jenom jednim z mnoha piikladii usporadani. Podobné ostra nerovnost mezi
realnymi Cisly je ostrym usporddanim ve smyslu nasi definice.

(b) Je-li usporadani R na mnoziné X linearni, pak je mozné libovolné dva prvky
mezi sebou porovnat pomoci usporadani R. Usporadani realnych ¢isel je piikla-
dem linearniho usporadani.

Necht X je mnozina. Pak relace

R={[A,Bl € P(X) x P(X); AC B}

je usporadani na poten¢ni mnoziné £ (X). Pokud ma X alespon dva prvky, pak
toto usporadani nenf linearni. Jestlize totiz existuji x,y € X, x # y, pak neplati
ani {x} C {y}ani {y} C {x}.
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1.4.6. Priklad. Na mnoziné N2 definujeme lexikografické usporadani <i., nasle-
dujicim zpiisobem

[n1.12] Siex [m1,m2] & (11 <my Vv (ny = my Ang < my)).
Ukazte, Ze <iex je opravdu uspotadani na N2.

Reseni. Reflexivita. Pro libovolné [ny,n3] € N2 plati [n1,n2] <iex [n1,12], nebot ny =
nyany <nj.

Slabd antisymetrie. Pokud [n1,n2] <iex [m1.m2] a zaroven [my,my] <iex [n1.n2], pak
nemuze platit n; < my ani my < n;. Musi tedy platit n; = m,. Pak ovsem plati
ny < my amy < ny,a proto ny = my. Dokazali jsme tedy, ze [n1,nz] = [my, ms].

Tranzitivita. Necht [n1, n,], [my, m3], [ky. k2] € N? splnuji [n1, n2] <iex [m1,mz]amy, ms] <iex
[k1,kz]. Z prvniho vztahu plyne n; < m; a z druhého m; < k;. Dostavame tedy
ny < ky. Pokud plati dokonce ny < ki, pak [n1,n2] <iex [k1.k2]. Pokud ny = ki,
pak plati také n; = m;. Musi tedy platit n, < my a my < k. Odtud plyne nerov-
nost 11, < k. Tim je dokazan vztah [n1, n,] <iex [k1, k2]. ry

Nyni uvedeme né¢kolik zakladnich pojmii, které souvisi s relaci usporadani.

1.4.7. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Rekneme,
ze prvek x € X je
e horni zavorou mnoziny 4, jestlize pro kazdé a € A platia < x,
e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati x < a.
Mnozina 4 je
e shoraomezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zdvorou mno-
ziny A,
o zdola omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je dolni zavorou mno-
ziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.
1.4.8. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a 4 C X. Rekneme,
ze prvek G € X je supremem mnoziny A, jestlize plati:
(a) G je horni zavorou mnoziny A4,
(b) je-li prvek G’ € X horni zavorou mnoziny 4, potom G < G'.
Rekneme, 7e prvek g € X je infimem mnoziny 4, jestlize plati
(a) g je dolni zavorou mnoziny A,
(b) je-li prvek g’ € X dolni zavorou mnoziny A4, potom g’ < g.

1.4.9. V predchozich dvou definicich jsme pouzili symbol <, ktery se pouziva
zejména pro oznaceni usporadani na realnych ¢islech. Zde jej pro nazornost po-
uzivame k oznaceni libovolné relace usporadani.

1.4.10. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Podle predchozi
definice je supremum mnoziny A4 jeji nejmensi horni zavorou a infimum je jeji nej-
vétsi dolni zavorou. Supremum a infimum mnoziny A nemuseji existovat, pokud
vsak existujf, jsou urcena jednoznacné.
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Odvodme toto pozorovani napiiklad pro infimum, v pfipad¢ suprema je moz-
né postupovat obdobné. Necht g a g, jsou infima mnoziny A C X vzhledem
k usporadani < na mnoziné¢ X. Potom g; i g2 jsou dolni zavory mnoziny A. Podle
vlastnosti (b) z definice infima plati g; < g> a také g, < g1. Ze slabé antisymetrie
relace usporadani pak plyne g; = g».

Pokud supremum mnoziny A4 (vzhledem k usporadani <) existuje, znacime jej
sup A. Pokud existuje infimum mnoziny A, znac¢ime jej inf 4.

Supremum a infimum budeme pouzivat zejména pfti studiu podmnozin reél-
nych ¢isel, pro ilustraci vsak uvedme nasledujici piiklad, ktery vyuziva lexikogra-
fického uspotadani dvojic pfirozenych ¢isel.

1.4.11. Priklad. Necht <i je lexikografické uspotddani na mnoziné N? (vizte
Priklad ) Dokazte, ze supremum mnoziny A = {[1,n] € N?; n € N} je rovno
prvku [2, 1].

Resent. Pro kazdén € N podle definice plati [1, 1] <ix [2, 1], ¢imZ je ovéfena pod-
minka (a) z definice suprema. Uvazujme prvek [a, b] € N2, ktery je horni zavorou
mnoziny A. Potom pro kazdé n € N plati bud 1 < a,nebo 1 =aan < b. Druha
moznost v§ak nemuze platit pro kazdé n, nebot prirozené ¢islo b + 1 nesplnuje
nerovnost b + 1 < b. Plati tedy 1 < a, neboli 2 < a. Pak ovSem opét podle de-
finice usporadani <., dostavame [2, 1] <iex [a,b]. Tim je ovétena i podminka (b)
z definice suprema. .

1.4.12. Véta. Necht < je relace usporadani na mnoziné X, A C X je neprazdna
mnozina a necht existuje infimum a supremum mnoziny A. Potom plati infA <
sup A.

Diikaz. Mnozina A je neprazdna, takze mtzeme nalézt prvek a € A. Potom plati
infA < a, nebot inf A je dolni zavorou A. Dale plati @ < sup A, nebot sup 4 je
horni zavorou A. Odtud diky tranzitivit¢ uspotadani dostavame nerovnost inf 4 <
sup 4. [ |

K pravé zavedenym pojmiim suprema a infima se vratime v Oddilu @, kde
budou uvedeny dalsi ilustra¢ni priklady.

Relace zobrazeni.
1.4.13. Definice. Binarni relaci F nazyvame zobrazenim, pokud splnuje
V[xl,yl] e F V[)C2,y2] eF:x1=x,=> Y1 = Y2.

Rekneme, #e zobrazeni F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, jestlize plati
F C Ax B.

1.4.14. Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak podle definice pro kazdé
x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, ze [x, y] € F. Pokud pro dané x € 4
takové y existuje, pak je tedy uréeno jednoznac¢né a znacime je F(x). Nékdy piseme
jen Fx.

1.4.15. Definice. Necht F je zobrazeni.
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¢ Defini¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnozinu
D(F)={x; Ay: [x,y] € F}.

e Oborem hodnot zobrazeni F nazyvame mnozinu
H(F)={y; Ix: [x,y] € F}.

1.4.16. (a) Necht F je zobrazeni. Viimnéme si, ze defini¢ni obor F je mnozina
vsech x, pro které je definovan prvek F(x), a obor hodnot je mnozina v$ech y, pro
kterd existuje x takové, ze prvek F(x) je definovan a plati F(x) = y.

(b) Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak je F také zobrazeni z mno-
ziny C do mnoziny D, pokud F C C x D, neboli D(F) Cc C a #(F) C D.

Naptiklad zobrazeni F, které kazdému kladnému ¢islu x € R prirazuje realné
éislo %, je zobrazenim z mnoziny kladnych realnych ¢isel do mnoziny kladnych
realnych ¢isel, ale také zobrazenim z R do R.

1.4.17 (zobrazeni jako pfifazeni). Zobrazeni jsme definovali pomoci pojmu rela-
ce. Pri tomto pristupu ztotoznujeme pojem zobrazeni a pojem grafu zobrazeni.
V matematické analyze v§ak casto chapeme zobrazeni F z mnoziny A do mnoziny
B jako prifazent, tj. prvkim x z jisté podmnoziny A4 je pfifazen jednoznacné uréeny
prvek F(x) z mnoziny B. V takovém pfipadé pak zobrazeni a jeho graf chapeme
jako dva rtizné objekty, které si vSak vzajemné jednoznac¢né odpovidaji, pricemz
grafem zobrazeni F' nazyvime mnozinu

graf(F) = {[x,y] € Ax B; x € D(F) Ay = F(x)}.

1.4.18. Oznaceni. Necht A a B jsou mnoziny a F je zobrazeni. Pak symbol F: A —
B znamena, ze F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a D(F) = A. Takové
zobrazeni F nazyvame také zobrazenim mnoziny A do mnoziny B.

Narozdil od zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, kde defini¢ni obor je pou-
ze podmnozinou mnoziny A, je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B definovano
pravé ve vsech bodech mnoziny A.

1.4.19. Zobrazeni F: A — B casto definujeme tak, ze pro kazdé x € A urc¢ime
prvek F(x) € B.V takovém piipadé nékdy pouzivame zapis x — F(x), x € A. Je
tfeba si uvédomit, Ze dva riizné predpisy mohou definovat stejné zobrazeni. Tak je
tomu napiiklad u nasledujicich dvou predpisi:

X (x4 1)2, x € R,

x> x24+2x+1, x € R.
1.4.20. Definice. Necht A4, B jsou mnoziny a f je zobrazeni.

e Obrazem mnoziny A pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

yeH(f): IxeD(f)NA: f(x) =y},

kterou znacéime f(A).
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e Vzorem mnoziny B pfi zobrazeni f rozumime mnozinu
y 5 p

{x € D(f): f(x) € B},

kterou znacime f~!(B).

1.4.21. Necht X je mnozina a A C X. Charakteristickou funkci mnoziny A4 nazy-
vame funkci y4: X — R, definovanou predpisem

1, pokudx € A4,

xa(x) = 0, pokudx e X\ 4.

Pro pravé uvedenou funkci plati ;' ({1}) = A a y;' ({0}) = X \ A. Charakteristicka
funkce je v fadé situaci uzitecnym nastrojem.

1.4.22. Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f
e jc prosté, jestlize plati
Vx.y € D(f): f(x) = f(y) = x =y,
e je namnozinu B, jestlize plati #(f) = B,
e je bijekci mnoziny A na mnozinu B, jestlize D(f) = A a jde o prosté
zobrazeni na B.

1.4.23 (alternativni terminologie). Prostému zobrazeni také fikame injekce nebo
injektivni zobrazeni. Zobrazeni, které je zobrazenim na mnozinu B, nazyvame
i surjekcina B a o bijekci mnoziny A na mnozinu B hovorime nékdy jako o vza-
jemné jednozna¢ném zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B.

1.4.24. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Potom pfimo z definic dostavame,
ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu f(A4).

1.4.25. Definice. Necht f je zobrazeni a C je mnozina. Pak zobrazeni definované
predpisem x = f(x), x € C ND(f), nazyvame restrikci nebo ztizenim zobrazeni
Jf namnozinu C a znacime jej f|c.

1.4.26. Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano
piedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro viechna x € D(f) takova, Zze f(x) € D(g).
Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym zobrazenim (slozenim zobrazeni) f a g,
pficemz g nazyvame vnéj$im zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

1.4.27. Definice. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f~!: f(A) —
A definované pro y € f(A) predpisem f~(y) = x, kde x € 4 je jednozna¢né ur-
¢eno vztahem y = f(x), nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

1.4.28. K zobrazeni, které neni prosté, nelze definovat inverzni zobrazeni. Piikla-
dem je funkce f: R — R definované predpisem f(x) = x? pro x € R.

1.4.29 (sjednoceni a prianik indexovaného systému). Necht X a I jsou mnoziny
a pro kazdé o € I je definovana mnozina 4, C X. Mame tedy dano zobraze-
ni o — Ay mnoziny I do poten¢ni mnoziny #(X). Takové zobrazeni nazyvame
indexovanym systémem mnozin a zna¢ime ho symbolem (Ag)qer -
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Uvazujme systém A = {4 € P(X); Ja € [: A = Ay}. Pak mnozinu [J A
oznacujeme také symbolem | J,¢; Ae. Pokud je navic I neprazdna mnozina, pak
mnozinu (| A oznacujeme [ \ye; Aa-

Se zobrazenimi z nasledujici definice budeme ¢asto pracovat.
1.4.30. Definice. Necht 4 je neprazdna mnozina.

(a) Kone¢nou posloupnosti prvki 4 rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1, ..., n},
kde n € N, do mnoziny A. Pokud k + ay, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak
tuto posloupnost znacime {ag i _; . Prvek ag nazyvime k-tym Elenem t¢to posloup-
nosti.

(b) Nekonecnou posloupnosti prvkit A rozumime kazdé zobrazenin — a,,n € N,
mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znaci-
me {a,}7>,, ptipadné jen {a, }. Prvek a, nazyvame n-tym élenem této posloupnosti.

1.4.31 (rckurentné zadana posloupnost). Necht 4 je neprazdnd mnozinaa k € N.
Jsou-li dany ¢leny ay, a3, ...,ar € A a predpis, podle kterého je mozné pro kazdé
n € N, n > k, ur¢it hodnotu a, € A na zakladé hodnotay,...,a,—1, pak je mozné
definovat posloupnost {a,};2 ;. Takovému zadani posloupnosti fikame rekurentni.
Existence a jednoznacnost takto zadané posloupnosti je ovérena ve Vété .

Nejcast¢jsi zptsob zadani rekurentni posloupnosti {a,}52; vypada nasledov-
né. Je dana neprazdna mnozina A a zobrazeni g: A — A. Prvek a; € A je dan
aap = glap—1) pron € N,n > 1.

Prikladem takové posloupnosti je posloupnost definovana predpisem a; = 1,
An+1 = 2an, nebot staci polozit A =R a g(x) = 2x, x € R.

1.4.32. V paragrafu jsme si ptiblizili vyznam terminu axiom. Na tomto misté
je vhodné uvést jeden z axiomu teorie mnozin pro jeho vztah k pojmu zobrazeni.
Jde o axiom vybéru a zde je jeho formulace:

Pro kazdy indexovany systém neprazdnych mnozin (Cp)pey existuje zobrazenig: I —
Uper Cp takové, ze pro kazdé b € I plati ¢(b) € Cp.

Axiom vybéru tika, Ze existuje zobrazeni ¢, které pro kazdé b € I vybere hodnotu
¢(b) z neprazdné mnoziny Cp. Vyrok ptisobi samoziejmé, n¢které jeho dusledky
viak jiz tak samoziejmé nejsou. Dalsf vysvétleni je uvedeno v Dodatku . Axiom
vybéru budeme ¢asto pouzivat bez vyslovného upozornéni podobné jako dalsi axi-
omy teorie mnozin.

1.4.33 (konstrukce posloupnosti pomoci axiomu vybéru). Necht 4 je neprazdna
mnozina. Posloupnost prvkti mnoziny 4 je mozné konstruovat také takto. Prvek
ay zvolime z jisté neprazdné podmnoziny 4; mnoziny A. Mame-li zkonstruova-
ny prvky ay,...,a,, ur¢ime v zavislosti na téchto prvcich neprazdnou mnozinu
Apt1 C A az ni vybereme prvek a, 1. Mnoziny A,,n € N, ze kterych vybirame
¢leny nasi posloupnosti, zavisi na konkrétnim cili, pro ktery posloupnost konstru-
ujeme. Timto zptisobem skute¢né obdrzime posloupnost {a,}32,. Neni to ale tak
jednoduché, protoze presné odiivodnéni existence posloupnosti {a, }52 ; vyzaduje
pouziti axiomu vybéru. Vice naleznete v Dodatku @
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1.5. Mnozina realnych cisel

Vlastnost existence suprema.

1.5.1. Ciselné obory ptirozenych, celych, racionalnich a realnych cisel maji pro
dalsi vyklad zasadni vyznam. Jejich presnd konstrukce v$ak neni snadna, a proto ji
provedeme az v Dodatku . V dal$im vykladu vysta¢ime se stfedoskolskymi po-
jmy, které doplnime o vlastnost existence suprema. V Definicich a jsme
zavedli pojem horni zavory, dolni zavory, omezenosti mnoziny a pojmy suprema
a infima pro obecné usporadani. Nyni tyto pojmy pouzijeme pro mnozinu realnych
¢isel s uvedenym usporadanim <. Vlastnost existence suprema realnych cisel 1ze
pak formulovat nasledovné.

Kazda neprazdna shora omezena podmnozina R ma supremum. (1.8)
Mnozina realnych ¢isel spolu s jejim usporadanim a s operacemi scitani a nasobeni
je zkonstruovana tak, ze pravé uvedenou vlastnost ma. Vlastnost suprema je dile-

zita, nebot n¢které hlubsi véty o realnych ¢islech bychom bez ni nemohli dokazat.

Vlastnosti pocetnich operaci a usporadani. V tomto textu predpokladame
znalost zakladnich pravidel pro praci s usporadanim realnych ¢isel a s operacemi
s¢itani a nasobeni. V dal$im si vsak n¢které vysledky pripomeneme a také zavedeme
znaceni, které budeme pouzivat.

1.5.2. Oznaceni. (a) Nechtm,n € Z, m < n, apro kazdéi € {m,...,n}jea; € R.
Potom symbolem >, ai znaime soudet viech realnych ¢isel ap, . .., an, tedy

n
N S S

i=m

Je-lim > n, pak klademe

n
Zai =0.

i=m
(b) Nechtm,n € Z, m < n,aprokazdéi € {m,...,n}jea; € R. Potom symbolem
[17=,, @i zna¢ime soucin viech redlnych &isel apm, . .., an, tedy

n
l_[ ai =d4m " dm+1"" dp—1"dn.
i=m
Je-lim > n, pak klademe

n
l_[ a; = 1.
i=m

Pripomenme jesté, ze pokud a € R an € N, pak symbol a” znaci soucin

a-da---ad-da.
————

n krat
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Pokuda € R,a # 0,an € N, pak symbol a™" znaci soucin

n krat

Pro a € R definujeme symbol a® jako 1. Zde nedefinujeme novou poéetni operaci,
ale pouze uzite¢nou zkratku, kterd zjednodusuje zapis n¢kterych vyrazi. Toto je
tfeba mit na paméti zejména v pripadé, kdy a = 0.

(c) Pro kazdé n € N U {0} definujeme symbol n!, ¢teme n faktorial, takto: 0! = 1
an!=n-(n—1)!pron € N. Pokud n € N, pak je ¢islo n! souc¢inem ¢isel 1,...,n.

(d) Pro n,k € N U{0},k < n, definujeme kombinaéni éislo (}), ¢teme 7 nad k,
predpisem

n n!

k n—Kk)'k!"
(e) Nechtn € N aay,...,a, € R. Potom zapis a; < --- < a, znamena, ze plati
nerovnosti a; < dp, d < as,...,dp—1 < a,. Obdobné znaceni pouzivame i pro

dalsi typy nerovnosti.

(f) V dalsim vykladu budeme pouzivat i zapisy x > y a x > y, které po radé¢
znamenaji totéZzcoy <xay < x.

1.5.3. Presné vzato jsou definice souctu a soucinu kone¢né mnoha realnych ¢isel
induktivni. Mame-li definovan soucet (soucin) n realnych ¢isel, mtizeme definovat
soucet (soucin) n + 1 realnych ¢isel. Z téchto definic by mély také vychazet dika-
zy béznych pravidel pro pocitani s kone¢nymi soucty a souciny, jako je napiiklad
vzorec

n3 na n3
E an = 2 an + E An,
n=n n=ni n=ns+1

kde ny < ny < n3 jsou pfirozena ¢isla a ap,,...,an, jsou realna cisla. Zde vsak
volime vys$e uvedeny neformalni vyklad, nebot jeho presnost je pro nas text dosta-
Cujici.

Uvedme nasledujici pozorovani, ktera jsou uzite¢na pii praci se soucty real-
nych cisel.

1.5.4 (posun s¢itactho indexu). Nechtm,n, p € Z,m < n,aprokazdéi € {m,... ,n}
je a; € R. Potom plati
n n+p
dai= Y aip.
i=m i=m+p

nebot v obou souctech sé¢itdme redlna &isla ay, . .., a,.
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1.5.5 (teleskopicka suma). Necht m,n € Z, m < n, a pro kazdé i € {m,...,n} je
a; € R. Potom plati

n—1
> @iv1 —ai) = an — am.
i=m

nebot

n

n—1 n—1 n—1 n—1
Y (@iy1—a) =Y aipi—y ai= Y ai—Yy a
i=m i=m i=m i=m

i=m+1
n—1 n—1
:(an+ Z ai)_(am+ Z ai>:an_am-
i=m+1 i=m+1

M¢én¢ formalné lze platnost dokazované rovnosti nahlédnout i tak, Ze uvazo-
vanou sumu rozepiseme po jednotlivych ¢clenech a vSimneme si, ze kromé ¢lenti a,
a —a;, se v rozpisu vyskytuje vidy —a; aa;, i =m+1,...,n — 1.

1.5.6. Véta (binomicka véta). Pro kazdé n € N U {0} a pro kazda a,b € R plati
@+ b)" = ];) (Z)a"‘kbk. (1.9)

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 0 a libovolnd a,b € R

plati

(a+hb)° =1,

0
Z (O)ao_kbk = (O)aobo =1
k 0
k=0

Odtud dostavame @ pron = 0.
Predpokladejme, ze n € N U {0}, a,b € R a vztah @ plati. Pak diky induk¢-

nimu pfedpokladu a algebraickou tipravou dostaneme

(a+b)""'=(@+b)"-(a+b)= (Z (Z)a”‘kbk) (a +D)

k=0
n n
_ Z (Z)ank+lbk + Z (Z)ankbk+l.
k=0 k=0

Podle pozorovani v obdrzime

n n+1
Z N\ n—kpk+1 _ Z n n+l1-kpk
(k)a b - (k - 1)a b ’

k=0 k=1
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a tedy

n+1

n+l _ = (n n—k+1k n n+l—kpk
(a +b) —Z(k)a b +kz=:l(k_1)a b

k=0

n n
_ o+l n —k+17k n n+1—kpk n+l1
_a +;(k) b +I;(k_l)a Wb

Y L o N W - n n n—k+1pk n+ 1\ 44
o1 R o i (1 I P ) B e

Dokazované tvrzeni nyni plyne z nasledujictho vztahu, ktery plati pro kazdé n, k €

N,k <n:
n n _ n! n!
)T \e=1) T oo T ari—ok =)

_ n! 1 1
- (n—k)!(k—1)!'(%+n+1—k)

B n! n+1 _[n+1
T =k =-1! m+1-kk \ k |

Nasledujici ptiklad obsahuje zobecnéni znamych vztahtia>~b? = (a—b)(a+b)
aa®—b3 = (a—>b)a®+ab + b?).

1.5.7. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N a pro vechna a,b € R plati

n
a"—b"=(@a->b)- Za"ikbkfl.
k=1

Reseni. Vztah odvodime tipravou pravé strany:

(a —b) . Zan_kbk_l — Zan+1_kbk_l _ Za”_kbk
k=1 k=1 k=1

n n—1
=a" + Zan+l_kbk_l _ Zan—kbk _p"
k=2 k=1
n—1 n—1
=a" + Z a"kpk — Z a"kpk —pr (podle[1.5.4)
k=1 k=1

=a" - b".
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1.5.8. Priklad. Nechtg € R\ {1} an € N U {0}. Dokazte, ze potom plati
_ n+1

§ : k
q = —
k=0

l1—¢q

ReSen, Pouzijeme Ptklad [[.5.7 proa = 1,5 = g a na misto &isla n dosadime n + 1.
Pak s pomoci [.5.4 obdrzime

n+1 n
=g =(1-9)) ¢ "=010-9) 4~
k=1 k=0
Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah, nebot 1 — g # 0, a tedy mtizeme obé
strany rovnosti vyd¢lit ¢islem 1 —g¢. *
Absolutni hodnota realného disla.

1.5.9. Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu jako

| = X, pokud x > 0,
) —x, pokud x < 0.

1.5.10. Neni tézké si rozmyslet, ze pro kazdé x € R plati:

(@) |x] =0,

b)) x| =0 x =0,
© |x|=[—xI,

() [IxI] = Ix[,

(e) VA eR: |Ax| = |A] - |x].
Geometricky miizeme absolutni hodnotu ¢isla x interpretovat jako vzdalenost bo-
du x od pocatku na redlné ose. Vyraz |x — y| pak nazveme vzdalenosti bodu x od

bodu y.

Nasledujici nerovnost budeme pfi praci s absolutni hodnotou ¢asto pouzivat.
Jeji nazev pochazi z jejiho zobecnéni pro komplexni ¢isla, které vyjadiuje nerov-
nost mezi souc¢tem délek dvou stran trojihelnika a délkou zbyvajici strany.
1.5.11. Véta (trojuhelnikova nerovnost). Pro kazda a,b € R plati
la + b| <la|+ |b]|. (1.10)
Diikaz. Nechta,b € R. Z definice absolutni hodnoty vyplyva, ze platia < |a|ab <
|b|. Odtud dostavame a + b < |a| + |b|. Opét z definice absolutni hodnoty snadno
vyplyva, ze plati —a < |a| a také —b < |b|. Odtud dostavame —(a + b) < |a| + |b|.
Podle definice absolutni hodnoty plati |a + b| = a + b nebo |a + b| = —(a + b).

V obou piipadech tedy dostavame |a + b| < |a| + |b|, ¢imZ je nerovnost ([L.10)
dokazana. =

1.5.12. Duisledek. (a) Pro kazda x, y € R plati
[lxI =yl < Ix =yl (1.11)
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(b) Pro kazda x, y,z € R plati
x =yl <lx—zl+lz=-yl (1.12)

Diikaz. (a) Necht x,y € R. Polozme v (.10) nejprve a = y, b = x — y. Obdrzime
|x| = |y +x—y| < |y|+I|x—y| Plati tedy |x|—|y| < [x—y]. V dale polozme
a=x,b=y—x.Dostaneme |y| =[x +y — x| < |x| + |y — x| = |x| + |x — y|. Plati
tedy —(|x| —|y|) < |x — y|. Z obdrzenych nerovnosti a definice absolutni hodnoty
ji pyne (L1D).

(b)V polozmea = x—z,b = z—y, adostaneme pozadovanou nerovnost. ®

1.5.13. Poznamka. N¢kdy byva trojihelnikovou nerovnosti nazyvana nerovnost
[L.12).

1.5.14. Lemma. Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze pro
kazdé e e R,e > 0, plati |a — b| < K¢, potoma = b.

Diikaz. Provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, ze ackoli jsou podminky lem-
matu pro realna &isla a, b splnény, jsou ¢isla a a b rizna. Pfedpokladejme nejprve,
zea > b. Polozme ¢ = ﬁ(a —b). Cislo e je kladné, a proto podle predpokladu
plati0 < |a —b| < Ke = %(a —b). Odtud vyplyva 0 < a —b < %(a —b), coz je
spor. Pokud a < b, pak polozime ¢ = ﬁ(b — a) a spor obdrzime obdobné jako
v predchozim pitipadé. [

1.5.15. Lemma je uzite¢nym nastrojem jak dokazat rovnost dvou realnych
¢isel. Misto, abychom dokazovali rovnost dvou ¢isel pfimo, dokazeme, ze rozdil
uvazovanych ¢isel v absolutni hodnoté je mensi nez libovolné kladné realné &islo.

Dalsi vlastnosti suprema a infima.

1.5.16. Usporadani < na mnoziné R je linearni, a proto je ¢islo G € R supremem
mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(@) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) VG' €R,G' <G 3Ix e M: G < x.

Pokud je totiz G supremem mnoziny M, pak je G horni zavorou M, a tedy spl-
nuje (a). Jestlize G’ € R, G’ < G, potom G’ neni horni zavorou M. Odtud plyne,
ze existuje x € M takové, Ze neplati x < G’. Mame tedy x # G’ a diky lineari-
t¢ usporadani < plati G’ < x. Dohromady tedy mame G’ < x, ¢imz je ovéfena
podminka (b).

Nyni predpokladejme, Ze G € R spliuje podminky (a) a (b). Potom je G horni
zavorou mnoziny M. Pfedpokladejme, ze G’ € R je horni zavorou M. Chceme
ukazat, ze plati G < G'. Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Potom diky linearité
uspofadani < dostavame G’ < G. Podle vlastnosti (b) existuje x € M takové, ze
G’ < x, coz je ovsem spor s predpokladem, ze G’ je horni zavorou mnoziny M.

Obdobné ¢islo g € R je infimem mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(c) g je dolni zavorou M,
(d VgeR,g<g IxeM:x<g.
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1.5.17. Véta (existence infima). Necht M C R je zdola omezena neprazdna mno-
zina. Potom existuje infimum mnoziny M a pfi oznaceni —M = {x € R; —x € M}
plati inf M = —sup(—M).

Ditkaz. 5 Mnozina —M je ziejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou mno-
ziny M. Pro kazdé x € —M plati —x € M, takze K < —x, tedy x < —K. Odtud
plyne, Ze —K je horni zavorou mnoziny —M . Mnozina —M je tedy shora omezena.
Z @ plyne existence suprema mnoziny —M , které ozna¢ime symbolem G. Do-
kazeme, ze prvek g¢ = —G je infimem mnoziny M tak, Ze ovéfime podminky (c)
a (d) z charakterizace infima v [1.5.16.

Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy —x < G, takze g < x. Cislo g je proto
dolni zavorou mnoziny M. Tim jsme ov¢rili podminku (c). Predpokladejme, ze
g €Rag < g’ Polozme G' = —g’. Potom G’ < G, a z vlastnosti (b) v tedy
vyplyva, ze existuje y € —M takové, ze G’ < y, takze —y < g’. Protoze —y € M,
ovétili jsme i podminku (d) v [1.5.16. Tim je dtikaz proveden. ]

1.5.18. Lemma. Necht 4, B C R jsou neprazdné mnoziny splnujici
Yae AVbe B:a<b.
Pak existuje sup A a inf B a plati sup A < inf B.

Ditkaz. Vezméme ag € A a by € B libovolné. Podle predpokladu je a¢ dolni zavo-
rou B a by horni zavorou A. Diky neprazdnosti obou mnozin tedy existuje sup A
a inf B. Protoze kazdé b € B je horni zavorou A, plati pro kazdé b € B nerovnost
sup A < b. Tedy sup 4 je dolni zavorou B, z ¢ehoz plyne sup A < inf B. ]

1.5.19. Definice. Necht f je zobrazenido R a M C D(f). Rekneme, Ze f je

shora omezena na M, jestlize mnozina f(M) je shora omezena,
zdola omezena na M, jestlize mnozina f(M) je zdola omezena,
omezena na M, jestlize mnozina f(M) je omezena,

konstantni na M, jestlize pro véechna x,y € M plati f(x) = f(y).

1.5.20. Véta. Necht M je neprizdna mnozinaa f: M — Rag: M — R jsou
zobrazeni.

(a) Jestlize f a g jsou shora omezena, potom

sup(f +g)(M) < sup f(M) + sup g(M).

(b) Jestlize f a g jsou zdola omezend, potom
inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M).

Diikaz. (a) Mnoziny f(M)a g(M) jsou neprazdné a shora omezené, a proto existuji
jejich suprema, ktera oznacime po rfad¢ A a B. Necht x € M. Potom z definice
suprema plyne f(x) < A a g(x) < B, a tedy také f(x) + g(x) < A + B. Protoze
x € M bylo zvoleno libovolné, je A4 B horni zavorou mnoziny (f +g)(M). Odtud
plyne tvrzeni (a).

(b) Tvrzeni lze dokazat obdobné jako (a). ]
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Maximum a minimum mnoziny.

1.5.21. Definice. Necht M C R.
e Rekneme, 7e a je nejvétsim prvkem (maximem) mnoziny M, jestlize a €
M a a je horni zavorou mnoziny M.
o Rekneme, Ze b je nejmensim prvkem (minimem) mnoziny M, jestlize
b € M ab je dolni zavorou mnoziny M.
1.5.22. Pokud maximum a minimum mnoziny M existuji, pak jsou uréeny jedno-
znacné. Jsou-li totiz Gy, G, maxima mnoziny M, pak G; i G, jsou horni zavory
M. Plati tedy G < G2 a G2 < Gy, a proto G; = G,. Obdobn¢ se dokaze jed-
nozna¢nost minima. Minimum a maximum mnoziny M zna¢ime po fad¢ min M
amaxM.
1.5.23. Véta. Necht M C R.
(a) Existuje-li maximum M, pak existuje i supremum M a sup M = max M.
(b) Existuje-li minimum M, pak existuje 1 infimum M a inf M = min M.
Diikaz. (a) Predpokladejme, ze G = max M. Pak je G horni zavorou M, a tedy je
splnéna podminka (a) z [L.5.16. Je-li nynf G’ < G, pak G je prvek M vétsi nez G/,
a tedy je splnéna i podminka (b) z [1.5.16. Proto je &islo G supremem mnoziny M.

(b) Tvrzenti lze dokdzat obdobné. [

1.5.24. Priklad. Nechtx,y € R a A = {x, y}. Pak existuje maximum i minimum
mnoziny A.

Reseni. Budeme postupovat rozborem piipadu. Z linearity usporadani R plati x <
y nebo y < x. V prvnim pripadé¢ je ziejmé
max{x,y} =y, min{x,y}=x,
v ptipad¢ druhém plati
max{x,y} =x, min{x,y}=y.
»

1.5.25. Véta. Necht M C N je neprazdna mnozina. Potom existuje minimum M.

Ditkaz. Pomocné turzeni. Nejprve matematickou indukei pro kazdé n € N dokazeme,
ze pokud je mnozina M N {1,...,n} neprazdna, pak existuje jeji minimum. Pro
n = 1 tvrzeni zfejm¢ plati. Pfedpokladejme platnost tvrzeni pro n a neprazdnost
mnoziny M N{1,...,n+1}. Pokud navic M N{1,...,n} # @, pak podle indukéniho
predpokladu existuje min(M N {1,...,n}) a plati

min(M N{1,...,n+1}) = min(M N{1,...,n}).
Pokud M N{1,....,n} =@, potom M N{l,....n+1} ={n+1}a

min(M N{1,....,n+1}) = {n + 1}.

Tim je pomocné tvrzeni dokazano.
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Viastni ditkaz. Mnozina M je neprazdna, a proto existuje prirozené ¢islon € M.
Potom podle pomocného tvrzeni existuje min(M N {1,....n}) a protoze ziejmé
platimin M = min(M N {l1,...,n}), je tim tvrzeni dokazano. [

Intervaly realnych ¢isel.

1.5.26. Definice. Nechta,b € R, a < b. Definujme mnoziny

(a,b) ={x eR; a <x < b}, [a,b] ={x € R; a < x < b},

(a,b] ={x e R; a < x < b}, [a,b) ={x € R; a < x < b},
(—o0,b) = {x e R; x < b}, (—o0,b] = {x e R; x < b},

(a,00) ={x e R; a < x}, [a,00) ={x € R; a < x},
(—00,00) = R.

Pak mnoziny (a,b), (=00, b), (a,00) a (=00, 00) nazyvame otevienymi intervaly,
mnozinu [a, b] nazyvame uzavienym intervalem. Interval, ktery je prazdny nebo
obsahuje pravé jeden bod, nazyvime degenerovany, ostatni intervaly nazyvame
nedegenerované. Vyznam pojmu krajni bod intervalu je zfejmy. Bod, ktery patii
do intervalu 7, ale neni krajnim bodem 7, nazyvame vnitfnim bodem intervalu /.

1.5.27. Prazdna mnozina je také interval, nebot (a,a) = @ pro kazdé a € R. Také
kazda jednoprvkova podmnozina R je interval, nebot [a, a] = {a} pro kazdéa € R.

Nasledujici lemma udava uzite¢nou charakterizaci intervalu. Chceme-li uka-
zat, ze jista mnozina je interval, staci ovéfit podminku (), ktera tik4, Ze mnozi-
na s kazdymi dvéma svymi body x a y obsahuje i vsechny body mezi x a y. Neni
tedy tfeba hledat krajni body intervalu. Lemma pouzijeme napiiklad v diikazu V¢-

ty R
1.5.28. Lemma. Necht M C R. Mnozina M je interval pravé tehdy, kdyz plati
Vx,yeMVzeR: (x<z<y=2z€M). (1.13)

Rada matematickych vét mé tvar ekvivalence. Jejich diikaz ¢asto vedeme tak,
ze dokazeme postupné dvé implikace. Pro zjednoduseni a zptehlednéni zapisu bu-
deme obcas pouzivat symboly = a <=, které uvedou piislusné c¢asti diikazu.

Diikaz Lemmatu . = Predpokladejme, ze M = (a.b), kdea,b e Raa < b.
Pro ovéfeni podminky ( vezméme x,y € M a z € R takové, Ze x < z < y.
Potom platia < x <z <y < b,atedyz € M. Tim je podminka ([.13) po uvedeny
typ intervalu ovéfena. Pro ostatni typy intervalt je ovéreni obdobné.

& Predpokladejme, Ze mnozina M splnuje ) Pokud M = @, pak je M
interval. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R = (—o0, +00). Vezmeme-
-li totiz libovolné éislo z € R, pak k nému nalezneme x € M, x < z, nebot M
neni zdola omezena, a také y € M, z < y, protoze M neni shora omezena. Podle
predpokladu tedy plati z € M.

Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = supM a g = inf M. Plati
(g.G) C M. Je-litotiz z € (g, G), pak podle definice infima existuje takové x € M,
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ze x < z, podobné podle definice suprema existuje y € M, z < y. Podle naseho
predpokladu je tedy z € M. Dale je M C [g, G], nebot g je dolni zavorou M a G
je horni zavorou M. Mnozina M je tedy interval s krajnimi body g a G, pficemz
kazdy z nich mutze, ale nemusi, patfit do M.

V ostatnich pripadech, kdy M je omezena pouze zdola a kdy M je omezena
pouze shora, lze tvrzeni dokazat obdobné. ]

Cela ¢ast realného cisla.
1.5.29. Lemma. Nechtn,m € Z,n < m. Potomn +1 < m.

Diikaz. Provedeme piimy dikaz. Jelikoz n < m, je m — n kladné celé ¢islo. Tedy
m — n je ptirozené ¢islo, a proto 1 < m — n. Tim je tvrzeni dokazano. [}

1.5.30. Véta (Archimédovall vlastnost realnych cisel). Necht x € R. Pak existuje
n € N spliujici x < n.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, zZe pro vSechnan € N platin < x. Potom je mno-
zina N neprazdna a shora omezena. Existuje tedy ¢islo G € R, které je supremem
mnoziny N. Pro kazdé n € N je n 4 1 opét ptirozené ¢islo, a proto pro kazdé n € N
platin +1 < G. Odtud plyne, ze pro kazdé n € N platin < G —1. Cislo G — 1 je te-
dy horni zavorou mnoziny N, coz je ovsem ve sporu s definici G, které je nejmensi
horni zavorou N. [

1.5.31. Véta (cela cast). Necht x € R. Pak existuje pravé jedno k € Z takové, ze
k<x<k+1.

Diikaz. Existence. Oznaéme M = {n € Z; x < n}. Cislo x je dolni zavorou mnozi-
ny M, a proto je M zdola omezena. Podle Véty je M neprazdna. Existuje
tedy ¢islo g € R, které je infimem mnoziny M. Podle definice infima existuje k € M

takové, zek > g—1.Platitedy k € Zak < x. Pon¢vadzk +1 > g,platik+1 ¢ M,
atedyx <k +1. Cislo k m4 tedy pozadované vlastnosti.

Jednoznacnost. Pro spor predpokladejme, ze existuji k, j € Z takova, ze j # k, k <
x <k+1laj <x < j+1.Bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze j < k.

Potomk <xax—1< j,takie0 <k—j < 1.Protozek—j € Za0 < k—j,plyne
zLemmatu,ielSk—j.Tojesporstim,iek—j<1. [ |

1.5.32. Definice. Necht x € R. Potom ¢islok € Z splnujicik < x < k+1nazyvame
celou &asti ¢isla x.

1.5.33. Podle Véty existuje pro kazdé realné ¢islo jednoznac¢né urcena cela

cast, kterou znac¢ime [x]. Nyni ukaZeme zajimavé poutziti tohoto pojmu.

1.5.34. Véta (hustota Q vRR). Nechta,b € R,a < b. Potom existuje y € Q takové,
zea<y<bh.

*Archimédés ze Syrakus (287 pt.n.1.-212 pt.n. 1)
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Diikaz. Podle Véty m existuje ke kladnému ¢islu # éislo n € N takové, ze

—a

plati 7=~ < n. Je tedy na + 1 < nb. Polozme y = ["“]+1 . Potom y € Q a podle
Véty plati
na [nal+1 na+1 nb
a=—< < < —=b,
n n n n
takzea <y < b. m

1.6. Konec¢né a spoetné mnoziny

Porovnavani mohutnosti mnozin. Pojem »pocet prvki mnoziny“ je mozné
roz§itit 1 na prlpady, kdyJe uvazovana mnozma nekonecéna. Potom misto tohoto
pojmu pouzwame pojem ,,mohutnost mnozmy . Jeho presné zavedeni vsak pre-

sahuje ramec naseho textu a je mozné jej nalézt napiiklad v knize [3]. V tomto

oddilu pouze ukazeme jeden ze zptisobii jak porovnavat mnoziny co do velikos-
ti, ktery s pojmem mohutnosti pracuje implicitné. Podame také presnou definici
konec¢nych a nekone¢nych mnozin.

1.6.1. Definice. (a) Rekneme, e mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozi-
na B, jestlize existuje bijekce 4 na B. Zna¢ime A ~ B.

(b) Rekneme, Ze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mno-
zZiny B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Znacime A < B.

(c) Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost nezZ mnozina B, jestlize existuje
prosté zobrazeni A do B a pritom A nema stejnou mohutnost jako B. Znacime
A < B.

1.6.2. Definice. Necht A je mnozina. Zobrazeni Id4: A — A definované predpi-
sem Idg(a) = a, a € A, nazyvame identickym zobrazenim.

1.6.3. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A< A,
(b) pokud A <BaB =<C,pakA=C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Idy je zfejmé prosté zobrazeni mnoziny A do mno-
ziny A, a tedy A < A.

(b) Podle predpokladu existuji prosta zobrazeni f: A — B ag: B — C. Slozené
zobrazeni g o f je dobfe definovano na mnoziné¢ 4 a ma hodnoty v mnoziné C.
Pokud (g o f)(x) = (g o f)(») pro néjaka x, y € A, pak f(x) = f(»), nebot g je
prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To znamena,
ze zobrazeni g o f je prosté, coz dokazuje vztah 4 < C. [

1.6.4. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A~ A,
(b) pokud A ~ B, pak B ~ 4,
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(c) pokud A~ BaB~C,pak A~ C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Id4 je bijekce mnoziny A na mnozinu A4, a proto
A~ A

(b) Piedpokladejme, Ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni f je
prosté, a proto existuje zobrazen{ f~!. Defini¢nim oborem zobrazen{ f~! je mno-
Zina B a obor hodnot /™! je roven A. Zobrazeni f~': A — B je tedy zobrazenim
na B. Pokud pro x,y € B plati f7'(x) = f~1(»), potom x = f(f~'(x)) =
F(f7'(y)) = y, a zobrazeni 7! je tedy prosté. Dostavame tak, ze zobrazen{ f~!
je bijekce, a proto ma mnozina B stejnou mohutnost jako mnozina 4, tj. B ~ A.

(c) Podle predpokladu existuje bijekce f mnoziny A na mnozinu B a bijekce g
mnoziny B namnozinu C. Slozené zobrazeni go f je dobfe definovano na mnoziné
A a ma hodnoty v mnoziné C. Pokud (g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(»),
nebot g je prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To
znamena, ze zobrazeni g o f je prosté.

Predpokladejme, ze ¢ € C. Pak existuje prvek b € B takovy, ze g(b) = ¢, nebot
g je zobrazenim na C. Pro prvek b existuje prvek a € A takovy, ze f(a) = b, nebot
f je zobrazenim na B. Potom plati (g o f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazeni
g o f je tedy zobrazenim na C.

Zobrazeni g o f je tedy bijekce A na C. Tim je tvrzeni dokazano. [

1.6.5. Véta (Cantori-Bernsteinf). Necht X a Y jsou mnoziny splnujici X < Y
aY =< X.Pak X a Y maji stejnou mohutnost.

K ditkazu Cantorovy-Bernsteinovy véty pouzijeme nasledujici lemma. Pripo-
menme, ze symbol £ (X) znaci potenéni mnozinu (vizte .
1.6.6. Lemma. Necht X je mnozinaa H: P(X) — £ (X) je zobrazeni splnujici
podminku
VA, B e P(X): AC B= H(A) C H(B). (1.14)
Potom existuje C C X takové, ze H(C) = C.

Diikaz. Definujme € = {4 € P(X); A C H(A)}. Ukdzeme, ze C = |J € je hleda-
nou mnozinou. Ziejmé plati C C X. Pokud 4 € €, potom A C C podle definice C.
Diky (L.14) pak plati H(4) C H(C). Dohromady tedy mame A C H(A) C H(C).
Z této tvahy a definice C dostavame C C H(C). Nyni znovu pouzijeme
pro dvojici mnozin C a H(C) a dostaneme H(C) C H(H(C)). To znamena, ze
H(C) e €,atedy H(C) C C.Tim je rovnost H(C) = C dokazana. [ ]

Diikaz Véty[1.6.3.  Podle predpokladu véty existuji prostd zobrazeni f: X — Y
ag:Y — X. Definujme zobrazeni H: £ (X) — £ (X) predpisem

H(A) =X \g(¥\ f(4)).

5Georg Cantor (1845-1918)
6Felix Bernstein (1878-1956)
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Pokud U C V C X, potom f(U) C f(V),atedytaké¢ Y \ f(V) C Y \ f(U). Od-
tud jiz snadno odvodime inkluzi H(U) C H(V). Zobrazeni H tedy splnuje pted-
poklady Lemmatu , s pomoci kterého nalezneme mnozinu C C X splnujici
H(C) = C. Pak plati

C=H(C)=X\g(Y\ f(C)).
Odtud plyne X \ C = g(Y \ f(C)). Zobrazeni g|y\ s(c) je tedy prosté zobrazen{
mnoziny Y \ f(C) na mnozinu X \ C. Potom g™!|x\¢ je prosté zobrazeni X \ C na

Y \ f(C). Ponévadz f|c je prosté zobrazeni C na f(C), je nasledujici zobrazeni
h: X — Y hledanou bijekci mezi mnozinami X a ¥

h(a) = f(@) proaceC,
g '(a) proaecX\C.
Z nasledujici véty vyplyva, ze pro kazdou mnozinu existuje mnozina, ktera je

,vetsi“ ve smyslu Definice [L.6.1].
1.6.7. Véta (Cantor). Necht X je mnozina. Pak X < 2 (X).

Ditkaz. Zobrazenig: X — P (X) definované predpisem ¢(x) = {x}, je prosté, takze
plati X < 2P(X).

Zbyva ukazat, ze mnoziny X nema stejnou mohutnost jako &£ (X). Provedeme
dtkaz sporem. Predpokladejme, ze existuje bijekce ¢ : X — P (X). Ozna¢me 4 =
{x € X: x ¢ ¢(x)}. Zobrazeni ¢ je bijekce, a proto mtizeme nalézt a € X takové, ze
¢(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice mnoziny A4 plati a ¢ ¢(a), coz je spor,
nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoziny 4 platia € ¢(a) = 4,
coz je opét spor. Tim je predpoklad existence bijekce ¢ priveden ke sporu a tvrzeni
je dokazano. [ ]

1.6.8. Lemma. Necht 4 je mnozina a f je zobrazeni. Potom f(4) < A.

Diikaz. Polozme I = f(A)aCp = f~'({b}) N Aprob € I. Pro kazdé b € I plati
Cp # 0. Podle axiomu vybéru existuje zobrazeni¢: f(A4) — A takové, ze pro kazdé
b e f(A)platip(b) € f~1({b})NA. Zobrazeni ¢ je prosté. Pokud totiz ¢(b) = ¢(b'),
potom plati b = f(p(b)) = f(¢(b)) = b'. Dostavame tedy f(A) < A. [

Koneéné mnoziny.
1.6.9. Definice. Rekneme, ze mnozina A je koneéna, pokud je bud prazdna, nebo
existuje n € N takové, Ze X ma stejnou mohutnost jako mnozina {1,.. ., n}.

1.6.10. Lemma. Necht p,q € N.
(a) Potom {l,..., py=<A{Ll,..., q} pravé tehdy, kdyz p < q.
(b) Potom {1,..., pr~A{l,..., g} pravé tehdy, kdyz p = q.

Dikaz. (a) =  Pro spor predpokladejme, ze {1,...,p} < {l,....q}a p > q. Di-
ky Véte miizeme predpokladat, ze p je nejmensi prirozené ¢islo, pro které
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existuje ¢ € N splnujici p > g a{l,..., p} <{1,...,q}. Pak existuje prosté zobra-
zeni f:{1,...,p} = {l1....,q}. Potom musi byt p > g > 1. Definujme zobrazeni
g:{lL....g}\{f(p)} > {1....,q — 1} pfedpisem
) i roi < f(p),
giy=14" P

i—1 proi> f(p).
Potom je zobrazeni g prosté, a tedy také zobrazeni go f|1,.... p—1} je prosté zobraze-
ni mnoziny {1,...,p—1}do{l,...,q—1}. Ponévadz0 < g — 1 < p—1, dostavame
spor s minimalitou p.

& Tato implikace je zfejma.
(b) Tvrzeni plyne snadno z (a). ]

1.6.11. Pokud X ~ {1,...,n} pro jisté n € N, pak je toto n ur¢eno jednoznac-
né. Pokud totiz X ~ {I,...,n} a X ~ {lI,...,m} pron,m € N, potom podle Ve-
ty [L.6.4(b),(c) plati {1,...,n} ~ {1,...,m}. Z Lemmatu [L.6.1G(b) pak plyne n = m.

Toto pozorovanti je dulezité pro korektnost nasledujici definice.

1.6.12. Definice. Pokud je mnozina X prazdna, pak tfikame, ze pocet prvki mno-
ziny X je roven 0. Pokud X ~ {I,...,n} pro jisté n € N, pak fikame, ze pocet
prvki mnoziny X je roven n. Pocet prvka kone¢né mnoziny X znadime | X|.

1.6.13. Véta. Necht X a Y jsou kone¢né mnoziny. Potom X ~ Y pravé tehdy, kdyz
|X|=1Y].

Diikaz. =  Mnoziny X a Y jsou bud ob¢ prazdné, nebo obé neprazdné. V prv-
nim piipadé¢ X = Y a pocet prvkat X a Y je roven 0. Ve druhém pripadé existuji
m,n € Ntakova,ze X ~ {1,...,m}aY ~ {1,...,n}. Potom _3odleVéty(b),(c)
dostavame {1,...,m} ~ {1,...,n}, a tedy podle Lemmatu (b) plati m = n,
neboli | X| = |Y].

< Mnoziny jsou opét bud obé prazdné, nebo obé neprazdné. V prvnim piipadé
X =Y aX ~ Y. Ve druhém pripadé¢ existuje n € N takové, ze X ~ {I,...,n}
aY ~ {l,...,n}. Potom podle Véty [1.6.4(b),(c) dostavime X ~ Y. [

1.6.14. Véta. Necht A C R je kone¢na mnozina. Potom je mnozina A omezena.
Je-li navic A neprazdna, pak existuje jeji maximum a minimum.

Diikaz. Je-li A prazdna, pak je zfejmé omezena, nebot kazdé x € R je zaroven horni
i dolni zavorou mnoziny A.

Necht je A neprazdna. V tomto pripadé provedeme diikaz matematickou in-
dukci podle poétu jejich prvki. Je-li A jednoprvkova, je tvrzeni ziejmé. Predpokla-
dejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdou mnozinu o n prvcich. Necht 4 je mnozina
o n + 1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢ mnoziny {1,...,n + 1} na mnozinu A. Po-
lozme B = {¢(1),...,¢(n)}. Pak B C R ma n prvki, a tedy je podle indukéniho
predpokladu omezena a existuje jeji maximum G’ a minimum g’. Polozme

g =min{p(n +1),¢'}, G =max{pn +1),G’}.
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CislagaG jsou dobfe definovana podle Prikladu . Dile plati
Vie{l,....n+1}: g < (i) <G.

Tedy g je dolni zdvora mnoziny A a G je horni zavora mnoziny A. Proto je mnozina
A omezena. Protoze g', G’ € p({1,...,n}) C A,je g,G € A. Nalezli jsme tedy mi-
nimum i maximum mnoziny A. Podle principu matematické indukce tedy tvrzeni
plati pro vechny kone¢né podmnoziny A C R. [

1.6.15. Véta (vlastnosti kone¢nych mnozin).

(a) Necht 4 je kone¢na mnozina a B C A. Potom B je kone¢na.

(b) Necht 4 je kone¢na mnozina, jejimiz prvky jsou kone¢né mnoziny. Po-
tom | # je kone¢nd mnozina.

(c) Nechtn e NaAy,..., A, jsou konecné mnoziny. Potom kartézsky soucin
Ay X -+ x Ay je kone¢na mnozina.

(d) Necht A4 je kone¢na mnozina a f je zobrazeni. Potom je mnozina f(A)
koneéna.

Diikaz. (a) Nejprve matematickou indukei podle n dokazeme, ze je-lin e Na A C
{1,...,n}, potomje mnozina A kone¢na. Je-lin = la A C {1}, pak bud je 4 prazdna
mnozina, nebo A = {1}. V obou ptipadech pfimo z definice plyne, ze mnozina A
je konec¢na.

Predpokladejme nyni, ze kazda podmnozina mnoziny {1,...,n} je koneéna.
Necht 4 je podmnozinou mnoziny {1,...,n + 1}. Pokud 4 C {1,...,n}, pak je A
kone¢na mnozina podle indukéniho predpokladu. V opa¢ném piipadé plati

A=(An{l,....n}) U{n+1}.

Pak je mnozina B = A N {l,...,n} konecna. Je-li B prazdna, pak 4 = {n + 1}
a existuje bijekce mnoziny {1} na mnozinu A. Je-li B neprazdna, potom existuji
k € N a bijekce ¢: {1,...,k} = B. Definujme y: {1,...,k + 1} — A predpisem

(i) = (i) prozie{l,...,k},
n+1 proi=k+1.
Pak je ¢ bijekce {1,...,k 4+ 1} na 4, a tedy 4 je kone¢na mnozina.
Predpokladejme nyni, Ze A je konecna neprazdna mnozina a B je jeji neprazd-
na podmnozina. Pak existujin € N a bijekce ¢ mnoziny 4 na mnozinu {1,...,n}.
Potom je zobrazeni ¢|p bijekci mnoziny B na mnozinu ¢(B). Podle prvni ¢asti
dikazu je mnozina ¢(B) koneéna, tj. existuji m € N a bijekce w mnoziny ¢(B) na
mnozinu {1,...,m}. Pak w o¢|p je bijekce mnoziny B na mnozinu {1,...,m}, takze
mnozina B je kone¢na.

(b) Nejprve dokazeme, ze sjednoceni dvou kone¢nych mnozin je kone¢na mnozi-
na. Necht tedy C a D jsou kone¢né mnoziny. Je-li alespon jedna z nich prazdna,
pak tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme tedy, ze jsou obé neprazdné. Potom exis-
tuji m,n € N, bijekce @ mnoziny C na mnozinu {1, ...,n} a bijekce  mnoziny D
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na mnozinu {1, ...,m}. Definujme zobrazeniy: D\ C — {n +1,...,n + m} pred-
pisem y(x) = B(x) +n,x € D\ C. Pak zobrazeni ¢: CUD — {l,....n + m}
definované predpisem

a(x), pokudxeC,

vl = y(x), pokudx e D\C,

je prosté zobrazeni mnoziny C U D do mnoziny {I,...,n 4+ m}, nebot zobrazeni
a|c, y|p\c jsou prostd a

a(C)yny(D\C)c{l,...,n}N{n+1,....,n+m} =0.

Plati ¢(C U D) C {l,...,n + m}, a mnozina ¢(C U D) je tedy konecna podle jiz
dokazané casti (a). Existuje tedy p € N takové, ze ¢(C U D) ~ {1,..., p}. Podle
platiC UD ~¢(CUD),atedy CUD =~ {l,..., p}. Mnozina C U D je tedy
koneéna.

Pokud je mnozina A kone¢na, pak je bud prazdna nebo ma n prvku, kde n €
N. V prvnim piipad¢ je jeji sjednoceni praizdnou mnozinou, a je tedy konecné.
Ve druhém pripadé dokazeme tvrzeni matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni
zfejmé plati. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht tedy A =
{A1,...,Any1}, kde A;,i =1,...,n+ 1, jsou dané koneéné mnoziny. Potom podle
indukéntho predpokladu je [ J!_; A; kone¢nou mnozinou. Pak je ale mnozina

n+1 n

UA: UAi:( Ai)UAn+1
i=1 i=1

=

kone¢na podle prvni ¢asti dikazu. Tim je podle principu matematické indukce
tvrzeni dok4zéano.

(c) Podobné jako v (b) sta¢i dokazat, ze kartézsky soucin dvou kone¢nych neprazd-
nych mnozin 4 a B je kone¢ny. Méjme m,n € N, bijekci @ mnoziny A na mnozi-
nu {1,...,n} a bijekci # mnoziny B na mnozinu {1,...,m}. Necht ¢ je zobrazeni
z Lemmatu [1.6.19. Pak zobrazeni ¢ definované piedpisem

V(a.b) = ¢(a(a). p(b)). (a.b) € AxB,

je prosté zobrazeni mnoziny A x B do kone¢né mnoziny {1,...,(n + m)* + n}.
Mnozina ¥ (A x B) je tedy konec¢na podle jiz dokazané casti (a). Odtud plyne
i kone¢nost mnoziny A x B, nebot A x B ~ /(A x B).

(d) Pokud je mnozina f(A) prazdnd, potom tvrzeni ziejmé plati. Predpokladej-
me tedy, ze f(A) je neprazdna. Diky Lemmatu vime, ze f(A) X A, tj. exis-
tuje prosté zobrazeni ¥ : f(4) — A. Potom je mnozina ¥ (f(A)) podmnozinou
kone¢né mnoziny 4, a je tedy podle (a) kone¢na. Mnozina ¥ (f(A)) je navic ne-
prazdna, takze existuje n € N takové, ze ¥(f(A)) ~ {1,...,n}. Ponévadz plati
V(f(A)) ~ f(A), dostavame podle Véty 1.6.4(b),(c) f(A) ~ {1,...,n}, takze f(A)

je konec¢na. m
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Nekonecné mnoziny.

1.6.16. Definice. Rekneme, e mno¥ina A4 je

e nckonecna, pokud neni konecna,
e spocetna, jestlize je kone¢na nebo ma stejnou mohutnost jako N,
e nespocetna, pokud neni spocetna.

1.6.17. Prikladem nekonecné mnoziny je mnozina pfirozenych cisel, coz bude
ukazano v nasledujici vété. Potenéni mnozina £ (N) je pak podle Véty pri-
kladem nespocetné mnoziny.

1.6.18. Véta. Mnozina N je nekoneéna.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze N je kone¢na. Mnozina N je neprazdna, mu-

si tedy existovat p € N a bijekce f mnoziny N na mnozinu {I,..., p}. Potom
Sla,pryi{L ..., p+ 1} > {1,..., p}je prosté, takze {1,...,p+ 1} < {1,..., p}.
Podle Lemmatu [1.6.1((a) pak plati p + 1 < p, co? je spor. ]

Nasledujici lemma muze byt ponc¢kud piekvapivé, protoze ukazuje, Ze mnozi-
nu N x N je mozné prosté zobrazit do N.

1.6.19. Lemma. Zobrazeni¢: N x N — N definované predpisem
@, m) = (n+m)* +n
je prosté.
Diikaz. Predpokladejme, ze plati ¢(n,m) = @(n’,m’) pro (n,m),(n’,m’) € N x N.
Potom mame
' +m + 1> @ +m)? +n =o', m') =on,m)
=m+m?+n>mn+m?

Odtud plyne nerovnostn’+m’+1 > n+m. Potom mame n’+m’ > n+m. Obdobné
odvodime nerovnost n’ + m’ < n 4+ m. Musi tedy platit n’ + m’ = n + m. Odtud
a z rovnosti ¢(n,m) = ¢(n’,m’) plyne n = n’, a tedy také m = m’. Zobrazeni ¢ je
tedy prosté. ]

1.6.20. Lemma. (a) Mnozina 4 je spocetna pravé tehdy, kdyz plati 4 < N.

(b) Necht A4 je neprazdna mnozina. Potom je A spocetna pravé tehdy, kdyz existuje
zobrazeni f: N — A, které je zobrazenim na A.

Dikaz. (a) = Pokud je 4 spocetna, pak je bud kone¢na, nebo A ~ N. V prvnim
piipadé je A bud prazdna nebo existuje n € N takové, ze A ~ {1,...,n}. Ziejmé
tedy plati A < N. Pokud A ~ N, pak také zfejmé¢ 4 < N.

< Necht f: A — N je prosté zobrazeni. Pokud je mnozina f(A4) kone¢na, pak
je podle a Véty [1.6.15(d) kone¢nd i 4, a proto je mnozina A spodetn.

Predpokladejme nyni, ze mnozina f(A) neni kone¢na. Budeme rekurentné
konstruovat posloupnost pfirozenych ¢isel {n; ;7> ;. Podle Véty existuje min f(A).
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Miuzeme tedy polozit n; = min f(A4). Predpokladejme, Ze pro k € N jsou jiz de-
finovana ¢&isla ny,...,nx € f(A). Kdyby platilo f(A) C {ni,...,ng}, potom by
podle Véty (a) byla mnozina f(A) kone¢na, nebot mnozina {ni,...,ng} je
kone¢na. Mnozina f(A) je vSak nekonecna, a proto mnozina f(A4) \ {ny,...,ng}

musi byt neprazdna. Diky Vété [1.5.25 mizeme definovat
yt nep y

nggr = min(f(A)\ {n1, ..., n}).

Tim je konstrukce posloupnosti provedena, vizte . Zobrazeni¢: k — ny,k €
N, je podle konstrukce prosté.

Ukazeme, ze plati ¢(N) = f(A). Z konstrukce plyne ¢(N) C f(A). Pro spor
predpokladejme, ze existuje m € f(A) \ ¢(N). Potom plati ny < m pro kazdé
k e N. Dostavame tak ¢(N) C {1,2,...,m}. Odtud plyne, Ze ¢(N) je konec¢na.
Podle lati ¢(N) ~ N, atedy N je kone¢na podle Véty (d), coz je spor
s Vétou [1.6.18

Vime jiz, ze plati 9(N) ~ N, a tedy f(4) ~ N. Odtud dostavame 4 ~ N,
nebot A ~ f(A) podle . Mnozina 4 je tedy spocetna.

(b) = Podlejiz dokazaného bodu (a) existuje prosté zobrazeni g: A — N. Mno-
zina A je neprazdna, takze mizeme nalézt prvek a € A. Zobrazeni f: N — A4
definujeme predpisem

g '(n), pokudn € H(g),

S = ga, pokud n € N\ #(g).

Potom zfejmé f(N) = A.

< Predpokladejme, ze f je zobrazenim mnoziny N na mnozinu A. Potom pod-
le Lemmatu plati A < N. Mnozina 4 je tedy spocetna podle jiz dokazané
casti (a). [

1.6.21. Véta (vlastnosti spocetnych mnozin).

(a) Necht 4 je spocetna mnozinaa B C A. Potom je mnozina B spocetna.

(b) Necht 4 je spocetna mnozina, jejimiz prvky jsou spocetné mnoziny. Po-
tom je mnozina | 4 spodetna.

(¢) Nechtn € N a Ay,..., A, jsou spocetné mnoziny. Potom je mnozina
Ay X --- X Ay spocetna.

(d) Necht 4 je spocetna mnozina a f je zobrazeni. Potom je mnozina f(A)
spocetna.

Diikaz. (a) ZobrazeniIdp: B — A je prosté, a tedy plati B < A. Ponévadz 4 < N
podle Lemmatu [[.6.20(a), dostavime B < N podle Véty [.6.3(b) a mnozina B je
tedy spo¢etna podle Lemmatu [1.6.20(a).

(b) Oznaéme 4 = s \ {#}. Potom je systém A spocetny podle jiz dokazaného
bodu (a), nebot A C 4. Dale zfejmé plati | J A = |J #. Pokud #4 = @, potom je
mnozina (A prazdna, a tedy spocetna. V opa¢ném piipadé existuje podle Lem-

matu (b) zobrazeni f: N — A, které je zobrazenim na A. Pro kazdé 4 € A
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existuje opét podle Lemmatu (b) zobrazeni g4: N — A, které je zobraze-
nim na A. Definujme zobrazeni ¢ : N x N — (J 4 predpisem ¥ (n,m) = gre)(m).
Zobrazeni ¥ je zobrazenim na |J A. Pro kazdé x € |J 4 totiz existuje A € A ta-
kové, ze x € A. Existuji tedy n,m € N takova, ze f(n) = A a g4(m) = x. Potom
V(1. m) = g7 (m) = galm) = x.

Podle Lemmat a (a) je mnozina N x N spocetnd, a tedy existuje
zobrazeni h mnoziny N na mnozinu N xN (Lemma (b)) Potom je zobrazeni
¥ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu (J+, coz podle Lemmatu (b)
dokazuje spocetnost mnoziny | 4.

(c) Podobné jako v dtikazu bodu (b) a (c) Véty sta¢i dokazat, Ze kartézsky
soucin dvou spocetnych mnozin 4 a B je spocetny. Kartézsky soucin 4 x B je
roven sjednocent |, 4{a} x B. Ztejmé plati {a} x B ~ B. Mnozina A x B je tedy
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna.

(d) Podle Lemmatu plati f(4) < A. Protoze A < N, dostavame podle Vé-
ty (b) f(A) < N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). [

1.6.22 (spocetnost N x N). V predchozim dikazu jsme mimo jiné ovérili, Ze mno-
zina N x N je spocetna. Spocetnost mnoziny podle definice vlastné znamena, ze
jeji prvky lze usporadat do posloupnosti (kone¢né nebo nekonecné). Prvky mno-
ziny N x N lze tedy uspotadat do posloupnosti a nasledujici obrazek neformélné
ukazuje jednu z moznosti jak to udinit.

OBRAZEK 1.

1.6.23. Priklad. Dokazte, ze mnozina racionalnich ¢isel Q je spocetna.
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Reseni. Mno¥ina Z je sjednocenim mnoziny N, mnoziny celych zapornych ¢isel,
a jednoprvkové mnoziny obsahujici ¢islo 0. Mnozina N je zfejmé spocetna podle
definice spocetnosti. Mnozina zapornych celych ¢isel je také spocetna, nebot zob-
razeni n = —n je bijekce této mnoziny na N. Mnozina {0} je jednoprvkova, a tedy
spodetné. Potom je mnozina Z spoéetna podle Véty [1.6.21|(b).

Mnozina Z xN je tedy podle Véty (c) spocetna. Zobrazeni f: ZxN — Q

definované piedpisem f(p.q) = pg~' zobrazuje Z x N na Q. Podle Véty 1.6.21(d)

je mnozina Q spocetna. *

1.6.24. Mnozina v$ech realnych ¢isel R je nespocetna. Ditkaz provedeme az v .

1.6.25. Priklad. Necht ¢ je disjunktni systém neprazdnych otevienych intervalt
v R. Dokazte, Ze potom je systém g spocetny.

Reseni. Pro kazdé J € ¢ nalezneme podle Véty raciondlni &islo gy € J. Pak
je zobrazeni definované predpisem J +— ¢y, J € &, prostym zobrazenim mno-
ziny ¢ do Q. Plati tedy § < Q. Ponévadz Q je spocetna, mame Q < N. Podle
Véty [1.6.3(b) plati § < N, takze podle Véty (a) je & spocetna. -

1.7. Vlastnosti elementarnich funkci

Redlnd funkce jedné rediné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni z mnoziny real-
nych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel. V tomto oddilu uvedeme definice nékterych
pojm, které jsou dulezité pri zkoumani funkci. Déle se seznamime s elementdrnimi
Sfunkcemi, tj. s polynomy, exponencialou, logaritmem, odmocninami, obecnou moc-
ninou, goniometrickymi a cyklometrickymi funkcemi. Uvedeme souhrny jejich za-
kladnich vlastnosti, ze kterych lze odvodit véechna pocetni pravidla stfedoskolské
matematiky. Tyto vlastnosti zde nebudeme odvozovat, ale v Kapitole @ nékolik
takovych odvozeni ukazeme. Pak jiz neni obtizné obdobn¢ dokazat i zbyvajici zde
uvedené vlastnosti.

1.7.1. Definice. Necht f je funkce a J C D(f) je interval. Rekneme, Ze fje

e rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati
fx) < f(x2), o

e klesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati
S(x1) > f(x2),

e neklesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé xy,x, € J, x; < xz, plati
fGn) = fx2), |

e nerostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < xp, plati

f(x1) = f(x2).

1.7.2. Upozornéme, ze vyrok ,Funkce f je neklesajici.“ neni negaci vyroku ,,Funk-
ce f je klesajici.“ Existuji totiz funkce, které nejsou klesajici a pritom nejsou nekle-
sajici, naptiklad funkce x x2, x eR.
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1.7.3. Definice. Monoténni funkci (respektive ryze monoténni funkcei) na inter-
valu J rozumime funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (respektive rostouci
nebo klesajici) na J.

1.7.4. Definice. Rekneme, Ze funkee fje
e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = — f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = f(x),
e periodicka s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f)
platix +a € OD(f),x —ac D(f)a f(x +a) = f(x).

1.7.5 (algebraické operace s funkcemi). Necht f a g jsou funkce s defini¢nim obo-
rem M ac € R. Pak definujeme funkce f + ¢, fg, cf s defini¢cnim oborem rovnym
M predpisy
(f +8)(x) = f(x) + g(x),
(f9)(x) = f(x)g(x),
(cf)(x) = cf(x).
Je-li g(x) # 0 pro kazdé x € M, pak definujeme funkei f/g s defini¢énim oborem
rovnym M predpisem
X
(f ) ) = fx)

I g(x)

1.7.6. Afinni funkci budeme rozumét kazdou funkei f': R — R definovanou pred-
pisem

f(x) =ax +b,

kdea,b € R. Pokud je b = 0, fikame, ze f je linearni. Zde definujeme pojem line-
arni funkce jinak, nez je obvyklé na stfedni skole, protoze v pokrocilejsich matema-
tickych textech se uziva pravé uvedené definice. Grafem afinni funkce je ptimka,
jejiz sklon je urcen hodnotou a, kterou nazyvame smérnice.

Kvadratickou funkci budeme rozumét kazdou funkci f: R — R definovanou
predpisem

f(x) =ax?*+bx +c,

kdea,b,c € R,a # 0.

Polynomialni funkci (polynomem) budeme rozumét kazdou funkci f: R —
R definovanou predpisem

f(x) = apx" + -+ a1x + ao, (1.15)

kden € NU {0} aag,ay,...,a, € R. Cisla ao, ..., ap se nazyvaji koeficienty poly-
nomu /. Nulovym polynomem rozumime konstantni nulovou funkeci definovanou
na R. Afinni a kvadratické funkce tedy patfi mezi polynomy.

1.7.7. Pro kazdy nenulovy polynom P existuji jednoznaéné urcena ¢islan € N U
{0}, ao,....a, € R,a, # 0, takova, Ze pro kazdé x € R plati

P(x) =apx" +---+ ajx + ao.
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Pak rikame, ze stupen polynomu P je roven n. Stupen nulového polynomu defi-
nujeme jako —1. Stupen polynomu P znacime st P.

1.7.8. Realnym kofenem polynomu P rozumime kazdé ¢islo x € R splnujici
P(x) = 0. Necht P je polynom tvaru ({L.15), kde a, # 0. Potom existuje nejvy-
$e n realnych kofent polynomu P.

Pro polynomy stupné 1 a 2 je mozné urcit hodnoty realnych kofenti pomoci
nasledujicich vzorci. Rovnice ax +b = 0, kde a,h € R,a # 0, ma pravé jeden
realny kofen —%. Odvozeni je snadné.

Uvazujme rovnici

ax?>4+bx +c =0, (1.16)
kdea,b,c € R,a # 0. Oznaéme D = b%—4ac. Cislo D nazyvame diskriminantem

rovnice ([L.16). Pokud D > 0, pak ma rovnice pravé dva realné koteny =212

a %ﬁ. Pokud D = 0, pak ma rovnice pravé jeden realny koten ;—5. Pokud
D < 0, pak rovnice nema realné koreny.

1.7.9 (déleni polynomt). Necht P a Q jsou dva polynomy, pficemz polynom Q
neni nulovy. Pak existuji jednoznaéné uréené polynomy R a Z takové, ze P =
RO+ ZastZ <stQ.

Polynomy R a Z hledame pomoci nasledujiciho algoritmu. Pokud st 9 > st P,
pak staci polozit R rovno nulovému polynomu a Z = P. Pokud st Q < st P, pak
nalezneme takové a; € R aky € N U {0}, Ze st(P — a1 x¥1 Q) < st P. Tento krok
potom opakujeme, pficemz misto polynomu P uvazujeme polynom P — axk1Q,
pokud nema tento polynom stupen mensi nez polynom Q. Timto zpiisobem ob-
drzime ay,...,a; e Raky,... . k; € N takova, Ze plati

st(P —axk 0 - azxsz —ee— gk Q) <stQ.
Potom polozime R(x) = apx¥t + ...+ aqx¥1azZ =P —RO.

1.7.10. Piklad. Vydé¢lte polynom P(x) = 2x3 4 4x? — x + 2 polynomem Q(x) =
x2 4+ x + 2.

Reseni. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v [[.7.9. Polynom Q vyna-
sobime vyrazem 2x a vysledek odec¢teme od P. Obdrzime

Pi(x) = P(x) —2x0(x) = 2x> +4x? —x +2—-2x(x*> + x + 2) = 2x2 —5x + 2.
Polynom Q vynasobime vyrazem 2 a vysledek ode¢teme od P;. Obdrzime
Pr(x) = Pi(x) —20(x) =2x2 —5x + 2 —2(x2 4+ x +2) = —Tx — 2.
Potom mame
P(x)=2x+2)0(x) —7x —2.
Tedy pfi znaceni z mame R(x) =2x +2a Z(x) = —Tx —2. *

1.7.11. Racionalni funkci rozumime kazdou funkci tvaru P/Q, kde P, Q jsou
polynomy, pricemz Q neni nulovy polynom. Defini¢nim oborem takové funkce je
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mnozina {x € R; Q(x) # 0}. Polynom Q neni nulovy, takze racionalni funkce je
definovéana v kazdém bodé R vyjma nejvyse kone¢né mnoha bodt (vizte [1.7.§).

1.7.12. Nechtk € N. Potom k-tou odmocninou nazyvame inverzni funkci k funk-
cix — xk, x e [0,00), je-li k sudé, a k x — xk x e R, je-li k liché. Znac¢ime
x > &/x. Definice je korektni, nebot v obou pripadech uvazujeme inverzni funkci
k funkci, ktera je na svém defini¢nim oboru rostouci.

Funkce x > %/x ma tyto vlastnosti:

e D(Y ) =10,00) pro k sudé a D(4/ ) =R pro k liché,
e H(4/ ) =10,00) prok sudéa H(4/ ) =R pro k liché,

e %/ jerostouci na svém defini¢nim oboru.

o
1 !

Ograzek 2. Graf funkce Osrazek 3. Graf funkce

druh4 odmocnina tfet{ odmocnina

1.7.13. Exponencialni funkce, kterou budeme znacit exp, ma definiéni obor roven
R a obor hodnot roven (0, o). Tato funkce ma nasledujici vlastnosti:

o Vx,y e R: exp(x + y) = exp(x) - exp(y),
o Vx e R: exp(x) > 1 +x.
Odtud lze odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti exponencialni funkce:

exp je rostouci funkce na R,

exp(0) =1,

Vx e RVn € Z: exp(nx) = (exp(x))”,
Vx e R,x > 0: exp(x) > 1.

Hodnotu funkce exp v bodé 1 zna¢ime symbolem e a nazyvame ji Eulerovym ¢&is-
lem

"Leonhard Euler (1707-1783)
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g

0 1

Osrazek 4. Graf exponencialni funkce

1.7.14. Logaritmicka funkce, kterou budeme znacit log, je funkce inverzni k funk-
ci exponencialni. Jeji defini¢ni obor je tedy roven (0, c0) a obor hodnot roven R.
Tato funkce ma nasledujici vlastnosti:

o Vx,y € (0,00): log(xy) = log(x) + log(y),
e Vx € (0,00): log(x) < x —1.
Odtud Ize odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti logaritmické funkce:

funkce log je rostouci na intervalu (0, 00),
log(1) =0,

Vx € (0,00) Vn € Z: log(x") = nlogx,
Vx € (1,00): log(x) > 0.

OsrAzek 5. Graf funkce logaritmus

1.7.15. Nechta € R, a > 0. Pro x € R definujeme obecnou mocninu a* pred-
pisem a* = exp(xloga). Proa € R an € Z jsme vsak symbol a” jiz defino-
vali v Oznadeni (b). Pokud je a > 0, mame pro tento symbol dvé definice.

Nova definice se v§ak v tomto pripadé shoduje s predchozi definici, nebot plati

exp(n log(a)) = exp(log(a”)) =a".
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Funkce a* je rostouci na R pro a € (1,00) a klesajici na R pro a € (0,1). Pro
kazdéa e R,a > 0, x,y € R plati
o ¥tV =a*.a?,
o (a¥) =a*.
Oba vztahy snadno ovéfime pouzitim zakladnich vlastnosti exponencialnia lo-
garitmické funkce. Plati
a**t’ = exp((x + y) loga) = exp(xloga + yloga)
= exp(xloga) - exp(yloga) = a* -a”,
exp(y log(a®)) = exp(y log(exp(x loga)))
exp(yxloga) = exp(xyloga) = a™”.

(@)’

1.7.16 (vlastnosti ¢isla 7 a funkci sinus a kosinus). Funkce sinus, zna¢ime sin,
a kosinus, znac¢ime cos, maji defini¢ni obor roven R a obor hodnot roven intervalu
[—1, 1]. Tyto funkce maji nasledujici vlastnosti:

funkce sin a cos jsou 2m-periodické,

Vx,y € R: sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

Vx,y € R: cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),

sin je licha funkce a cos je suda funkce,

¢islo 7 je kladné, funkce sin je rostouci na [0, 7], sin(0) = 0 a sin(3) = 1.

e
-

Osrazek 6. Grafy funkci sinus a kosinus

1.7.17 (vlastnosti funkci tangens a kotangens). Funkce tangens, zna¢ime tg, a ko-
tangens, znacime cotg, definujeme predpisy

tg(x) = ZZ:((’;)) x €eR\{Z +kn; ke,
cotg(x) = Z:’:((;C)) xeR\{kn: k e Z).

e funkce tg a cotg jsou m-periodické,
T T

e pro kazdé x,y € (=5, %) splnujici x + y € (=5, §) plati

tg(x) + tg(y)

Bt = (0 e0)
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Fi4 T 3w
— T -7 0 ) T _% 0 % T =5
OsrAzek 7. Graf funkce tangens Osrazex 8. Graf funkce kotangens

1.7.18. Nasledujici tabulka obsahuje funkéni hodnoty goniometrickych funkci
v n¢kterych vyznacnych bodech.

funkce | 0 % T 3 Z
sin |0 i v I

cos 1 ‘/75 «/LE % 0
tg 0 7 1 V3

cotg - V3 1 % 0

1.7.19. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zptisobem

arcsin = (sin |[_%,%])_1, arccos = (cos |jo.r1)
-1 -1
arctg = (tg |(_%,%)) , arccotg = (Cotg |(0,,,)) .

Definice cyklometrickych funkei jsou korektni, nebot uvazované restrikce gonio-
metrickych funkci jsou prosté. Nyni uvedeme zakladni vlastnosti funkci arkussinus
a arkuskosinus:

e D(arcsin) = D(arccos) = [—1, 1],

e Jl(arcsin) = [-7, 7], #(arccos) = [0, ],

e funkce arcsin je licha,

e arcsin(—1) = -7, arcsin(0) = 0, arcsin(\%) = %, arcsin(l) = 7,
e arccos(—1) = &, arccos(0) = 7, arccos(%) = 7, arccos(l) = 0,

e Vx € [-1,1]: arcsin x + arccosx = 7.
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T+

/2

—JT/2“

Osrazex 9. Grafy funkei arkussinus a arkuskosinus

Zde jsou zakladni vlastnosti funkci arkustanges a arkuskotangens:

o D(arctg) = R, D(arccotg) = R,

H (arctg) = (=7, %), H(arccotg) = (0, 7),
arctg je rostouci a licha funkce na R,
arctg(0) = 0, arctg(l) = 7, arctg(—1) = —%
arccotg je klesajici funkce na R,

arccotg(0) = 7, arccotg(l) = 7,

Vx € R: arctgx + arccotgx = 7.

\f[--
/2

—n/2T

OsrAzek 10. Grafy funkci arkustangens a arkuskotangens

1.8. Teoretické a pocetni priklady

1.8.1. Priklad. Zformulujte negaci vyroku

VneNdmeN:n<m.

(1.17)
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pomoci postupu uvedeného v paragrafu . Dale rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok nebo jeho negace.

Resend. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-
gace uvedeného vyroku.

=(VYn e N3Im e N:n < m)

I eN:—(Fm e N:n <m)

In € NVm € N: —=(n < m)
dneNVmeN:n>m

Posledni radek plyne z faktu, Ze usporadani < realnych ¢isel, a tedy i pfirozenych
¢isel, je linearnt, vizte Definici .44,
Zadané tvrzeni je pravdivé, nebot k libovolnému danému prirozenému ¢islu n,

mutzeme &islo m zvolit jako n + 1. Cislo n + 1 je prirozené a je vétsi nez n. Tim je
pravdivost vyroku @ ovérena. ry
1.8.2. Priklad. Zformulujte negaci vyroku

VeeR,e>036€R,§>0VxeR: 0O<|x—1|<éd=|x—3|<¢) (1.18)

pomoci postupu uvedeného v paragrafu [.1.30. Déle rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok, nebo jeho negace.

Reseni. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-

gace uvedeného vyroku.
—(VeeR,e>038 R, §>0VxeR: (0<|x—1]<§=|x—3]<¥)
EIEGR,8>O—-(EISGR,8>0V)CER:(0<|x—1|<8=>|x—3|<8))
EISER,8>OV8€R,5>O—-(V)CGR:(0<|x—1|<8=>|x—3|<8))
386R,8>0V8€R,5>03)€6R:—|(0<|x—1|<8:>|x—3|<8)
Podle Véty (C) Ize posledni vyrok zapsat ve tvaru
JeeR,e>0VEeR,§>0IxeR: (0< |x—1| <8 A|x—3|>e¢).

Polozme ¢ = 1 a k libovolnému § > 0 definujme x =1 — % Plati |x — 1] = %,
atedy O < |[x — 1| <. Navic pro [x —=3| =2 + % plati [x —3| > 1 = &. Dokazali
jsme tedy, ze zadany vyrok neplati. Fy

1.8.3. Priklad. Necht V(x),x € M, je vyrokova forma. Napiste negaci vyroku
Alx e M: V(x) (1.19)
pomoci postupu uvedeného v paragrafu [I.1.30.
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Resen, Vyrok () Ize podle zapsat ve tvaru

(Elx eM: V(x)) A (Vy,z eM: (V) AV(E) =y = z)) (1.20)

Prvni vyrok v predchozi konjunkci fika, Ze existuje alespon jeden prvek x € M
takovy, ze plati V(x). Druhy vyrok v konjunkci 1ika, ze pokud existuji prvky y a z
takové, ze plati V(y) a V(z), pak jsou si rovny. Podle[1.1.30 a Véty [1.1.19 1ze zapsat
negaci vyroku () ve tvaru

(Vx eM: —-V(x)) v (Ely,z eEM: (V) AV(@)Ay # Z))

Neformalné Ize posledni vyrok vyjadfit takto: bud pro zadné x € M neplati V(x),
nebo existuji dvé rtizna y,z € M, pro ktera plati V(y) a V(z). *

1.8.4. Priklad. Necht 4 = {x € Q; x > 0 A x? < 2}. Dokazte, ze A je neprazdnd
shora omezena podmnozina Q, kterd nema v mnoziné Q supremum.

Reseni. Mno¥ina A je zfejmé neprazdnd, nebot 0 € A. Pro kazdé x € A plati x <
1 < 2nebox < x2 < 2. Cislo 2 je tedy horni zavorou mnoziny A, a proto je A shora
omezena. Ozna¢me g = sup A. Vzhledem k tomu, ze 0 € 4, musi platit ¢ > 0. Pro
spor predpokladejme, ze g € Q.

Pokud plati ¢ < +/2, pak diky Vété nalezneme raciondlni ¢islo ¢’ €
(¢.v2).Pak0<g <q a(g)?<2,a tedy ¢’ € A. Potom ale ¢ neni horni zavorou
A, coz je spor.

Pokud platig > +/2, pak opét diky Vétéexistuje ¢’ € QN(+/2,q). Pak pro
kazdé p € A plati p < ¢’, nebot v opa¢ném piipadé bychom dostali z nerovnosti
2 < (¢")* < p? < 2 spor. Raciondlni &slo ¢’ je tedy horni zdvorou mnoziny A, kterd
je ostfe mensi nez g, coz je spor s faktem, ze ¢ je nejmensi horni zavorou A.

Musi tedy platit g = V2, a tedy ¢*> = 2. To je ale spor s Piikladem ,

a proto supremum mnoziny A v mnoziné Q neexistuje. s
1.8.5. Priklad. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati ) ;_, (3) = 2".

ReSeni. Provedeme piimy dikaz. Vzorec plyne z binomické véty (Véta , nebot
pro kazdé n € N plati

Y=+ =) (Z)lkl”_k =3 (Z)
k=0 k=0
»

1.8.6. Priklad (soucet aritmetické fady). Necht a,b € R. Dokazte, ze pro kazdé
n € N plati

> (ai +b) = 3((n + a + 2b)n. (1.21)
i=1
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Reéseni. Pron = 1 je leva strana rovna Zil:l(ai +b) =a+baprava %(Za +2b) =
a+b. Pron = 1 tedy tvrzeni plati. Zvolme n € N. Pfedpokladejme platnost

vztahu ) pro toto n, tj.
n
Z(ai +b) = %((n + 1)a + 2b)n.
i=1

Chceme dokazat, ze plati

n+1
Y (ai +b) = 3((n +2)a +2b)(n + 1). (1.22)
i=1

Levou stranu ([1.29) mtiZeme rozepsat jako

n+1

> (ai +b) = (Z(ai - b)) + (a(n + 1) + b).
i=1 i=1

Sumu v zavorkach na pravé strané ale umime seéist podle indukéniho predpokla-
du. Provedenim algebraickych tprav pak dostaneme

n+1
> (@i +b) = %((n + Da + 2b)n+(a(n + 1) + b)
i=1

1
= 5((n +2)a + 2b)(n + 1).
Tim je dtikaz proveden. ry
1.8.7. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati 2" > n.

Reseni. Pron = 1 je nerovnost splnéna, nebot 21 =2 > 1.Zvolmen € N. Predpo-
kladejme, ze pro toto n nerovnost plati, tj. plati 2" > n. Potom také plati

2t — 2. " >op=n+n>n+1.

Tim je nerovnost ovétena pro n+1 a tvrzeni je podle principu matematické indukce
dokazano. -

1.8.8. Priklad. Dokazte, Ze pro viechnan € N, n > 4, plati 2" > n?.

Resend. Pouzijeme princip matematické indukce popsany v . Tvrzeni pron =
4 plati, nebot 24 = 16 > 16 = 42, Nyni uc¢inime indukéni predpoklad, ze pro
néjaké n € N, n > 4, plati 2" > n?, a budeme se snazit dokazat 2"t > (n + 1)2.
Z indukéniho predpokladu a Prikladu plyne

2L =2.2" > 2% > (n + 1)%

Podle principu matematické indukce tedy tvrzeni plati pro véechnan > 4. ry
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1.8.9 (dalsi varianta ditkazu matematickou indukci). Necht V(n),n € N, je vyro-
kova forma. Existuji piipady, kdy je vhodné vyrok
Vn € N: V(n) (1.23)
dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera spociva v ovéteni nasleduji-
cich tvrzent:
(a) plati V(1) a V(2),
(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(n + 2).
Dokazeme, Ze z (a) a (b) plyne . Matematickou indukci ovéfme platnost tvr-
zeni
VneN:VQ2n-—1). (1.24)
Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot plati V(1). Zvolme n € N. Predpokladejme, Ze
tvrzen{ ) plati pro toto n, tj. plati V(2n — 1). Podle (b) dostavame, ze plati
i vyrok V(2n 4 1). Tim je podle principu matematické indukee, ktery byl popsan

v paragrafu , dokazan vyrok ).
Obdobné dokiZzeme tvrzeni

Vn e N: V(2n). (1.25)

Nyni ovéfime platnost . Nechtn € N. Potom podle Piikladu [1.2.12 exis-
tuje k € N takové, ze n = 2k — 1 nebo n = 2k. V prvnim pripadé¢ plati (.23
podle ) a ve druhém pripadé plati podle ) Tim je tvrzeni ([1.23
dokazéano.

Pouziti této varianty matematické indukce ilustruje nasledujici priklad.

1.8.10. Priklad (BernoulliovaE nerovnost). Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati

Vx € [-2,00): (1 +x)" > 1+ nx. (1.26)
Reseni. Provedeme ditkaz pomoci matematické indukce podle .
Ovéreni bodu (a). Pron = 1 vztah () zfejmé plati. Pron = 2 plyne ) z nasle-
dujici nerovnosti

(A+x)?=14+2x+x2>1+2x,
ktera plati po kazdé x € R. Tim je ovéten bod (a) v .
Ovéreni bodu (b). Pfedpokladejme, Ze pron € N plati (). Pouzitim zfejmé nerov-

nosti (1 4+ x)? > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostavame z indukéniho predpo-
kladu

A4+0)"2 =04+ x)"(1+x)?>1A+nx)1 +x)?
=14+ n+2)x+ Q+x)nx?+x2%

Protoze x? > 0 pro kazdé x € R a2+ x > 0 pro kazdé x € [-2,00), plati (2 +
x)nx?+4x2 > 0 pro kazdé x € [-2, 00). Odtud dostavame pro kazdé x € R, x > -2,
nerovnost (1 + x)"*2 > 1 + (n + 2)x.

Tim je podle principu matematické indukce dokazana Bernoulliova nerovnost. &

8Jacob Bernoulli (1655—1705)
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1.8.11. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati n! < ("—;'l)n

Reseni. Tvrzeni dokdzeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé
plati. Zvolme n € N. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro toto n. Podle Bernoul-

liovy nerovnosti (Ptiklad [1.8.10) plati
14 2\n+l 1 \n+l 1
=1 >1 1) —— =2,
(n—l-l) (+n+1> - +(n+)n+1

atedy 2(n + 1)"*! < (n + 2)"*!. Pouzijeme-li indukéni predpoklad a prave odvo-
zenou nerovnost, obdrzime

n+1

(e Dr=nt-+ 1) < ( )"-(n+1)

_2-(n+1)""’1< n 4 2\n+1
- on+1 —( 2 ) ’

»

1.8.12 (jesté jedna varianta dikazu matematickou indukci). Necht V(n),n € N, je
vyrokova forma. Existuji ptipady, kdy je vhodné vyrok

Vn e N: V(n) (1.27)

dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera sestava z ovéfeni nasleduji-
cich tvrzeni:

(a) plati V(1),

(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(2n),

() prokazdén € N,n > 2, plati V(n) = V(n —1).
Dokazeme, ze z (a)—(c) plyne . Nejprve pomoci matematické indukce po-
psané v odvodime platnost vyroku

Vm e N: V(2™). (1.28)
Z (a) a (b) plyne platnost V(2). Necht nyni V(2™) plati pro néjaké m € N. Pak
2mtl =2.2™M atedy V(2™*!) plati podle (b). Tim je tvrzeni dokézano.

Platnost tvrzeni ([.27) dokédzeme sporem. Predpokladejme, 7e existuje ng € N
takové, ze V(ng) neplati. Polozme

B ={j eN; j <2" aV(j) neplati}.

Cislo 1 je dolni zavorou mnoziny B a ¢islo 20 je horni zavorou mnoziny B. Mnozi-
na B je podmnozinou N, takze z jeji omezenosti plyne, ze je kone¢na. Mnozina B
je neprazdnd, nebot podle nascho piedpokladu V(n¢) neplati a diky Piikladu [1.8.7
mame ng < 2", takze ng € B. Mnozina B ma tedy maximum podle Véty [L.6.14.
Ozna¢me G = max B. Plati tudiz G + 1 ¢ B. Ponévadz podle ([1.28) plati V(2"0),
a tedy 2"0 ¢ B, dostavame G < 2"°. Odtud plyne, ze tvrzeni V(G + 1) plati. Podle
(c) tedy platii V(G), coz je spor s G € B. Tim je nase tvrzeni dokazano.

Pouziti pravé uvedené varianty matematické indukce ukazeme v nasledujicim

prikladu.
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1.8.13. Priklad (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem). Do-
kazte, ze pro véechnan € N a pro kazda xi, x», ..., x, € [0, c0) plati nerovnost

X1+x24+--+x, > 0¥, (1.29)

n

Reseni. Postupné ovétime (a)-(c) z [[.8.13, pticemz V(n), n € N, je tvrzeni, které
tika, ze pro kazdé x, x2,...,x, € [0, c0) plati nerovnost .

(a) Ziejmé plati Z- > /X1 = x;.

(b) Nejprve ovéfime platnost nerovnosti @ pro n = 2. Pro libovolné 4, B €
[0, 00) plati podle Prikladu
A+ B

> JVAB. (1.30)

Zvolme n € N. Nyni predpokladejme, ze pro toto n plati V(n). Budeme dokazo-
vat tvrzeni V(2n). Méjme x1, X2, ..., X2, € [0, 00). Pouzijeme indukéni predpoklad
nejprve pro n-tici Xy, ..., X, a poté pro n-tici X, 41, ..., X2,. Dostaneme

I . 1(X1+X2+"'+Xn +Xn+1+xn+2+“'+xzn)
2n 2

n n

(1.31)

1
> E(Vxlxz"'xn + UXn+1Xn+2 X2n).

Nerovnost ([1.30) pouZijeme pro nezdporna ¢&isla
A= ¥Yx1xp--x, a B = YXpt1Xnt+2 ' X2n.

Obdrzime nerovnost

1
E(Q/Xlxz"'xn + YXnt1Xn42 " X2n) = \/Q/Xlxz"'xn' X/ Xn+1Xnt2 - Xan.
Tento odhad spolu s (L.31)) dava

X X e X 1
1+ 2-2i-n + Xon zz(ﬁ/mxm.-xn—i—Z/x,,ﬂxn_m...xz”)

> \/('/xlxz---xn- VXnt1Xn42 - X2n
= 24'1/X1X2 e X2n.
Tim je dokazano tvrzeni V(2n), a tedy i bod (b).

(c) Zvolme n € N,n > 2. Predpokladejme, Ze pro toto n plati V(n). Budeme do-
kazovat tvrzeni V(n — 1). Necht xy,x5,...,x,—1 jsou libovolna nezaporna realna

¢isla. Oznaéme
X1+ X2+ -+ Xp—1

n—1
Pouzijeme indukéni predpoklad pro n-tici ¢isel yy, ..., y, definovanou predpisem

D =

Y1 =X1, Y2 =2X2, ..., Yn-1 = Xp—1, Yyu = D.



60 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

Z indukéniho predpokladu pak plyne, ze
Yi+Ya+-4
n

> Yy1y2yn. (1.32)
Dale plati

yi+ty+--+yn (—-1)D+D _p
n B n B
g/ylyz...ynz (’/xle...xn_l.Z/B.

Pak mtzeme prepsat ([.39) ve tvaru
D > Yx1xyXp—1 \/n D.

Odtud odvodime
x x oo x _ #
LRI D (Y ) = YR,

¢imz jsme dokazali tvrzeni V(n — 1), a tedy i bod (c) varianty matematické indukce
z[1.8.19. Tim je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem dokézana.
*

1.8.14. Poznamka. Necht V(n),n € N, je vyrokova forma. Nasledujici obrazk
neformalné¢ zachycuji, jak ve variantach matematické indukce z paragrafii

a dochazi k ovérovani platnosti vyroki V(n).

/VW\”.””/M

1 2 3 4 5 n n+1

1 2 3 4 5 n

@=cocccos
5 n 2n

OBrAzZEK 11.

1.8.15. Priklad. Ukazte, ze kazdé n € N,n > 2, je délitelné prvocislem.
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Resen, Pouzijeme tplnou matematickou indukci (vizte . Cislo 2 je prvocis-
lo, a proto pro n = 2 tvrzeni plati. Zvolme n € N,n > 2. Pfedpokladejme, ze
tvrzeni plati pro kazdé k € N splnujici 2 < k < n. Necht D je mnozina vSech
d e N,2 <d <n, kteradélin + 1. Pokud je D prazdna mnozina, pak je n + 1 pr-
vocislo, a indukéni krok je v tomto pripadé hotov, nebot prvocislo n 41 délin + 1.
Predpokladejme tedy, ze D # @. Zvolme d € D. Podle indukéniho predpokladu
existuje prvocislo p, které déli d. Protoze d délin + 1, déli p také n + 1 a tvrzeni je
dokazéano. rs

1.8.16. Priklad (Eukleidés?). Ukazte, 7e mnozina viech prvodisel je nekonecna.

Reseni. Provedeme dtikaz sporem. Pfedpokladejme, zZe existuje pouze kone¢né mno-
ho prvocisel. Necht pi, pa, ..., pi jsouvsechna prvodisla. Polozme p = (pi1p2 -+ pr)+
1. Tvrdime, ze p je prvocislo. Pokud by tomu tak totiz nebylo, existovalo by i €
{1,...,k} takové, ze p; déli p (Ptiklad ). Tedy p = pin pro né¢jaké n € N.
Pak ale

l=p—p1-pxk=pin—p1--px = pi(n—p1-pi—1Pi+1-" Pk),
takze p; déli 1, coz je spor. Tedy p je prvocislo, které je vsak vétsi nez libovolné
z prvodisel py,. .., pr. To je ale spor s nasim predpokladem. *

1.8.17. Priklad (vlastnosti praniku). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(a 6NA=90,

(b) AnNA=A4,

(c) ANB=BnNA,

(d AnBNC)=ANB)NC,

(© ANBC A,

() jestlizeC C AaC C B,pak C C (AN B),

(g) A= AN B pravé tehdy, kdyz A C B.

Reseni. Tvrzeni snadno plynou pfimo z definic priniku a inkluze. Dokazme vsak
alespon tvrzeni (g). Je-li A C B, pak z (f) mame A C AN B, protoze A C BiA C A.
Obracena inkluze plyne z (¢). Tedy A = AN B.

K dtkazu obracené implikace predpokladejme platnost rovnosti A = A N B.
Pak z (e) plyne A = AN B C B. a

1.8.18. Priklad (vlastnosti sjednoceni). Necht 4, B, C a D jsou mnoziny. Dokazte,
ze potom plati:

(a) U A =4,

(b) AUA = 4,

() AUB = B U 4,

(d) AU(BUC)=(AUB)UC,

(e) AC AUB,

() jestizeAC CaB CC,pak(AUB) CC,

9FEukleidés (asi 325 pt. n. l.-asi 260 pt.n.1.)
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(g) A= AU B pravé tehdy, kdyz B C A.
Reseni. Tvrzeni plynou snadno z definic sjednoceni a inkluze. Fy

1.8.19. Priklad (obraz mnoziny a mnozinové operace). Necht 4, B jsou mnoziny
a f je zobrazeni. Dokazte, ze plati:
(a) pokud A4 C B, pak f(A4) C f(B),
(b) f(AUB) = f(A)U f(B),
(o) f(AN B) C f(A) N f(B). Ukazte, ze inkluzi nelze obecné nahradit rov-
nosti.

Resend. (a) Predpokladejme, ze y € f(A). Potom existuje x € A takové, ze f(x) =
y. Pak plati také x € B,atedy y = f(x) € f(B). Tim je inkluze f(4) C f(B)

dokéazana.

(b) Protoze A C AU B, plati podle jiz dokazaného tvrzeni (a), ze f(A4) C f(AUB).
Obdobné mame f(B) C f(AU B). Tedy f(A)U f(B) C f(AU B).

Nyni dokazeme opacnou inkluzi. Je-li y € f(AU B), potom existujex € AUB
takové, ze f(x) = y. Pakbud x € 4,atedy y = f(x) € f(A4), nebo x € B,
apak y = f(x) € f(B).V obou ptipadech, které se nemusi vylucovat, dostavame
y € f(A)U f(B). Tedy f(AUB) C f(A)U f(B). Dohromady tedy plati f(AUB) =
f(A) U f(B).

(c) Ponévadz plati AN B C Aa AN B C B, dostavame podle tvrzeni (a), ze
f(ANB) C f(A)a f(AN B) C f(B). Odtud pak plyne f(ANB) C f(A)N f(B).

Dokazeme, ze inkluzi nelze obecné nahradit rovnosti. Uvazujme mnoziny X =
Y = {0, 1}, zobrazeni f: X — Y definované predpisem f(0) = f(1) = 0 a mnozi-
ny A ={0}, B={1}.Pak AN B =0, atedy f(ANB) =@,ale f(A) = f(B) = {0},
takze f(A) N f(B) = {0}. Tudiz f(A N B) # f(A) N f(B). *

1.8.20. Priklad (vzor mnoziny a mnozinové operace). Necht 4, B jsou mnoziny
a f je zobrazeni. Dokazte, ze plati:

(a) pokud 4 C B, pak f~1(4) C f~1(B),

(b) fTH(AUB) = fTH (AU fTI(B),

© [T ANB)=f1 (AN f7(B),

D f7HANB) = 7D\ fTHB).
Reseni. () Jestlize x € f~1(A), potom f(x) € A. Pak také f(x) € B,atedy x €
f71(B).
(b) Podle bodu (a) plati f~'(4) C f~Y(AUB)a f~'(B) C f~'(AU B). Odtud
plyne inkluze f~'(4) U f~'(B) C f~'(4 U B).

Predpokladejme, ze plati x € f7'(4 U B). Potom f(x) € AU B. Plati tedy

f(x) € Anebo f(x) € B.V prvnim piipadé¢ plati x € f~7!(4) a ve druhém x €
F7Y(B). Plati tedy x € f~'(A) U f~1(B).

(c) a (d) Dtkazy lze provést obdobné¢ jako v predchozich pripadech. a
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1.8.21. Priklad (dalsi vlastnosti obrazu a vzoru). Necht f je zobrazeni. Dokazte,
ze plati:
(a) pokud 4 C D(f), pak A C f1(f(A)),
(b) pokud B C #(f), pak f(f~"(B)) = B.
() f je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu A C D(f) plati
) = A

Reseni. (a) Necht A € D(f). Jestlize x € A, potom x € D(f) a f(x) € f(A). Pak
dostavame x € f71(f(A)).
(b) Necht B C #(f). Pokud y € B, pak existuje x € D(f) takové, ze f(x) = y.
Potom x € f'(B),atedy y = f(x) € f(f~'(B)). Pfedpokladejme nyni y €
f(f7'(B)). Potom existuje x € f~!(B) takové¢, ze f(x) = y. Odtud plyne y =
f(x) € B, coz dokazuje druhou inkluzi.
() Necht f: X — X jeprostéa 4 C X.Z (a) vime, 2e A C f~'(f(A)). M¢me tedy
x € f7H(f(A)). Pak existuje x’ € A4 takové, Zze f(x) = f(x’). Protoze zobrazeni f
je prosté, plati x = x’, a tedy x € A.

Neni-li f prosté, existuji dva riizné prvky x,x" € X takové, ze f(x) = f(x').
Polozme A = {x}. Pak x" € f71(f(A)),atedy A # f71(f(A)). a

1.8.22. Priklad. Necht mnoziny A4, B splnuji A ~ B. Dokazte, ze plati £(A4) ~
P(B).

Reseni. Podle predpokladu existuje bijekce ¢ mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni
@: P(A) - P(B) budeme definovat nasledujicim zpisobem. Pro X € £(A) defi-
nujeme prvek @(X) mnoziny & (B) jako mnozinu ¢(X). Ovétime, Ze @ je bijekee.

Robrazeni @ je prosté. Necht X1, X, € P(A) a plati @(X;) = @(x2). Potom podle
definice @ plati, ze obrazy mnozin X; a X, pfi zobrazeni ¢ se rovnaji, tj., ¢(X1) =
¢(X2). Vzhledem k tomu, Ze ¢ je bijekce plati diky Pikladu [1.8.21)(c)

X1 =97 (e(X1) = 97 (p(X2)) = Xa,
¢imz je prostota @ ovéfena.
Robrazeni ® jena P(B). Necht Y € £ (B). Potom ¢~ 1(Y) € P(A) a s pouzitim Pii-
kladu [1.8.21(b) plati @ (¢~'(Y)) = ¢(¢'(Y)) = Y. Tim je tvrzeni dokézdno. &

1.8.23. Priklad (hustota R \ Q v R). Necht a,b € R, a < b. Dokazte, Ze potom
existuje z € R\ Q takové, zea < z < b.

Diikaz. Podle Véty existuje racionalni ¢islo y € (a, b). Podle téze véty apliko-
vané na interval (y, b) nalezneme raciondlni ¢islo y’ € (y, b). Polozme z = y+y/7_2y.
Protoze +/2 > 1, mame
a<y<z=y+ L2 cyr(/—yn=y<b
V2
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Kdyby bylo ¢islo z racionalni, pak by také ¢islo V2 = 32_;; bylo racionalni, coz
by bylo ve sporu s Prikladem . Cislo z je tedy iracionalni, a tim je tvrzeni
dokazéano. |

1.8.24. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = {l' ne N}.

n’

Reseni. Protoze ztejmé max M = 1, plati podle Véty (a) také sup M = 1. Dale

plati, ze vSechny prvky v M jsou kladné, a tak je 0 dolni zavorou M. Dokazeme, Ze
VyeR,y>03Ixe M:x <y.
y v ss g 1
Zvolme y € R,y > 0. Podle Véty nalezneme n € N splnujici n > 5- Pak

% €EMa % < y. Tim jsme pro ¢islo 0 ovérili podminky (c) a (d) z , a plati
tedy inf M = 0. *

1.8.25. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = [0, 1).
Reseni. Protoze min M = 0, plati podle Véty [1.5.23(b) také inf M = 0.

Ztejmé je 1 horni zavorou M. Dokazeme

VyeR,y<13x€0,1): y < x.

Zvolme y € R, y < 1. Polozme x = max{0, %(1 + y)}. Potom x € M a z nerovnosti
y < 1dale plyne y < %(l +y). Tedy y < x. Podle je tedy supM = 1. &
1.8.26. Priklad. Urcete supremum a infimum mnoziny M = {ﬁ; p.q € N}.
I;/‘Iefem'. Pro p,q € N plati ﬁ € (0, 1). Tedy 0 je dolni zavora M a 1 je horni zavora

Ovéreniinf M = 0. Platnost podminky (c) z jsmejii ovérili. Pro ovéreni druhé
podminky mame dokazat

VyeR,y>03p,geN:y>

p+aqa
Zvolme y € R,y > 0. Polozime p = 1 a nalezneme pomoci Véty g €N
spliujici ¢ > % — 1. Pak ﬁ = ﬁ < y.Odtud plyne inf M = 0.

Ovéreni sup M = 1. Podminka (a) z je splnéna, nebot 1 je horni zavorou M.
Pro ovéfeni podminky (b) mame dokazat

VyeR,y<1l3p,geN:y<

p+q
Poloime ¢ = 1 a zvolme y € R,y < 1. Podle Véty nalezneme p € N
splnujici p > % Pak plati ﬁ = # > y. Ovérili jsme, ze sup M = 1. *

1.8.27. Priklad. Uvazujme funkci f(x) = x + %, x € (0, 00).
(a) Dokazte, ze funkce f je klesajici na (0, 1] a rostouci na [1, 00).
(b) Dokazte, ze funkce g = f0,1], 7 = f[1,00) JSOU prosté.
(c) Dokazte, ze plati H(f) = H#H(g) = H(h) = [2,00). Naleznéte inverzni
funkci k funkcim g a h.
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(d) Naleznéte fo fad(fof).
Resend. (a) Zvolme x, y € (0,1] takové, ze x < y. Potom 1 < %, a tedy
Xy x oy
Odtud plyne f(y) < f(x). Funkce f je tedy klesajici na intervalu [0, 1).
Nyni zvolme x, y € [1, 00) splnujici x < y. Potom 1 > % a obdobn¢ jako vyse

odtud plyne, ze f je rostouci na [1, 00).
(b) Funkce g je klesajici na (0, 1] a funkce / rostouci na [1, 00). Jsou tedy prosté.
(©) Z (a) plyne #H(f) C [f(1),00) = [2,00), a tedy také H(g) C [2, 00).
Zvolme y € [2, 00). Polozme
x=2(y-Vr7a).
Potom x € (0,1] a g(x) = y. Tedy [2, 00) C #(g). Z vyse uvedeného plyne #(g) =
[2,00). Déle plati g1 (y) = %(y - m) y € [2,00).

Nyni polozme
x = %(y + m)
Potom x € [1,00) ah(x) = y.Tedy [2,00) C H#(h). Z vyse uvedeného plyne # (h) =
[2.00). Dale plati h~'(y) = %(y n m) y € 2,00).

(d) Protoze H(f) = [2,00) C (0,00), je f o f dobte definované a pro kazdé x e
(0, c0) plati

1 1
(fof)(x)=f(f(x))=x+;+x+%
_x2 41 X
T x +x2+1'

Dile plati podle (c) a (a)
H(f o f) = F(£(0.09)) = /(12.0)
C[f(2),00) = [%oo)

Zvolme z € [, 00). Po dle (c) existuje y € [1, 00) spliiujici f(y) = z. ProtoZe je h
rostouct, plati y > 2. Opét podle (c) existuje x € [1, 00) splnujici f(x) = y. Tedy

(fe N =)=, =2z,
takze H(f o f) D [3.,00). Plati tedy H(f o f) = [3.00). *






KAPITOLA 2
Limita posloupnosti

2.1. Nekonecné posloupnosti

V bézném zivoté se ¢asto setkavame s posloupnostmi realnych ¢&isel. Muize jit
napiiklad o posloupnost méteni teploty vzduchu, o posloupnost makroekonomic-
kych dat a podobné. Takové posloupnosti sestavaji z kone¢ného poctu ¢leni. De-
finice kone¢né posloupnosti realnych cisel vypada nasledovné (srovnejte s Defini-

cf [1.4.30(a)).

2.1.1. Definice. Kone¢nou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobraze-
ni mnoziny {1,...,k}, kde k € N, do mnoziny realnych cisel R. Pokud n - a,,n €
{1,...,k},je takové zobrazeni, pak je znaé¢ime {a, }_,. Cisloa,, kden € {1,... k},
nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti {a, }ﬁ=1.

V tadé modeli z riznych védnich obort se pouzivajii posloupnosti, které maji
nekoneény pocet ¢lentt. Zde je formalni definice (srovnejte s Definici [L.4.3((b)).
2.1.2. Definice. Nekone¢nou posloupnosti realnych ¢isel rozumime kazdé zobra-

zeni n — a,,n € N, mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny realnych cisel R.

oo

Takovou posloupnost obvykle zna¢ime {a,}32 ,, ptipadné jen {a,}. Cislo ay, nazy-

vame n-tym ¢lenem této posloupnosti.

V této kapitole budeme posloupnosti rozumét vzdy nekone¢nou posloupnost

realnych ¢isel.
2.1.3 (posloupnost versus mnozina ¢lent). Symbol {a,}52, oznacuje posloupnost,
tedy zobrazeni definované na N s hodnotami v R, zatimco symbol {a,; n € N} zna-
¢i mnozinu véech ¢lenti posloupnosti {a,}02 |, jde tedy o podmnozinu R. Zname-li
{an )02, pak zname i {a,; n € N}, ale nikoli naopak. Zadani posloupnosti kromé
informace o oboru hodnot totiz navic udava poradi prvka z tohoto oboru. Na-
ptiklad posloupnosti {a,} = {(—=1)"} a {b,} = {(—1)"*'} jsou sice riizné, ale maji
stejné mnoziny ¢lend, nebot {a,: n € N} = {b,; n € N} = {—1,1}.

Mnozina vsech ¢lent konstantni posloupnosti (vizte Definici je jedno-
prvkova. Dalsimi jednoduchymi ptiklady posloupnosti, s nimiz se jesté¢ setkame,
jsou{n}a {%} Mnozinu viech ¢lenti posloupnosti tvori v prvnim piipadé mnozina
N, ve druhém piipadé mnozina {,ll; n € N}.

V nasledujicich tfech prikladech jsou posloupnosti zadany rekurentné (vizte
L.4.37).

67
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9.1.4. Fibonacciovall posloupnost je dana nasledujicim zptisobem:a; = 1,a; =1
a pro kazdén € N, n > 3, plati a, = ap—» + an—1. Zde je prvnich osm ¢lent této
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Dalsi informace o Fibonacciové posloupnosti
lze nalézt naptiklad v knize [5].

2.1.5 (posloupnost viech prvocisel). Polozme p; = 2. Predpokladejme, ze pro n¢-
jakén € N jiz mame definovan ¢len p,. Podle Prikladu je mnozina prvocisel
nckoneénd, a proto je mnozina A, = {k € N; k > p,.k je prvocislo} neprazdna.
Podle Véty ma tato mnozina nejmensi prvek. Polozme p,+; = min 4,. Tim
jsme rekurentné definovali nekone¢nou posloupnost {p, }, kde p, je n-té prvocislo,
tedy p1 =2, po =3, p3 =5, pa =7, ps = 11, ps = 13, ... Urcit n-ty ¢len této po-
sloupnosti pro dané n € N je obecné velice obtizné. Dalsi informace o prvocislech
je mozné nalézt naptiklad v knize [[7].

Zadani posloupnosti mize byt né¢kdy velice osobité, jak ukazuje nasledujici

priklad.

2.1.6. Posloupnost, oznac¢ovana v anglicky psané literatute vyrazem look and say
sequence, jejiz zacatek ma tvar

1, 11, 21, 1211, 111221, ...,

je zadana nasledujicim predpisem: a; = 1 a pro kazdé n € N dostaneme hodnotu
¢lenu a, 41 ,specialnim prectenim® ¢islic v dekadickém zapisu ¢lenu ay,. Clena; =
1 pre¢teme jako ,jedna jednicka®, coz zapiseme ve tvaru a, = 11. Clen a, precteme
jako ,dv¢ jedni¢ky“ a dostaneme a3z = 21. Timto zpisobem postupujeme dale.
Naptiklad ¢len ag ziskame prectenim clenu as = 111221 ve formé ,,tfi jednicky, dvé
dvojky, jedna jednicka®, takze as = 312211. Posloupnost je tedy zadana rekurentné
a presna formulace jeji definice by vyzadovala jesté jisté usili. Dalsi informace o této
kuriézni posloupnosti lze nalézt napiiklad v ¢lanku [[].

Posloupnost chapeme jako zobrazeni, nebot jde o zobrazeni mnoziny pfiroze-
nych ¢isel do mnoziny ¢isel realnych. Nasledujici definice je tedy jenom opakova-

nim Definice pro posloupnost.

2.1.7. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
e shora omezena, jestlize mnozina viech ¢lent této posloupnosti je shora
omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina vsech ¢leni této posloupnosti je zdola
omezena,
e omezena, jestlize mnozina vsech ¢lend této posloupnosti je omezena.

2.1.8. Posloupnost {a,} je shora omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R
takové, ze pro kazdé n € N plati a, < K. Podobn¢ posloupnost {a,} je zdola
omezena pravé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R takové, ze pro kazdé n € N plati
a, > K. Kone¢né omezenost posloupnosti {a,} je charakterizovana v nasledujicim
lemmatu.

Leonardo Fibonacci (asi 1170—1250)
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2.1.9. Lemma. Necht {a,} je posloupnost. Pak {a,} je omezena pravé tehdy, kdyz
existuje ¢islo K € R takové, ze pro kazdé n € N plati |a,| < K.

Ditkaz. =  Diky omezenosti mnoziny {a,; n € N} nalezneme ¢isla A, B € R
takova, ze pro kazdé n € N plati A < a, < B. Polozme K = max{|A|, |B|}. Pak
ztejmé plati —K < a, < K, a tedy |a,| < K pro kazdén € N.

& Necht K € R splniuje |a,| < K pro kazdén € N. Pak —K < a, < K pro kazdé
n € N, a tedy mnozina ¢lenti posloupnosti {a,} je omezena. [

Nasledujici definice je obdobou Definice pro posloupnosti.

2.1.10. Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

rostouci, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, < a,,
Klesajici, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, > am,
neklesajici, jestlize pro kazdan,m € N,n < m, plati a, < ap,
nerostouci, jestlize pro kazddn,m e N,n < m, plati a, > a,.

Rekneme, ze posloupnost {a,} je monoténni, jestlize je nerostouci nebo neklesa-
jici. Rekneme, ze posloupnost {a,} je ryze monoténni, jestlize je rostouci, nebo
klesajici.

2.1.11. Upozornéme, ze vyrok ,Posloupnost {a,} je neklesajici.“ neni negaci vy-

roku ,Posloupnost {a,} je klesajici.“ Naptiklad posloupnost {(—1)"} neni klesajici,

avsak neni ani neklesajici. Podobné je tomu s vyroky ,,Posloupnost {a,} je neros-
h

13

touci.“ a ,,Posloupnost {a,} je rostouci.“ Srovnejte s [1.7.2.

2.1.12. Necht {a,} je posloupnost. Potom {a,} je rostouci pravé tehdy, kdyz pro
kazdé n € N plati a, < a,41. Implikaci < lze dokazat snadno matematickou
indukci, opa¢na implikace je zfejma. Obdobna tvrzeni plati i pro ostatni typy mo-
notonie.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

2.2.1 (motivace pojmu limita). (a) Uvedeme dva jednoduché modely z oblasti ban-
kovnictvi. Klient banky si u ni ulozi ¢astku ve vysi a korun ¢eskych s ro¢nim Grokem
p procent. Po uplynuti jednoho roku bude tedy ziistatek na Gctu roven (1 + p)a,
kde p = 755. Na konci n-tého roku bude potom zistatek a, roven (1 + p)"a. Po-
sloupnost {a,}72, tedy vyjadiuje vyvoj stavu konta na konci jednotlivych let.

Ve druhém prikladé pujci banka klientovi ¢astku ve vysi a korun ¢eskych s tiro-
kem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynuti lhiity musi tedy dluznik zaplatit
¢astku (1 + p)a, kde opét p = 155. Pokud by banka rozdélila rok na dvé ptlroéni
tirokovaci obdobi, byla by dluzna ¢astka na konci prvniho piilroku rovna (1 + £)a

a na konci roku by musel klient zaplatit ¢astku (1 + g)za. Pokud by banka rozdé-
lila rok na n stejné¢ dlouhych trokovacich obdobi, musel by klient na konci roku

zaplatit ¢astku b, = (1 + 2)"a.
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Budou hodnoty a, a b, s rostoucim n rust? Pokud ano, mohou rist ,nade
vsechny meze“ nebo se budou ,,blizit“ k néjaké hodnoté? K zodpovézeni téchto
otazek pouzijeme vysledky, které odvodime v této kapitole.

(b) Pomoci posloupnosti s nekone¢nym poctem ¢lentt mizeme také aproximovat
hodnotu jistého ¢isla A, které je pro nas z néjakého divodu zajimavé. Cleny takové
posloupnosti by mély s rostoucim # stale presnéji aproximovat hodnotu A. Takto
postupoval Archimédés ([2]), kdyz pocital délku obvodu kruhu ptiblizné pomoci
obvodu pravidelného mnohotuhelnika. Cim mél mnohothelnik vice stran, tim byl
jeho obvod lepsim priblizenim skute¢nému obvodu kruhu.

V uvedenych piikladech, ke kterym se jesté pozdéji vratime (vizte a??),
jsme neformalné uzili slov ,bliZit se“ a ,priblizovat se“ o ¢lenech posloupnosti. V té-
to kapitole dime témto obratim pfesny matematicky vyznam zavedenim pojmu
limita posloupnosti. Pojem limity ma pro matematickou analyzu zasadni vyznam
a v tomto textu se s nim budeme setkavat témér neustéle.

Definice limity.

2.2.2 (intuitivni pojem limity). Uvazujme posloupnost {a,} definovanou predpi-
sema, = (—1)" pron € N. Zda se byt zfejmé, Ze pro tuto posloupnost nelze nalézt
néjaké realné ¢éislo, k némuz by se jeji ¢leny ,blizily* (vizte Obrazek m)

OBRAZEK 1.

Necht nyni a, = 1+ (—%)", n € N. Nasledujici obrazek zachycuje chovani
prvnich deseti ¢lent této posloupnosti.
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OBRAZEK 2.

v 76

V tomto pripadé se naopak zda, ze ¢leny posloupnosti {a,} se s rostoucim n ,,bliZi
k ¢islu 1. Tento intuitivni ndhled nyni vyjadiime pomoci matematicky presnych
pojmu.

2.2.3. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel a 4 € R. Rekneme, Ze
posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4, jestlize plati

VeeR, e>03Impe NVneN, n>ng: la, — A| <e. 2.1

2.2.4. Chceme-li tvrdit, ze limitou posloupnosti {a, } je realné ¢islo A, musime ov¢-
fit podminku @) Pro libovolné zadané kladné ¢islo € musime nalézt prirozené
¢islo (index) ng takové, aby byla odchylka kazdého ¢lenu posloupnosti s indexem
n vétsim nebo rovnym tomuto ng od hodnoty A mensi nez ¢, tedy |a, — A| < e.
Jinymi slovy, pro libovolné ¢ € R, & > 0, hledame takové ng € N, aby platil vyrok

VneN,n>ng: |a, — A| <e. (2.2)

Nalezené ng bude obecné zaviset na volbé . Vizte nasledujici dva obrazky.

Na Obrazku H vidime jednu z moznych voleb ¢isla ng pro zadané e. Na Obraz-
ku @ bylo zadano ¢’ mensi nez €. Pro toto nové zadani ovSem index n¢ jiz podmin-
ku % nesplnuje, nebot existuje n € N, n > ng, pro které nerovnost |a, — A| < &’
neplati. Proto musime nalézt jiny index ng (vétsi nez ng), aby podminka @, kde
€ je zaménéno za &' a ng je zaménéno za ny, byla splnéna.
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A-l—é‘"“‘.“‘. --------------- ) .
oL A+é IT-ooootto ' TR TTiToT
A ST P E PSP S ol
A — et --—- . M
no | | ng
OBRAZEK 3. OBRAZEK 4.

2.2.5 (formule jako hra). Na ovérovani podminky ( je mozné také nahlizet ja-
ko na hru, v niz se utkaji dva hraci. Prvni hra¢ (nas protivnik) voli v prvnim tahu
hry kladné realné ¢islo . Nasim tkolem (v roli druhého hrace) je zvolit ve druhém
tahu hry pfirozené ¢islo ng. Ve tfetim (poslednim) tahu hry voli prvni hra¢ pfiro-
zené Cislo n splnujici n > ng. Pokud |a, — A| > &, vyhrava prvni hra¢, v opaéném
piipad¢ vitézime my. Pokud dokazeme vyhrat libovolnou takovou partii, je limitou
posloupnosti {a, } ¢islo A. VSimnéme si, Ze ve druhém tahu volime n¢, aniz bychom
védéli, které n zvoli nas protivnik v tahu nasledujicim. Tato skutecnost odpovida
poradi kvantifikatori v podmince

2.2.6. Véta (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost, kterd ma limitu
rovnou A € R a zaroven ma limitu rovnou B € R. Potom plati 4 = B.

Ditkaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla ny, np
takova, ze pro kazdé n € N,n > ny, je |a, — A| < e apro kazdén € N, n > np, je
lan — B| < €. Polozme ng = max{ng,np}. Potom plati ng > nq ing > np, a tedy
|any — A| < €1 |an, — B| < &. Odtud a z trojtthelnikové nerovnosti ([L.10) mame

|A— B| =|A—any + an, — B|
< }A—ano‘ + |an0—B’ <e+¢e=2e
Protoze |A — B| < 2e prokazdée € R, & > 0, je podle Lemmatu |A—B| =0,
neboli A = B. ]

2.2.7. Oznaceni. Jestlize ma posloupnost {a,} limitu rovnou néjakému realné-
mu dislu, pak je tato limita podle Véty ur¢ena jednoznacné a oznacujeme

ji symbolem lim, o ay. Je-li limitou posloupnosti {a, } realné ¢islo A4, pak piseme
) n—oo i1 C oy «

lim, 500 an = A neboa, —  A. Nehrozi-li nedorozuméni, piseme nékdy pouze
lima, = A nebo a, — A.

2.2.8. K zavedeni symbolu lima, potfebujeme tvrzeni Véty . Kdyby totiz
posloupnost méla vice nez jednu limitu, pak by nebylo jasné, co symbol lima,
vlastné oznacuje a rovnost lima, = A by nedavala smysl.
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2.2.9. Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych cisel. Rekneme, e {an} kon-
verguje (je konvergentni), jestlize existuje 4 € R takové, ze lima, = A, neboli
plati

JAeRVeeR, e>03Inge NVneN, n>ng: |la, — A| <e.
Je-li posloupnost konvergentni, fikame téz, ze ma vlastni limitu. Jestlize posloup-
nost nema vlastni limitu, pak fikame, ze diverguje (je divergentni).

2.2.10. Priklad. Nechtc € R a pro kazdén € N platia, = c. Dokazte, zelima, =
c.

Reseni. Zvolme libovolné ¢ € R, & > 0. Polozme ny = 1. Potom pro kazdé n € N,
n > ng, mame |a, —c| = |c —c| = 0 < ¢, takze podle definice limity dostavame
lima, = c. *

Nasleduycl prlklad ukazuje, ze hodnota limity konvergentni posloupnosti ne-
musi byt prvkem mnoziny jejich clent.

2.2.11. P¥iklad. Dokazte, Ze lim 1 » =0.

Réseni. Zvolme ¢ € R,e > 0. Podle Archimédovy vlastnosti realnych cisel (Vé-
ta nalezneme ny € N takové, Ze ng > % Potom pro kazdé n € N, n > ny,
plati - 1< % < ¢. Pro kazdé n € N dale platl' 1>0,a tedy % > —e&. Odtud plyne,
ze pro kazdé n € N, n > no, plati —e < - < &, neboli |- —O| < ¢. To podle definice
limity znamena, Ze lim 1 »=0. *

2.2.12. Priklad. Dokazte, ze lim n"? =1.

Resend. Nejprve si uvédomime, ze pro kazdé n € N plati
‘ n 1‘_‘n—(n+2) ‘ ‘_
n+2 N n+2 n-+2 n+2

Zvolme libovolné ¢ € R, ¢ > 0. Knému nalezneme ng € N takové, ze 0 < +2 <.

Tuto vlastnost ma jakékoli ng € N splnujici no > % — 2. Existence takoveho no
vyplyva z Archlmedovy Vlastnostl realnych ¢sel (Véta [1.5.30). Potom pro kazdé

n € N,n > ny, zfejmé platl a7 < +2 < ¢e. Pro taton € N dostavame
n 2 2
T e
n+42 +2 " ng+2
Podle definice limity tedy plati lim 25 = 1. ry

2.2.13. Negaci vyroku ,,Posloupnost {an}Je konvergentni.“ lze podle zapsat

ve tvaru
VAeRIeeR,e>0Vnpe NIneN,n>ng: |a, — A| > ¢

Mame-li dokazat, ze zadana posloupnost nema vlastni limitu, pak musime pro kaz-
dé A € R ukazat, Ze A neni limitou této posloupnosti. Predpokladame tedy, ze A4
je libovolné realné ¢islo a v zavislosti na ném volime vhodné ¢ € R, ¢ > 0. Tento
postup predvedeme v nasledujicich dvou prikladech.
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2.2.14. Piiklad. Dokazte, ze posloupnost {n*} nem4 vlastni limitu.

Reseni. Provedeme dtikaz sporem. Piedpokladejme pro spor, ze limn* = 4 € R.
Pro ¢ = 1 nalezneme ny € N takové, ze plati
VneN,n>ng: n*— Al <e=1. (2.3)
S pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta ) nalezneme n € N takové, Ze n >
max{|A| + 1,no}. Pak plati n* > n > |4| + 1, a tedy podle Diisledku (a) plati
n* — Al =n*—|A| = |A| + 1 - |A| =1 =¢,

COZ je spor s @) *
2.2.15. Priklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} nema vlastni limitu.

Reseni. Necht A je libovolné realné ¢islo. Polozme ¢ = 1. Je-li A > 0 ang € N, pak
volime liché n € N, n > ng. Potom plati

(=)' —A|=|-1-A|=14+A4>1=¢
JeliA <0ang € N, pak volime sudé n € N, n > ng. Potom plati
1) — Al =[1—-Al=1-A>1=¢.

Posloupnost {(—=1)"} tedy nema vlastni limitu.

Narozdil od Pfiklad, kdy bylo mozné za ¢ zvolit jakékoliv kladné ¢islo,
2.2.15

nelze pri feseni Prikladu 5 volit ¢ libovolné. Naptiklad volba ¢ = 3 by k feSeni

nevedla. Cislo & zde musime zvolit ,,dostateén& malé. ry
V Ptikladu jsme na zakladé definice ovéfili, ze &fslo 1 je opravdu limitou
posloupnosti {n”ﬁ} ve smyslu Definice . V Prikladech a jsme

uzili této definice k ditkazu neexistence vlastni limity pfislusnych posloupnosti.
Definice sama nam ale nedava navod, jak limitu vypocitat. V dalsi ¢asti této kapi-
toly odvodime véty, které objasni zakladni vlastnosti limit a dale budou uzite¢né

pii vypoctech limit konkrétnich posloupnosti.

2.2.16. Véta. Necht{a,}a {b,}]jsou posloupnosti,lima, = A € Raexistujen; € N
takové, ze a, = b, pro kazdén € N, n > ny. Pak plati limb, = A.

Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici
VneN, n>ny: |la, — A|l <e.

Polozme ny = max{ny,n»}. Potom pro kazdé n € N, n > nyo, plati |b, — A| =
lan — A| < &. Tedy limb, = A. [

2.2.17. Predchazejici vétu lze formulovat i nasledujicim zptsobem. Zménime-li
u dané konvergentni posloupnosti {a, } kone¢né mnoho ¢leni, pak mé nové vznikla
posloupnost {b,} stejnou limitu jako posloupnost {a,}. Pokud je totiz mnozina
{n € N; a, # by} kone¢na, potom je omezena, a tedy existuje n; € N takové, ze
pro kazdén € N, n > ny, platia, = b,.
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Diky tomuto pozorovani mizeme zesilit vysledek Prikladu . Nechtc €
R, {an} je posloupnost a existuje n; € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
a, = c. Potom lima, = c, jak vyplyva z Prikladu a Véty .

Nyni zformulujeme nékolik podminek ekvivalentnich podmince @ v defi-
nici limity posloupnosti. Casto je totiz snazsi ovérit nékterou z téchto podminek
nez podminku pivodni.

2.2.18. Lemma. Necht {a,} je posloupnost a A € R. Pak lima, = A pravé tehdy,
kdyz existuje K € R, K > 0, takové, ze plati

VeeR,e>03ngeNVneN, n>ng: |a, — A < Ke. 2.4)
Diikaz. = Z definice limity plyne, ze @) plati pro K = 1.

&  Necht K € R, K > 0, je ¢islo splnujici @ Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. PoloZme
¢’ = %.Podle @) k tomuto & existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N,n > no,
plati |a, — A| < K¢’ = . K zadanému ¢ > 0 jsme tedy nasli ng € N takové, ze pro
kazdén € N, n > ng, mame |a, — A| < ¢. Jinymi slovy, plati lima, = A. ]
2.2.19. Lemma. Necht {a,} je posloupnost a A € R. Potom lima, = A pravé
tehdy, kdyz existuje g9 € R, g9 > 0, takové, ze plati

VeeR,e€(0,60)Ing e NVneN,n>ng: la, — A| <e. (2.5)
Dikaz. = Polozme g9 = 1. Potom (2.5) plyne z definice limity a [1.1.26(a), kde
klademe M, = (0, 00), M = (0,1) a V(¢) je vyrokova forma

dnge NVneN,n>ng: |la, — A| <e.

< Zvolme e € R, & > 0. Polozme ¢ = min{e, 22}. Potom ¢’ € (0, &), a tedy
podle @) k nému existuje np € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
lan — A| < & < e. Tedy lima, = A. ]

2.2.20. Z Lemmatu plyne, Ze pro ovéreni existence vlastni limity posloup-
nosti staci vysetfit jen ¢ z intervalu (0, &9), kde &g je dano. Stadi se tedy zabyvat jen
»malymi hodnotami® e, coz v dal$im textu usnadni nékteré dikazy.

2.2.21. V definici limity posloupnosti (Definice miize byt nerovnost n > ng

ckvivalentné nahrazena nerovnosti n > ngy. Podobné nerovnost |a, — A| < ¢ maze

byt ekvivalentné nahrazena nerovnosti |a,—A| < e. Prvni z téchto tvrzeni je snadné.
Pro ditkaz druhého tvrzeni si nejprve uvédomime, ze z podminky trivialné
plyne vyrok

VeeR, e>0IngeNVneN, n>ng: la, — A| <e. (2.6)
Jestlize naopak plati @), potom

VeeR,e>03Imye NVreN, n>ng: la, — A|] <2e.

Odtud pomoci Lemmatu vyplyva @

Nasledujici dvé véty ukazuji vztahy mezi limitami posloupnosti {a,} a {|a,|}.



76 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.2.22. Véta. Necht {a,} je posloupnost, A € R alima, = A. Pak lim |a,| = |4].
Diikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze
VneN,n>ng: |a, — A| <e.

Potom pro kazdén € N,n > ng, plati podle Dasledku [[.5.19(a) odhad ||a,|—|A4]| <

lan — A| < e. Celkem tedy mame
VeeR,e>03ng e NVn e N,n > nyp: ||an| - |A|| <e.
To ale podle definice znamena, ze lim |a, | = |4]. ]

2.2.23. Opacna implikace ve Vété obecné neplati. Napiiklad posloupnost
{(=1)"} nemé vlastn{ limitu (vizte Pfiklad .2.15), ale lim [(=1)*| = lim1 = 1.

Pokud ovsem A = 0, pak opa¢na implikace plati, jak ukazuje nasledujici véta.

2.2.24. Véta. Necht {a,} je posloupnost. Potom lima, = 0 pravé tehdy, kdyz
lim |a,| = 0.

Diikaz. Podle definice limity je lima, = 0 pravé tehdy, kdyz
VeeR,e>03Imge NVrneN,n>ng: |a,| <e,
zatimco lim |a,| = 0 pravé tehdy, kdyz
VeeR,e>03ng € NVneN,n=>ng: ||as]| <e.
Protoze ||an || = |a,|, jsou oba vyroky ekvivalentni. [

Nyni se budeme vénovat vztahu mezi existenci vlastni limity a omezenosti po-
sloupnosti.

2.2.25. Véta. Necht {a,} je konvergentni posloupnost. Potom je {a,} omezena.

Diikaz. Podle predpokladu existuje 4 € R takové, ze lima, = A. Polozme ¢ = 1.
Podle definice limity nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, je
lan — A] < 1. Mnozina {|a,|; n € N,n < no} je kone¢na, a tedy je podle Véty 1.6.14
omezena. Necht M € R je jeji horni zavora. Potom podle Véty [L.5.11 pro kazdé
n € N,n > ny, plati

lan| < lan — Al + |A] < 1+ |A],
a tedy
lay| < M, pokudn € N, 1 <n < ny,
= |A] +1, pokudn e N,n > no.

Nyni polozme K = max{M, |A| + 1}. Pak pro vSechna n € N plati |a,| < K, a {a,}
je tedy omezena. m

2.2.26. (a) Z Véty vyplyva, ze kazda neomezena posloupnost je divergentni.

(b) Omezenost posloupnosti neni postacujici podminkou pro jeji konvergenci. Na-
piiklad posloupnost {(—1)"} je omezena, av$ak neni konvergentni.
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Limita vybrané posloupnosti.

2.2.27. Definice. Necht {a,} je posloupnost a {n;}2, je rostouci posloupnost
ptirozenych cisel. Pak {a,, }2> | nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti
{a,}, ptipadné podposloupnosti posloupnosti {a,}.

2.2.28. Necht {a,} je posloupnost. Nasledujici posloupnosti jsou vybranymi po-
sloupnostmi z posloupnosti {a, }:

e posloupnost {azx_1}72 , ¢lentis ,lichym indexem®a posloupnost {as¢ }72
¢lents se ,sudym indexem®, kde prislusnymi posloupnostmi {ny} jsou po
fadé {2k — 1} a {2k},

e posloupnost {ag4 132, kdeny =k + 1,k € N,

e posloupnost {a;2}> |, kde ng = k?,k € N,

e posloupnost {a,, }72 ,, kde py je k-té prvocislo, k € N.

Posloupnost {n;}z2, v Definici urcuje vybér téch ¢leni posloupnosti
{an}, které se objevi v podposloupnosti {an, }z2 ;. Posloupnost {n;}32; musi byt
podle definice rostouci. Napiiklad posloupnost az, az, a1, a4, as. ae., ... obecné ne-
urcuje podposloupnost posloupnosti {a, }.

2.2.29. Necht {a,} = {(—1)"}. Uvazujme podposloupnosti {az,—1}3, 12k},
a {ay2}72 . Posloupnost {az. 132, je konstantni a spliuje limg o0 a2x—1 = —1.
Také posloupnost {as; 72, je konstantni a spliiuje limy o0 azx = 1. Konecné po-
sloupnost {a;2}32 , splyva s ptivodni posloupnosti, a tedy je divergentni.

Pro divergentni posloupnost {(—1)"} jsme nalezli dvé jeji konvergentni podpo-
sloupnosti s riznymi limitami a jednu jeji divergentni podposloupnost. Posloup-
nosti vybrané z divergentni posloupnosti mohou tedy konvergovat k riznym limi-
tam nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrané z konvergentni posloup-
nosti je situace jednodussi, jak ukazuje nasledujici véta.

2.2.30. Véta (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost, lima, =
A € R a {ng}72, je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Potom limyg_, o0 an, =
A.

K dtikazu véty budeme potfebovat nasledujici lemma.

2.2.31. Lemma. Necht {n;}2, je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Potom
pro kazdé k € N plati ng > k.

Diikaz. Dtukaz provedeme matematickou indukei podle k. Protoze ny € N, zfejmé
mame n; > 1. Predpokladejme, ze pro k € N plati ny > k. Potom plati ng4q >
ng > k, nebot {ny} je rostouci. Z Lemmatu plyne, ze ngyy > k + 1. Tim je

tvrzeni podle principu matematické indukce dokazano. [
Diikaz Vety . Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n* € N takové, ze
VneN,n>n": |a, — 4| <e. 2.7

Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost nx > k > n*, atedy
podle @) dostaneme |a,, — A| < &. Tim je véta dokdzana. =
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2.2.32. Necht {a,} je posloupnost. Jestlize existuji dvé podposloupnosti posloup-
nosti {a, } majici rizné vlastni limity, pak je {a,} divergentni. Kdyby totiz posloup-
nost {a,} méla vlastni limitu A, pak by obé podposloupnosti musely mit podle

Véty limitu A, coz by byl spor.

9.9.33. Uvahaz predchoziho odstavce nam umoznuje dokazat, ze limita posloup-
nosti {a,} = {(—1)"} neexistuje, jinym zptsobem, nez to bylo provedeno v Piikla-
du.2.15. Podle.2.29 je totiz limg o0 a2k = 1 alimg_o0 azk—1 = —1. Nalezli jsme
dvé podposloupnosti s riznymi limitami, a tedy lim(—1)" neexistuje.

Aritmetika limit. V dalsi ¢asti tohoto oddilu ukazeme, jak pojem limity sou-
visi s aritmetickymi operacemi.

2.2.34. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 4 €
R alimb, = B € R. Potom plati:

(@) lim(a, + by) = A+ B,

(b) lim (a, -b,) = A- B,

(c) je-li B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim ‘b‘—:’l = %.

Diikaz. (a) Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla ny,
np takova, ze pro kazdén € N, n > ny, je la, — A| < e apro kazdén e N,n > np,
je |bp — B| < e. Polozime-li ng = max{n4,np}, pak pro kazdé n € N, n > ny, plati
obé uvedené nerovnosti.

Z trojihelnikové nerovnosti (Véta [1.5.11)) plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati

[(@n + bn) — (A + B)| = [(an — A) + (bn — B)|
<lan — Al + |bn — B| < e+ & = 2¢.

Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Lemmatu pro K = 2.

(b) Pted vlastnim ovéfenim tvrzeni podle definice limity provedeme nékolik pii-
pravnych avah. Posloupnost {b, } je konvergentni, a je tedy podle Véty ome-
zena. Jinymi slovy, existuje L € R, L > 0, takové, ze pro kazdé n € N plati |b,| < L.
Upravou vyrazu a,b, — AB a pouzitim trojuhelnikové nerovnosti (Véta [1.5.11)) do-
stavame pro kazdé n e N
|anby — AB| = |apby, — by A + by A — AB|
< |anby — by A| + |byA — AB]|
= |bnllan — Al + |A||bn — B|
=< L|an _A| + |bn _B|‘

(2.8)

Nyni zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Stejné jako v bod¢ (a) nalezneme ny € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ng, plati |a, — A| < € a |b, — B| < &. Tudiz pro kazdén e N,
n > no, plati dik @ lanby — AB| < (L 4+ |Al|)e. Dokazované tvrzeni tedy vyplyva
z Lemmatu 2.2.18 pro K = L + |A]|.
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(c) Obdobnymi tpravami jako v dtikazech predchozich tvrzeni dostavame pro kaz-
dé n € N nerovnosti

ay A‘_ a,,B—b,,A‘_ a,B — AB + AB — Ab,
b, Bl bu B o bn B
B— AB AB — Ab
NESTNI e
b, B b, B
4]
=—1\a, —A|+ b, — B|.
By = A 718y P B

Podle definice limity nalezneme ke kladnému ¢&islu 1 | B| takové ng € N, Ze pro
kazdén € N, n > ng, plati

|B —by| < 11|B]. (2.10)
Podle Disledku (a) a pro kazdé n € N, n > ny, plati
||B| = |bnl| < |B —bu| < 5 |B|. (2.11)

Vzhledem k tomu, Ze navic plati |B| — |b,| < ||B| — |by||, dostavdme podle (2.11)
pro kazdé n € N, n > ng, nerovnost |B| — |b,| < % |B|, a tedy také

1 2
< —. (2.12)
|bn| |B|
Polozme
2 2|4
K—max{m, 5 } (2.13)
Pak podle (2.9), a mame pro kazdén € N, n > no,
aw A| 2 2|4
ol e S g — A+ 22 b, - B
b, Bl = (g4 AT gz bn = Bl (2.14)

< K(lan — A| + |by — B).

Nyni zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Nalezneme n; € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > ny, plati |a, — A| < € a |b, — B| < ¢. Polozme n, = max{ng,n;}. Pro kazdé

n € N,n > ny, potom diky .14) mame

a, A
— — —| < 2Ke.
b, B
Dokazované tvrzeni pak plyne z Lemmatu . ]

V dal$im textu se budeme n¢kdy odkazovat na diléi tvrzeni (a), (b), (c) Vé-
ty po rad¢ jako na vétu o limité souctu, vétu o limité soucinu a vétu o limité
podilu.

2.2.35. Priklad. Dokazte, ze plati lim nLZ =0.

ReSeni. Tvrzeni vyplyva z Piikladu a véty o limité soucinu (Véta (b))
pro posloupnosti {a,} = {b,} = {1}. *
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2.2.36. Podstatnym predpokladem véty o aritmetice limit (Véta je konver-
gence posloupnosti {a,} a {b,}. Uvedeme nékolik priklada.
e Necht {a,} = {(—=1)"} a {b,} = {(—1)"}. Pak jsou obé¢ posloupnosti diver-
gentni, ale lima,b, = 1.
e Necht {a,} = {n?} a {b,} = {%}, a tedy {a,b,} = {n}. Pak {a,} a {a,b,}
diverguji podle Véty a {b,} konverguje podle Ptikladu .
e Necht {a,} = {n} a {b,} = {an} Pak {a,} diverguje, {b,} konverguje
podle Prikladu a{anb,} = {%} konverguje.
Situace vypada obdobné i v piipadé ostatnich aritmetickych operaci. Konstrukce
piislusnych piikladii neni obtizna.

V dalsim vykladu se nim budou hodit nasledujici obecnéjsi verze vét o limité
souctu a limité soucinu.

2.2.37. Véta. Necht/ € N a pro kazdé j e {1,....1} je {a}1%%, posloupnost spl-
nujict limy, 00 a; = Aj € R. Potom plati:

@ limyooo Yoy ah = Y, 45,
(b) hmn%oo l_[j'zl a?]l = 1_[5‘:1 Al

Diikaz. (a) Pouzijeme matematickou indukci. Pro [ = 1 je tvrzeni ziejmé. Pred-
poklddejme nyni jeho platnost pro I € N. M¢éjme posloupnosti {a,},.... {alt1

s limitami A4; e R, j =1,...,] + 1. Podle indukéniho predpokladu plati

1 1
lim > a) =) 4;. (2.15)
j=1 j=1
Dale mame
I+1 /

fim, Yl = Jim () + 1)
j=

j=1
l I+1

= (ZA;') + A=) A,
j=1

j=1
pricemz druha rovnost plyne z @ a Véty (a).
(b) Tvrzenti lze dokdzat obdobné. [

2.9.38. Piiklad. Vypoditejte lim 252

2n2+47"
Reseni. Pro kazdén € N plati

n%+n n?+n

m2+7 w247
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Podle Prikladu je lim, . 1 = 1 a podle Ptikladu R.2.11] je lim% = 0. Tedy
lim(1 4 3) = 1. Podobné odvodime lim(2 + -5) = 2. Podle véty o limit¢ podilu
(Véta R.2.34(c)) dostavame

1+- Clim(+5) 1

lim - — =
2+ 5 hm(2 +3) 2

Pti po¢itani limit posloupnostl obvykle zapisujeme vypocet stru¢néji. V nasem

piikladu by zkraceny zapis vypadal nasledovné:

1+ - lim(1 + 1
e 2 (2.16)
2+ hm(2+n—2)
limn—>ool+1iml
- - 2.17
1+0 1
“257.0 2 18
2470 2 (2.18)

Napiseme-li v prib¢hu vypoctu nejprve rovnost , musime si byt védomi toho,
ze zatim nevime, zda tato rovnost plati. Rovnost bude platit, pokud ukazeme, ze
obé limity ve zlomku na pravé strané existuji vlastni a limita veJmenovatehJe nenu-
lova. Podobné rovnost - 2.17) bude platit, pokud ukazeme, ze vsechny limity j ?so

vlastnia vysledny vyraz ve menovatehje nenulovy Hodnoty limit ve vyrazu

vsak jiz zname a vypocet ) ukazuje, Ze vyraz ve jmenovateli je nenulovy Do-
stavame tak platnost prvni rovnosti v ), a diky tomu i platnost rovnosti

Odtud potom dostavame platnost rovnosti ), a tim korektnost celého feﬁeni.

P1i poditani limit musime kazdy krok vypoctu zdiivodnit. Nékdy jde jen o alge-
braickou tpravu pocitaného vyrazu, ¢asto pak pouzivame vétu o aritmetice limit,
piipadné jiz vypocitané limity. Bez zdtvodnéni neni feseni iiplné. Pozdéji v pokroci-
lejsich ¢astech skript jiz nebudeme podrobna zdtvodnéni uvadét, coz ale nezna-
mena, ze jsme je neprovedli. ry

Nasledujici vysledek obsahuje Jednoduche ale uzite¢né tvrzeni o limité po-
sloupnosti definované jako sou¢in omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou
limitou.

2.2.39. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 0 a {b,} je omezena.
Potom lima, b, = 0.

Diikaz. Protoze {b,} je omezena, existuje K € R, K > 0, splnujici pro kazdé n € N
nerovnost |b,| < K. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Protoze lima, = 0, existuje ng € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a,| = |a, —0| < €. Pro kazdé n € N,
n > no, tudiz plati

|anbny — 0| = |anby| = lan| |bn| < Ke.
Tedy podle Lemmatu plati lima,b, = 0. ]

2.2.40. Tvrzeni Véty neplyne z véty o limité sou¢inu (Véta R.2.34(b)), pro-

toze posloupnost {b,} nemusi mit vlastni limitu.
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2.9.41. Piklad. Dokaite, 7e lim & = 0.
Resent. Tvrzeni plyne z Véty .2.39, nebot posloupnost {(—1)"} je omezend a plati

.
hm;:O. ¥y

Limita a usporadani. V predchozich vétach jsme uvedli nékolik dulezitych
souvislosti mezi pojmem limity a operacemi na mnozin¢ realnych ¢isel. Nyni se
zaméiime na vztah mezi limitou a usporadanim realnych ¢isel.

2.2.42. Véta (limita a usporadani). Necht A, B € R, {a,} a {b,} jsou posloupnosti
splnujici lima, = Aalimb, = B.
(@) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati a, < by.
(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdé n € N, n > n*, plati a, > by,.
Potom A4 > B.

Diikaz. (a) Polozme e = %(B —A). Pak podle definice limity existuje n; € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, < A + . Dale opét podle definice limity
existuje n, € N takové, ze pro kazdé n € N, n > n», plati b, > B — e. Polozme
no = max{ny,ny}. Potom pro kazdé n € N, n > nyg, plati

A+ B

ay, <A+e= =B —¢& < by,

¢imz je tvrzeni (a) dokazano.
(b) Piedpokladejme pro spor, ze plati A < B. Potom podle tvrzeni (a) existuje ng €
N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < b,. Polozme m = max{no,n*}.
Pak dostavame a,, < by, < apm, coz je spor. ]
2.2.43. Véta nam poskytuje moznost odhadnout shora nebo zdola hodno-
tu limity dané posloupnosti, o niz vime, ze konverguje, ale jejiz limitu nezname,
pomoci jiné posloupnosti, jejiz limitu zname.
V tvrzeni Véty (b) nelze nerovnostia,, > b, a A > B nahradit nerovnost-
mi a, > b, a A > B. Polozme napftiklad {a,} = {%} a {b,} = {0}. Potom zfejmé
plati a, > b, pro kazdé n € N, mame vs$ak lima, =limb, = 0.
2.2.44. Véta (o dvou straznicich). Necht {a,}, {b,} a {c,} jsou posloupnosti spliiu-
jict:
(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdén € N, n > no, platia, < ¢, < by,
(b) {an} a{bs} jsou konvergentni a plati lima, = limb,.
Potom je {c,} konvergentni a plati lim¢, = lima,.
Ditkaz. Oznaéme lima, = A. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému podle predpokladu
(b) nalezneme ny,n, € N takova, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
A—ec<ap,<A+e
a pro kazdé n € N, n > n, plati

A—e<b, <A+es.
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Polozme n3 = max{ng,ny,n2}. Odtud a z predpokladu (a) plyne, ze pro kazdé
n € N,n > ns, plati
A—s<a, <c, <b, <A+s,

a tedy |c, — A| < e. Tim jsme ovérili, ze platilime, = A. [

Neékolik prikladii. V nasledujicich piikladech pouzijeme pravé odvozené vy-
sledky a priklady samotné pouzijeme v dalsich vypoctech.

2.2.45. Priklad. Spoctéte lim (/1 + 1.
ReSeni. Pro kazdén € N plati 1 <14+ 1 < (1+ 1)2 Podle tedy pro kazdé

n € N plati nerovnosti
1 1
I</14+-=<1+-.
n n

Vzhledem k tomu, Ze lim 1 = lim(1 + %) = 1, dostavame podle véty o dvou straz-
nicich (Véta lim,/14+1=1. *

2.2.46. Priklad. Necht A € R, k € N a {a,} je posloupnost nezapornych realnych
¢isel splnujici lima, = A. Dokazte, ze A > 0 alim, o ¥/a, = VA.
Reseni. Nezapornost ¢isla A plyne z Véty (b) Predpokladejme nejprve, ze
A = 0. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze pro kazdé
neN,n>no,platia, < ¢k. Pro kazdén € N,n > ny, diky monotonii odmocniny
(vizte [[.7.19) plati 0 < /@, < e. Dostavame tedy lim,—e0o &/d@n = 0 = VA.

Nyni predpokladejme, ze A > 0. Pak podle Prikladu pro kazdé n € N
plati
(var - ¥). SRV VA

n * . i—1

Zj’c=1( Yan)k=i (¥ 4)’ (2.19)

‘ a, — A ‘ _ 1
S (Yankd (Vay T (v

Posledni nerovnost plati diky snadnému odhadu

| Yar - V| =

la, — Al.

k

D (Wan I (VAT = (VAT

Jj=1
jenz vyplyva z nezapornosti clenti posloupnosti {a, } a nezapornosti 4. Odtud a po-
uzitim rovnosti .
obdrzime podle Véty lim, 0| &/@n — V/A| = 0. Podle Véty plati
limy, o0 ( &/an — W) = 0. Odtud diky vété o limité souctu (Véta (a)) dosta-
vame lim, o %/a, = VA. ry
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2.2.47. P¥iklad. Dokazte, Ze lim ¥/n = 1.

Reseni. Vzhledem k tomu, Fe prokazdén € Nje ¥/n > 1, mtzeme psat ¥/n = 1+6,,
kde 6, = 0. Zvolme n € N, n > 2. Potom podle binomické véty (Véta plati

-1 —1
n=(1+6,)">1+nb, +n("—2)9,$ > "("—2)9,3.
Protoze platin — 1 > 2, dostavame
-1 2
> %93 > %93

Odtud a z monotonie odmocniny ([1.7.19) plyne \/%7 > 6,. Uvedena nerovnost

plati pro kazdé n € N,n > 2, a tedy podle Prikladu , Prikladu pro
k = 2 a z véty o limité soucinu (Véta (b)) dostaneme lim %ﬁ = 0, takze
podle Véty mame lim, o 6, = 0. Odtud plyne dokazované tvrzeni. ry

2.2.48. Priklad. Necht c € R, ¢ > 0. Dokazte, ze lim, o ¥/c = 1.

Reseni. Necht nejprve ¢ > 1. Pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta nalezne-

me ng € N takové, ze ng > ¢. Potom pro kazdén € N,n > ng, plati 1 < ¥/c < ¥n.

Z véty o dvou straznicich (Véta a Piikladu plyne lim {/c = 1.
Nechtnynic € (0, ). Potom podle véty o limité podilu (Véta (c)) apodle

jiz dokazaného tvrzeni plati

. . 1
lim %/c = lim = =-=1.
n—00 n—o0o ,\,/I lim nf1 1
c n—o00 \/ ¢

2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice nevlastni limity. Posloupnost {a,} = {n} je sice divergentni, ma vsak
nasledujici vlastnost. Pro libovolné K € R existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n € N,n > no, plati a, > K. Vskutku, sta¢i pomoci Archimédovy vlastnosti (V¢é-
ta nalézt ng € N, ng > K. Obdobnou vlastnost ma napiiklad posloupnost
{bn} = {—n?}, pfi¢emz nerovnost a, > K je nahrazena nerovnosti b, < K. Ob¢
vlastnosti miizeme chapat jako jisté typy limitnitho chovani posloupnosti, i kdyz
jiné, nez je konvergence k realnému ¢islu, kterou jsme studovali v predchazejicim
oddilu. Tyto typy limitniho chovani formaln¢ zavedeme v nasledujici definici.

2.3.1. Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a,} ma limitu rovnou oo (éteme plus
nckonec¢no), jestlize

VKeR3Inge NVne N, n>ny:a, > K.
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Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou —oo (¢teme minus nekonec¢no),
jestlize
VK e Rdnge NVne N,n>ny: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou plus nebo minus nekone¢nu, fikame, ze ma
nevlastni limitu. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, ze diver-
guje k co. Jestlize ma posloupnost limitu rovnou —oo, pak fikame, ze diverguje
k —oo0.

2.3.2. Priklad. Dokazte, Ze lim /n = oo.

Reseni. Zvolme K € R. Z Archimédovy vlastnosti realnych &isel (Véta [1.5.30) vy-
plyva existence ng € N splnujictho ng > K?. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati
Vn = /ng > |K| > K, ¢imz je tvrzeni dokdzano. *

Rozsifena mnozina realnych ¢isel.

2.3.3. Nckteré poznatky z predchazejictho oddilu rozsifime i na nevlastni limity.
K tomuto ticelu pridame k mnoziné realnych ¢isel dva nové prvky oo a —oo a od-
povidajicim zptisobem rozsifime aritmetické operace s¢itani, od¢itani, nasobent,
déleni a relaci usporadani. Operace sc¢itani a odcitani nelze definovat pro vsechny
dvojice prvkii z R U {—o0, oo} tak, aby tyto operace mély zaroven nékteré zadouci
vlastnosti (vizte Vétu P.3.5). Podobné je tomu s ndsobenim a délenim. Aritmetické
operace tedy budeme definovat jen pro nékteré dvojice prvki z R U {—o0, oo}. Kri-
tériem pro to, ktery vyraz a jak definujeme, je platnost véty o aritmetice limit i pro
nevlastni limity (vizte Vétu.

2.3.4. Definice. Rozsifenou mnozinou realnych ¢isel budeme nazyvat mnozinu
R U {oo, —oo} a budeme ji znacit R*.
Operace scitani. S¢itani rozsifujeme takto:

e VaecRU{oo}: 004+a=a+ oo = o0,

e Vae{—o0}UR: —o0+a =a+ (—o00) = —00.
Operace odcitani. Operace od¢itani dvou realnych ¢isel a, b je definovana jako
soucet ¢isla a a ¢isla opa¢ného k b, tj. a — b = a + (—b). Pro rozsifeni této opera-
ce postaci definovat ¢isla opacna k oo a —oo a pouzit predchozi rozsireni operace
s¢itani. Definujeme —(00) = —00 a —(—00) = oo.

Operace nasobeni. Definujeme:

e Va e (0,00)U{oo}:a-00=00-a = o0,
e Va € (0,00)U{oo}:a-(—o0) = (—0) -a = —o0,
e Va e {—oo} U (—00,0):a-00=00-a = —00,

Va € {—oo} U (—00,0): a - (—o00) = (—00) -a = oo.

Operace déleni. Operace déleni dvou redlnych ¢isel a, b je definovana jako soudin
¢isla a a inverzniho prvku k b, tj. § = a - % Pro rozsifeni operace déleni postaci
tedy definovat = =0a —— = 0.

—00
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Nasledujici vyrazy tedy nejsou definovany:

00+ (—o0), —oo+o00, 0-00, 00:0, 0-(—00), (—00)-0.

Relace usporadani. Definujeme:
e VaeR*: —c0 <a,
e YaeR*:a < oo.

2.3.5. Véta. Necht x, y,z € R*. Pak plati nasledujici rovnosti, pokud je alespon
jedna strana prislusné rovnosti definovana:

(@ x+y=y+ux,

b x+y)+z=x+ U +2),

(© xy = yx,

(d) (xy)z=x(2).

Ditkaz. Dokazeme tvrzeni (b). Pfredpokladejme, ze oo € {x, y,z}. Pak —o0 ¢ {x, y, z},
jinak by vyrazy na levé i pravé strané nebyly definovany. Dale je leva i prava strana
rovna oo, takze rovnost plati. Podobné pokud —co € {x, y,z}, pak oo ¢ {x,y,z}
a ovéteni rovnosti dokonéime obdobné. Zbyva moznost, kdy x, y,z € R. Pak jde
o znamou rovnost pro realna ¢isla.

Ostatni tvrzeni lze dokazat podobnym rozborem piipadd. [

2.3.6 (supremum a infimum v R*). Relace < na R*, jak jsme ji pravé definovali, je
ztejmé reflexivni, slab¢ antisymetricka a tranzitivni, a proto je relace < usporada-
nim na mnoziné R* ve smyslu Definice . Navic jde zfejmé o linearni uspora-
dani podle téze definice. Pojem suprema a infima mame tedy definovan i v tomto
ptipadé podle Definice @

Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych ¢isel se pojem supre-
ma v mnoziné R shoduje s pojmem suprema v R*. Shora neomezena podmnozina
R nema v R supremum, v R* je vSak timto supremem oco. Podobné zdola neomeze-
na mnozinav R ma infimum v R* rovné —oo. Kone¢né pro prazdnou mnozinu plati
podle definice inf@ = oo a sup@ = —oo, pokud uvazujeme supremum a infimum
vzhledem k R*.

2.3.7. Umluva. V nasledujicim textu budeme suprema a infima mnozin uvazovat
vzhledem k mnoziné R*. Pojmy omezenosti shora, omezenosti zdola, omezenosti
podmnozin R vsak budeme uvazovat jako doposud vzhledem k mnoziné R.

2.3.8 (absolutni hodnota v R*). Absolutni hodnotu rozsitime na R* tak, ze klade-
me |oo| = oo a |—oo| = oo.

Zakladni vlastnosti limit podruhé.

2.3.9. Definice je doplnénim Definice o ptipady, kdy limitou je bud
00, nebo —oo. Vime tedy, co znamena, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou 4,
kde bud 4 € R, nebo A = o0, necbo A = —oo. Nasledujici véta ukazuje, Ze vé-

ta o jednoznacnosti limity (Véta zustava v platnosti 1 pro takto rozsifenou
definici.



2.3. NEVLASTNI LIMITA POSLOUPNOSTI 87

2.3.10. Véta (jednoznacnost limity podruhé). Necht {a,} je posloupnost, ktera ma
limitu rovnou 4 € R* a zaroven md limitu rovnou B € R*. Potom plati 4 = B.

Diikaz. Dokazali jsme jiz, ze nejvyse jedno realné cislo miize byt limitou posloup-
nosti {a,} (Véta @ Zbyva dokazat, ze nemtze nastat zadny z pripadu:

(@) {an} je konvergentni a souc¢asné ma limitu oo,

(b) {an} je konvergentni a soucasné ma limitu —oo,

(¢) {a,} malimitu oo a soucasné —oo.

Pripad (a). Ptedpokladejme pro spor, ze plati (a). Podle Véty je {a,} omezena,
a tedy je omezena shora. Tudiz existuje K € R takové, ze a, < K pro kazdén € N.
Protoze ale soucasné ma posloupnost {a,} limitu oo, existuje prirozené ¢islo ng
takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, je a, > K, coz je spor.

Pripady (b) a (c). Dtikaz je obdobny. ]

2.3.11. Oznaceni. Ma-li posloupnost {a,} nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu
této limity opét symbolem lima,. Pideme tedy lima, = oo nebo lima, = —oo.
Ke korektnimu zavedeni tohoto znacdeni pottebujeme Vétu (pro srovnani
vizte )

2.3.12. Pro kazdou posloupnost {a,} nastava pravé jedna z nasledujicich moznos-
ti:

vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,

existuje

lima, nevlastni, tj. je rovna oo, nebo —oo,

neexistuje.
2.3.13. Definice. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu

tvaru B(c,e) = (c —¢,c +¢), kde £ € R, & > 0. Okolim bodu 0o rozumime kazdou
mnozinu tvaru B(co, g) = (%, 00), kde ¢ € R, ¢ > 0. Okolim bodu —oco rozumime

kazdou mnozinu tvaru B(—o0, ¢) = (—o0, —%), kde e € R, ¢ > 0.

9.3.14. Lemma. Necht A, 4 € R*, A * A. Potom existuje € € R, & > 0, takové, ze
A¢ B(A,e).

Diikaz. Rozlisime nasledujici pripady.

Pripad A eR. Jeli také A4 € R, pak polozime ¢ = %M — A|. Potom zfejmé plati
A ¢ B(A,e). Jelli A = oo nebo A = —o0, zvolime ¢ € R, & > 0, libovolné a opét
dostaneme A ¢ B(A4,¢).

Prvz]bad/f = oc0. Jelli A € R, polozime ¢ = . Potom 4 < |A| + 1 = %, a tedy

b VISR

A ¢ B(A,¢). Jelli A = —o0, zvolime ¢ € R, ¢ > 0, libovolné¢ a opét obdrzime
A¢ B(Ae).

Pripad A = —o00. Tvrzeni 1ze dokazat obdobné jako pro A = oco. [ |

Zavedeni pojmu okolf (Definice .3.13) ndm umozuje ekvivalentné formulo-
vat pojem limity posloupnosti (vlastni i nevlastni). To je obsahem nasledujici véty.
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2.3.15. Véta. Necht {a,} je posloupnost a A € R*. Pak lima, = A pravé tehdy,
kdyz plati
VeeR,e>03nge NVn e N,n>ng:a, € B(4,¢). (2.20)

Diikaz. Pripad A € R. Potom je pro kazdé n € N a kazdé ¢ € R, & > 0, vyrok a, €
B(A, ¢) ekvivalentni vyroku |a, — A| < &. TakZe v tomto piipadé je formule (2.20)
shodnd a formuli @)

Pripad A = oc. Predpokladejme nejprve, ze lima, = A. Ovéfime . Zvolme
¢ €R,e > 0.Poloime K = % K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé
n € N,n > ng, plati a, > K. To podle definice okoli bodu co znamena, ze pro
kazdé n € N, n > ny, plati a, € B(co,¢). Odtud plyne .20).

Nyni predpokladejme, ze plati . Zvolme K € R. K nému nalezneme
e € R, & > 0, nasledujicim zptisobem. Je-li K < 0, zvolime ¢ € R, & > 0, libovolné.
Je-li K > 0, polozime ¢ = %. V obou piipadech pak plati 1 > K. K tomuto & pak
nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, € B(co,¢). Potom
pro kazdé n € N, n > nyg, plati a, > %, a tedy a, > K. Odtud plyne lima, = A.

Pripad A = —oo. Dtikaz lze provést obdobné jako v predchozim pripadé. [

Ve zbyvajici ¢asti tohoto oddilu uvedeme obecnéjsi varianty n¢kterych vét, kte-
ré jiz zname z predchazejictho textu. Zatimco se vsak diive uvedena tvrzeni tykala
pouze vlastnich limit, zde budou véty formulovany i pro nevlastni limity. Nejprve

uvedeme obdobu Véty .

2.3.16. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = A € R* a existuje
ny € N takové, ze a, = b, pro kazdé n € N, n > n;. Pak také lim b, = A.

Dikaz. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n, € N splnujici
VneN, n>ny:a, € B(A,e¢).

Polozme ng = max{n,n,}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati b, = a,, a tedy
bn € B(A,¢). Odtud vyplyva, ze lim b, = A. [

2.3.17. Z predchozi véty plyne nasledujici zobecnéni . Zménime-li u po-
sloupnosti realnych ¢&isel {a,} splnujici lima, = A € R* kone¢né mnoho ¢lent,
pak ma nové vznikla posloupnost opét limitu A.

Nasledujici vysledek je zobecnénim Véty .
2.3.18. Véta. Necht {a,} je posloupnost alima, = A € R*. Pak lim |a,| = |A].
Diikaz. Je-li A € R, pak tvrzeni plyne z Véty . Necht A = oo. Diky predpo-

kladu lima, = A nalezneme no € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati
a, > 0, a tedy |a,| = a,. Tudiz podle Véty plati lim |a,| = lima,. Protoze
lima, = oo a |oo| = o0, plyne odtud, ze lim |a,| = |A|.

Kone¢né necht A = —o0. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Potom existuje ng € N takové,
ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, € B(—00,¢), a tedy také —a, € B(oo,z¢).
Odtud plyne, Ze pro kazdé n € N, n > nog, plati —a, > 0, a tedy |a,| = —a,. To
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znamena, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati |a,| € B(c0,¢), tedy lim |a,| = oo.
Protoze |A| = oo, dokazali jsme, ze lim |a,| = |A|. ]

Nasledujici véta je jistou ,jednostrannou obdobou Véty .
2.3.19. Véta. Necht {a,} je posloupnost alima, = oco. Pak je {a,} zdola omezena.

Diikaz. Polozme K = 1. Podle Definice k tomuto K nalezneme ng € N ta-
kové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, > 1. Mnozina {a,; n € N,n < no} je
konec¢na, a tedy je podle Véty omezené. Necht M € R je néktera jeji dolni
zavora. Potom

M, pokudn eN,1 <n <ny,
an =
1, pokudn e N,n > no.

Pro kazdé n € N tedy mame a, > min{M, 1}, takze posloupnost {a,} je zdola
omezena. -

2.3.20. Obdobné jako ve Vété lze dokazat, ze je-li {a, } posloupnostalima, =

—00, potom je {a,} shora omezena.

Limita vybrané posloupnosti podruhé. Nasledujici véta je zobecnénim Vé-

ty , které zahrnuje i nevlastni limity.

2.3.21.Véta. Necht A € R*, {a,} je posloupnost spliujicilim, o0 an = Aa{ng}5>,
je rostouci posloupnost prirozenych &isel. Potom limg o0 ap, = A.

Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n* € N takové, ze
VneN,n>n*:a, € B(A,¢). (2.21)

Pro kazdé k € N,k > n*, plati diky Lemmatu nerovnost ng > k > n*, a tedy
podle (.21) dostaneme, Ze pro kazdé k € N,k > n*, plati a,, € B(4,¢). Tim je
véta dokazana. n

2.3.22. Tvrzeni Véty nelze obratit. Jako priklad mize opét poslouzit po-
sloupnost {(—1)"} a jeji podposloupnost {(—1)21‘}]‘;11. Nicméné plati nasledujici
tvrzeni, které v dal$im textu jesté vyuzijeme (napiiklad v Kapitole B).

2.3.23.Yéta. Necht ! € N a{n; 32 |, {ng}3 s - {nf{}zozl jsou rostouci posloup-
nosti prirozenych cisel takové, ze

{nl; je{l,....I}, ke N} =N. (2.22)

Necht A € R* a {a,} je posloupnost realnych ¢isel takova, ze pro kazdé j €
{1,....1} plati limg_, o a,; = A. Potom lima, = A.
k
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Dikaz. Zvolmee € R, e > 0. Knému podle definice limity nalezneme k1, k2, ... . k; €
N takova, Ze

VkeN, k>ki: an}c € B(A,¢),
VkeN, k>k,: a2 € B(A,¢),
(2.23)

VkeN, k>k;: ani € B(A,¢).

Polozme ny = max{n,lcl,niz,...,nil}. Zvolme n € N,. n > ng. Diky podmin-
ce (£.29) existuji j € {1,...,1} am € N takova, 7e n = nj,. Potom plati

o _ J
n, =nZno = np .
Posloupnost {ni}z‘;l je rostouci, a proto m > kj. Podle j-té podminky v (2.23)

dostaneme a, = a,i € B(A,¢), ¢cimz je tvrzeni dokazano. ]
m

2.3.24. Specialnim piipadem predchozi véty je nasledujici tvrzeni. Necht {a,} je
posloupnost spliujici

lim as; = lim a1 = A € R*.
k—o00 k—o00
Potom lim, o a, = A.

2.3.25. Ye Véee je diilezité, Ze pocet posloupnosti {n}}% |, {(n2}2,, ...,
{nf{},‘f’:l je konecny. Pro nekonecny pocet téchto posloupnosti tvrzeni neplati, jak
ukazuje Priklad .

Aritmetika limit podruhé. Nasledujici véta je zobecnénim véty o aritmetice

limit (Véta R.2.34).
2.3.26. Véta (aritmetika limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, lima, = 4 €
R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(@) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,

(b) lim (a, - by) = A - B, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan,

(¢) je-li b, # 0 pro vSechnan € N, pak lim Z—Z = %, pokud je vyraz na pravé

strané definovan.

Diikaz. Tuto vétu lze dokazat obdobné jako Vétu . Uvedeme pouze dikaz
tvrzeni (b), a to v ptipadé¢, kdy A e R, 4 < 0,a B = —o0.

Chceme tedy dokazat, Ze lim(ay, - by) = co. Necht K € R. Polozme ¢ = —1 4.
Potom & > 0. Z predpokladu lima, = A a z definice limity vyplyva existence
takovéhony € N, ze prokazdén € N,n > ny, platia, € (A—e, A+¢) = (34, 3A).
Podobné z predpokladu limb, = —oo plyne existence takového n, € N, ze pro
kazdé n € N, n > n», plati b, < min{0, %}. Polozme ny = max{ni,n,}. Potom
pro kazdé n € N, n > ny, plati

1
an-bn>§A-bn > K.
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Tim je dokazano, ze lim(ay, - b,) = oo. ]

2.3.27. Vime-li pouze, ze lima, = oo alimb, = —oo, pak odtud nemtizeme vy-
vodit zadnou informaci o existenci nebo hodnoté lim(a, + b,). Necht napriklad
AeR,{ay} ={n}alb,} ={—n+ A}. Pak

lima, = oo, limb, =—-00 a lim(a, + b,) = A.
Vyraz oo — 0o nelze tedy definovat tak, aby platila véta o limité souctu. Existence
a pripadné i hodnota lim(a, + b,) zavisi na jemnéj$im chovani posloupnosti {a,}

a{b,}. Predpoklad, ze vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze tedy z véty
o aritmetice limit (Véta 2.3.26) vynechat.

92.3.28. Necht! € N a pro kazdé j € {1,...,1} je {a}}22, posloupnost splitujici
limy—o0 ay = A; € R*. Potom plati:
(@) limy—eo ijl a£ = Z§=1 A;, pokud je vyraz na pravé strané definovan,
(b) lim, oo Hﬁ.:l a) = ]_[_i.=1 Aj, pokud je vyraz na pravé stran¢ definovan.

Tyrzeni Ize dokazat obdobné jako Vétu R.2.37.

Podle odstavce pro vypocet lim £, kde lim b, = 0, nemtizeme bezpro-
stfedné pouzit vétu o limité podilu (Véta (c)), nicméné plati nasledujici véta.
2.3.29. Véta. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti splnujici:

e pro kazdé n € N plati b, # 0,

o lima, =AcR*aAd>0,

e limb, =0,

e cxistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > 0.

Potom lim §* = oo.
Diikaz. Posloupnost {3} je dobfe definovéna, nebot b, # 0 pro kazdé n € N.

Pripad A € R, A > 0. Zvolme K € R. Polozme ¢ = %A. K nému nalezneme n; € N
takové, ze

VheN, n>nyia,>A—ec=A—-14=14.

1
2 2

Polozme L = max{l, K}. Nalezneme n, € N takové, ze

A
VneN,n>ny: b, < —.
2L

Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,n,n,}, plati
n 1y, 14.
b, 2 b, 2 A

Tim jsme ovéfili, ze lim % = oo.
n
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Pripad A = oco. Zvolme opét K € R a polozme L = max{l, K}. Nalezneme ny,n;, €
N takova, Ze

VneN, n>ny:a, >1,

1
VneN,n>ny: b, < —.
L
Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,ni,n,}, plati
1
dn 1.2 s1.L=L>K.
by by
Tim je tvrzeni dokazano. ]

Limita a usporadani podruhé. Nasledujici vétu je mozno dokazat obdobné
jako Vétu p.2.49.

2.3.30. Véta (limita a usporadani). Necht 4, B € R*, {a,} a {b,} jsou posloupnosti
splnujici lima, = Aalimb, = B.
(@) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,n > ny,
platia, < b,.
(b) Necht existuje n* € N takové, ze pro kazdé n € N,n > n*, plati a, > by,.
Potom A > B.

Pro nevlastni limity plati nasledujici dvé varianty véty o dvou straznicich.

2.3.31. Véta. Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti splnujici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny, platia, < c,,
(b) lima, = occ.

Potom plati lim ¢, = oo.
Dikaz. Zvolme K € R. K nému nalezneme n; € N takové, ze pro kazdé n € N,

n > ny, plati a, > K. Pro kazdé n € N,n > max{ng,n.}, pak plati ¢, > a,, a tedy
cn > K. Tim je dokazano, ze lim¢, = oo. [ |

Podle predchozi véty staci nalézt pouze jednoho ,straznika® k dikazu tvrzeni
limc, = oo. Nasledujici véta je jeji zfejmou obdobou pro posloupnosti s limitou
—00.

2.3.32. Véta. Necht {b,} a {c,} jsou posloupnosti splnujici:

(a) existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, > c,,

(b) limb, = —oo.

Potom plati lim ¢, = —o0.

2.3.33. Definice. Necht g € R a @ € R. Potom posloupnost {eg"}52; nazyvame
geometrickou posloupnosti.
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2.3.34. Priklad (limita geometrické posloupnosti). Dokazte, ze plati

00, pokud g € (1, 00),
lim g" =} b pokudg =1,
n—00 0, pokud g € (—1,1),

neexistuje, pokud ¢ € (—oo0, —1].

Resend. Pripad q € (1,00). Mzeme psat g = 1 + h, kde i > 0. Odtud a z Bernoul-
liovy nerovnosti (Priklad plyne ¢" = (1 4+ h)" > 1 4 hn pro kazdé n € N.
Ziejm¢ lim, oo (1 4 hn) = o0, a tedy podle Véty mame lim ¢" = oo.

Pripad q € (0, 1). Podle piedchoziho odstavce plati lim(g™!)" = oo, nebot ¢! €
(1, 00). Aplikaci Véty P.3.26(c) dostaneme
1
limg" = lim —— =0
I (g=h)"

Pripadq € {0,1,—1}. Prog = 0aq = 1 je tvrzeni zfejmé. Pokud g = —1, pak {¢"} =
{(—=1)"}. Neexistence lim(—1)" jakoZto prvku R byla ukdzina v Piikladu P.2.15,
neexistence lim(—1)" jakozto prvku R*, o kterou nynf jde, plyne z Véty 2.3.21].

Pfipad q € (—1,0). Pak lim|¢"| = lim|g|" = 0, a tedy podle Véty také
limg™ = 0.

Pripad g € (—o0o,—1). Pak ¢* > 1, a tedy mdme lim¢*" = lim(¢?)" = co. Potom
plati podle véty o limité soucinu (Véta (b)) lim ¢g?"*! = lim¢(¢?)" = —oo.
Nalezli jsme dvé vybrané posloupnosti s riznymi limitami, a tedy limita ptivodni
posloupnosti neexistuje. *

2.3.35 (iroky). Vratme se nyni k posloupnosti {a, } z , ktera splnujea, = (1+
p)*a, n € N. Jde o geometrickou posloupnost, jejiz limita je podle Prikladu

rovna oo, nebot 1 + p > 1.

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti pojmy limity a suprema mnoziny. Ob-
dobné tvrzeni plati i pro infimum.

2.3.36. Véta. Necht M C R je neprazdna mnozina a G € R*. Pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.
(1) Plati G = sup M.
(if) Prvek G je horni zavorou M a existuje posloupnost {x,} bodt z M spl-
nujici limx, = G.
Ditkaz. ()= (i) Prvek G je zfejmé horni zavorou M. Pokud G = oo, pak M neni
shora omezena, a tedy pro kazdé n € N existuje x, € M splnujici x, > n. Podle
Veéty je paklimx, =00 = G.
V ptipadé, ze G € R, existuje podle definice suprema ke kazdému n € N prvek
Xn € M splnujici x, > G — % Protoze G je horni zavorou M, plati x, < G pro
kazdé n € N. Podle véty o dvou straznicich (Véta ) tedy mame limx, = G.
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(i)=(@1) ZvolmeG’ € R,G’ < G.Naleznemeng € N pro které x,, > G'. V ptipa-
dé G = oo to plyne piimo z definice, v piipadé G € R staciv definicivzite = G-G'.
Nasli jsme tedy prvek z mnoziny M, ktery je vétsi nez G', ¢imz jsme ovéfili pod-
minku (b) z[1.5.16. [
2.3.37. Priklad. Nechtk € N, A € R* a{a,} je posloupnost nezapornych realnych
¢isel splnujici lima, = A. Dokazte, Zze potom A > 0 a plati

XA, pokud 4 € R,

0, pokud 4 = oo.

Reseni. Pokud 4 € R, pak tvrzeni vyplyva z Ptikladu . Predpokladejme tedy,
ze A = oo. Zvolme K e R. Pak existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > no, plati a, > |K|*. Potom podle monotonie odmocniny (vizte ) pro
kazdén € N, n > no, mame %/a, > |K| > K. Odtud plyne lim £/a, = oc. ry

2.3.38. Priklad. Vypoctéte lim(v/n + 1 — /n).

Reésend. Podle Piikladu a Prikladu dostaneme lim /n = oo. Odtud
azvéty o limité vybrané posloupnosti (Véta R.2.30) déle plyne, zelim +/n + 1 = oo
To znamena, ze pro vypocet zadané limity nemtizeme uzit vétu o aritmetice limit
piimocarym zptsobem. Upravime proto nejprve zadany vyraz tak, aby bylo mozné
bezprostfedné pouzit vétu o aritmetice limit. Pron € N plati

— — Vntl+n 1
e R D v sy iav - v

Pak podle véty o limité¢ podilu (Véta (c)) miizeme pocitat
hm(\/n +1—=4/n )

lim %/a, =

1

«/n +1+n

&
2.3.39 (zobecnéna posloupnost). Na zdvér tohoto oddilu jesté uvedeme ndsleduji-
cf mozné rozsifeni pojmu posloupnost. Posloupnosti realnych ¢isel budeme rozu-
mét kazdé zobrazeni mnoziny A C Z do R, pficemz A je zdola omezena a existuje
no € N takové, ze {n € N; n > no} C A. Obecnéjsi definici chceme postihnout
zejména nasledujici dva pripady: jednak posloupnosti tvaru n = a,, n € N U {0}
(znacime {a,}72) a jednak posloupnosti, jejichz ¢leny jsou deﬁnovany pro kazdé
pfirozené n vyjma kone¢né mnoziny, napiiklad posloupnost {-. 7} jejiz defini¢ni
obor je N \ {7}. V téchto pripadech ztstavaji v platnosti vsechny poznatky o po-
sloupnostech, které jsme dosud odvodili.

2.4. Hlubsi véty o limitach

Limita monoténni posloupnosti. Uvedeme nejprve dulezitou vlastnost mo-
noténnich posloupnosti.
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2.4.1. Véta (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloup-
nost. Potom existuje lima,. Je-li {a,} neklesajici, pak lima, = sup{a,; n € N}.
Je-li {an} nerostouct, pak lima, = inf{a,; n € N}.

Ditkaz. Rozlisime nasledujici moznosti.

Posloupnost {ay } je neklesajici a neni shora omezend. Potom supf{a,; n € N} = oo. Zvolme
K € R. K nému nalezneme ng € N takové, ze a,, > K. Protoze {a,} je neklesajici,
plati pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti a, > a,, > K. Odtud vyplyva, ze
lima, = cc.

Posloupnost {an, } je neklesajict a je shora omezend. Oznatme A = supf{a,: n € N}. Pak plati
A € R. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle definice suprema nalezneme n¢ € N takové, ze
an, > A — €. Protoze viak {a,} je neklesajici, je A — & < a,, < a, pro kazdén e N,
n > no. Nerovnost a, < A + ¢ plati dokonce pro kazdé n € N, nebot 4 je horni
zavorou mnoziny véech ¢lenti posloupnosti {a, }. Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli
no € N takové, Ze
VneN,n>ng: A—e<a, <A+e.
To podle definice limity znamena, ze lima, = A.

Posloupnost {ay } je nerostouci. V tomto pripadé lze tvrzeni dokazat obdobné. MtzZeme
ale také postupovat nasledujicim zpisobem. Snadno nahlédneme, ze posloupnost
{—anu} je neklesajici. Podle jiz dokazané c¢asti véty je tedy lim(—a,) = sup{—a,: n €
N}. Podle Véty odtud plyne, ze lim(—a,) = —inf{a,; n € N}. Konetné
podle véty o limité¢ soucinu (Véta (b)) dostavame

lima, = lim(—1)(-a,) = —lim(—a,) = inf{a,; n € N}.
|

2.4.2. Disledek. Necht posloupnost {a,} je neklesajici shora omezena nebo ne-
rostouci zdola omezena. Potom je {a,} konvergentni.

Diikaz. Necht {a,} je neklesajici shora omezena posloupnost. Z Véty vyply-
va, ze lima, = sup{a,; n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora dale plyne, ze
sup{a,; n € N} € R. Posloupnost {a,} je tedy konvergentni.

Je-li posloupnost {a,} nerostouci a zdola omezend, pak lze dikaz provést ob-
dobné. ]

Véta umoznuje ovéfit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné
ji explicitné vypocitat. V nékterych piipadech je ale informace o existenci limity
nezbytnou soucasti jejiho vypoctu. Tento jev ilustruje nasledujici priklad.

2.4.3. Priklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spoctéte limitu posloupnosti {a,}, kterd je
zadana rekurentné: a; = /c a pro kazdé n € N plati a1 = /a, +c.

Resend. Poslowpnost {a,} je dobre definovand. Clen a; je dobfe definovan a je kladny.
Predpokladame-li, Ze ¢len ay, je definovan a je kladny, pak je definovan i ¢len a, 44
a je kladny. Podle principu matematické indukce a je tedy posloupnost {a, }
dobfe definovana a jeji ¢leny jsou nezaporné.
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Posloupnost {ay} je rostouci. Matematickou indukci dokazeme, ze pro kazdé n € N
plati a, < an41, odkud podle vyplyne dokazovana vlastnost. Zrejmé plati

ay < a». Predpokladejme, Ze pron € N plati a, < an41. Potom mame

Ap4+1 = ay + ¢ < Jap+1 + ¢ = anys.
Odtud plyne tvrzeni.

Posloupnost {ay, } je shora omezend. Matematickou indukei dokazeme, ze pro kazdé n e
N plati a, < /¢ + 1. Zfejmé plati nerovnost a; < /c + 1. Predpokladejme, ze pro
n € N plati a, < {/c + 1. Potom

Apni1 = an+c<\/ﬁ+1+c<\/c+2ﬁ+1

= J(Ve+ 1) =Ve+1.

Z principu matematické indukce tedy plyne, Ze pro kazdé n € N jea, < /c + 1,
takze {a,} je shora omezena. Ovérili jsme, ze posloupnost {a,} splnuje predpokla-

dy Dusledku . Posloupnost {a, } ma tedy vlastni limitu. Ozna¢me ji symbolem
A.

Vypocet limity. Z rekurentni definice posloupnosti plyne, ze pro kazdé n € N plati
az,, = ap + c. Z véty o limité vybrané posloupnosti (Véta ) odvodime,
ze také lima, 1 = A, a z véty o aritmetice limit (Véta dostaneme vztahy
limaZ,, = A% alim(a,+c) = A+c. Cislo 4 tedy spltiuje kvadratickou rovnici A% =
A+ c. Vypoctem zjistime, ze A je rovno bud l(1 + /1 + 4¢) nebo %(1 — 1+ 4c).
Pro kazdé n € N plati a, > 0. Dle Véty (b) pro B =0ab, =0,n € N, plati
A > 0. Tedy neplati 4 = (1 — /1 + 4c), protoze vyraz na pravé strané je zaporné
&slo. Odtud vyplyvd, Ze lima, = 3(1 + V1 + 4c¢). &

2.4.4. Dilezitou soucasti feSeni predchazejictho prikladu bylo ovéreni existence
limity posloupnosti {a,}. Bez tohoto kroku by bylo feseni netplné. Uvazujme po-
sloupnost {b, } definovanou rekurentné predpisem

b] =—1, bn+1 =—bn, n € N.

Za predpokladu, ze lim b, existuje a je rovna prvku 4 € R*, bychom podobné jako
v feseni Prikladu odvodili, ze A = —A4, a tedy A = 0. Limita posloupnosti

{b,} ale neni rovna 0, nebot b, = (—1)" pro kazdé n € N, jak lze snadno ovéfit.

2.4.5. Priklad. Pron € N definujme
1\n 1\n+1
an=(1+;), bn=<]+;) .

e {a,} je omezena a rostouci,
e {b,} je omezena a klesajici,
e lima, =limb, € R.

Dokazte, ze plati:
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Resend. Poslowpnost {an} Je rostouci. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti
(Ptiklad [1.8.10) plyne, Ze
(1——>n21+n_—1> -
(n+1)? (n+1)? n+2
Odtud dostaneme

(n(n +2))n " + 1.
(n+1)? n+2
Tedy

((n + 1)2)n n+2

< .
nn+2) n+1
Pro kazdé n € N tudiz plati

<n+ l)n - (n+2>"+1
ay = =a s
n n n+1 n+1

takze posloupnost {a,} je rostouci.

Posloupnost {b,} je klesajici. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Pfi-

klad [1.8.10) plyne odhad

. 1 n+2 | 1
+ —) > 14—
( nn +2) n
Nerovnost lze prepsat ve tvaru

((n+1)2)"+2> n+1

n(n +2) n '
a tedy
n n + 1 n+2 n + 2 n+2
n-+ 1< n ) g <n + 1) ’
jinymi slovy,

() ()

Odtud vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici.
Omezenost posloupnosti. Z monotonie posloupnosti {a,} a {b,} a jejich definice dosta-
neme, ze pro kazdé n € N plati

2=a1<a, <b, <b; =4.
Odtud plyne omezenost obou posloupnosti.
Existence spolecnévlastni limity. Z Dasledku plyne, Ze existuji vlastni limity lima, =
A alimb, = B. Podle véty o limit¢ a usporadani (Véta R.2.49) plati 4, B € [2,4].
Podle véty o limité podilu (Véta R.3.26(c)) tedy déle plati

b, B

lim — = —.
n—00 @, A
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Podle definice posloupnosti {a,} a {h,} mame

lim b—”: 1im(l+l)=1.

n—oo @, n—oo n

Tedy A = B. Tim je tvrzeni dokazano. ¥y
2.4.6. Definice. Oznac¢ime

) I\~
e=lim (1+:)
Z Prikladu vyplyva, ze ¢islo e je dobfe definovano. Nazyvame jej Eulerovym
Cislem.

9.4.7. Véta (Bolzanof—Weierstrass). Necht {an} je omezena posloupnost. Potom
existuje vybrana posloupnost {a,, }32 ,, ktera je konvergentni.

Diikaz. Zkonstruujeme pomocné posloupnosti {oy } a {B } takové, ze pro kazdé k e
N plati:
(@) ar < P,

() [ek+1. Bit1] = [ok. 3 (@x + Bi)], nebo gt Br+1] = [5 (@ + Br)-. Brl »
(c) mnozina {j € N; a; € [a, Bi]} je nekonecna.

Konstrukce pomocnych posloupnosti. Posloupnost {a, } je omezena, a proto existujiay, B €
R takova, ze pro kazdé n € N plati «; < a, < B;. Potom plati {j € N; q; €
[or1, B1]} = N, coz je nekone¢na mnozina.

Predpokladejme, ze pro k € N mame jiz zvolena ¢isla ag a By a plati (c). Je-li
mnozina

L={j eN; a; € [k, 5(ox + Br)]}
nckonecnd, pak polozime g1 = o a fr41 = %(ak + Bi). Je-li mnozina L konec-
na, pak je mnozina

P ={j eN: aj € [3(ax + Br). Brl}
nckonecna. Podle (c) je totiz mnozina

LUP ={jeN; a; € o Brel}

nckone¢nd. V tomto pripadé polozime agq; = %(ozk + Bx) a Br+1 = Pk- Uvedeny
postup zarucuje splnéni podminek (a)-(c) i pro k + 1. Tim je konstrukce provedena
(vizte.

Limita pomocnych posloupnosti. Podle (a) a (b) je {ax} neklesajici a {8} nerostouci.
Navic opét podle (b) pro kazdé k € N plati B —ax = 27*"D(B; — a)) a také
a1 < ax < Br < Bi. Posloupnosti {ox} a {Bi} jsou tedy omezené. Tudiz existuji

2Bernard Bolzano (1781—1848)
3Karl Weierstrass (1815—1897)
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vlastni limity lim o a lim By, které po fadé oznac¢ime a a B. Z véty o aritmetice limit
plyne, Ze lim(Bx — ax) = p — a. Plati také
B1— a1

2k—1 =0,

lim(Bx — o) = lim

takze o = B.

Konstrukce vybrané posloupnosti. Polozme ny = 1 a predpokladejme, ze pro néjaké k
N mame zvolena prirozend ¢islany < np < --- < ng takova, ze pro véechna j € N,
j <k,platia,; € o, B;]. Podle vy$e uvedené konstrukce je mnozina {n € N; a, €
[@k+1., Bk+1]} nekone¢na. Tudiz také mnozina {n € N; n > ng, an € [or41. Br+1]}
je nekonecna. Tedy existuje ng 11 € N takové, ze ngi1 > ng adn; ., € [otky1, Br+1]-
Potom pro kazdé k € N plati ax < a,, =< Bi. Dle véty o dvou straznicich tedy
plati limy_, o an, = a. Protoze o € R, nalezli jsme konvergentni podposloupnost
posloupnosti {a, }. [

Limes superior a limes inferior.

2.4.8. Necht {a,} je shora omezena posloupnost. Polozime-li b, = supf{ax: k €
N, k = n}, n € N, pak je {b,} nerostouci posloupnost. Podle véty o limité mo-
noténni posloupnosti (Véta tedy existuje lim b,. Necht je posloupnost {a, }
zdola omezend. Polozime-li ¢, = inf{ax; k € N, k > n},n € N, pak je {c,} nekle-
sajici posloupnost, a tedy lim ¢, opét existuje. Tyto tvahy ukazuji, ze nasledujici
definice je korektni, nebot v ni uvedené limity existuji.

2.4.9. Definice. Necht {a,} je posloupnost. Pak definujeme

limsupa, = {7~

n—o0

lim sup{ax; k € N, k > n}, je-li {a,} shora omezena,
00, neni-li {a,} shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a, }. Obdobné definujeme
limes inferior posloupnosti {a,} predpisem

liminfa, = {7~

{ lim inflay: k € N, k > n}, jeli{a,} zdola omezena,

—00, neni-li {a,} zdola omezena.

Pokud nemiize dojit k nedorozuméni, budeme misto symbolii lim sup,,_, . a, aliminf, o a,
psat pouze limsupa, aliminfa,.

2.4.10. Poznamka. V literatufe se ¢asto vyskytuji symboly lim a, a lim a, oznacu-
jici lim sup a, a liminfa,, v nasem textu je ale nebudeme pouzivat.

2.4.11. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢isel. Na rozdil od limity posloupnos-
ti, ktera nemusi existovat, hodnoty limsupa, a liminfa, existuji vidy a splnuji
limsupa, € R*, liminfa, € R*. Z definice limes inferior a limes superior plyne,
ze liminfa, < limsupa,. Hodnoty limsupa, a liminfa, se nemusi rovnat, jak
ukazuje nasledujici priklad.

2.4.12. Priklad. Dokazte, Ze limsup(—1)" = I aliminf(—1)" = —1.
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Reseni. Posloupnost {(—1)"} je omezen4, nebot pro kazdé n € N plati |[(~1)"] = 1.
Odtud vyplyva, ze

limsup(=1)" = lim sup{(~1)*: k € N. k = n}.
Pro libovolné n € N existuje sudé ¢islo k > n. To znamena, ze
sup{(-D)¥; ke N, k>n} =1,
a tedy

limsup(—=1)" = lim 1 =1.
Obdobné l1ze dokazat, ze lim inf(—1)" = —1. *

2.4.13. Véta. Necht {a,} je posloupnosta A4 € R*. Potom lima, = A pravé tehdy,
kdyz limsupa, = liminfa, = A.

Diikaz. =  Rozlisime nasledujici pripady.
Pripad A € R. Posloupnost {a,} je konvergentni, a tedy podle Véty omeze-
ﬁ

na. Uvazujme posloupnosti {b,} a {c,} definované v d. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0.
K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > no, plati |a, — A| < e.
Protoze pro kazdé n € N, n > ny, plati a, > A — ¢, z definice infima dostavame
nerovnost ¢,, > A —e. Podobné lze odvodit nerovnost b,, < A + ¢. Pak pro kazdé
n € N,n > no, plati

A—e=<cpy<cpn <by b,y <A+e.
Podle véty o limité a usporadani (Véta (b)) dostavame
A—¢ <liminfa, <limsupa, < A +e¢.

Vzhledem k tomu, Ze £ bylo zvoleno libovolné¢, plati podle Lemmatu limsupa, =

liminfa, = A.

Pripad A = oo. Pak {a,} neni shora omezend, ale je omezena zdola (Véta .
Tedy podle definice dostavame lim sup a, = oo aliminfa, = limc,. Necht K € R.
K nému nalezneme n¢ € N takové, ze pro kazdén € N,n > ng, platia, > K, a tedy
také ¢, > K. Odtud plyne lim ¢, = oo, a tudiz liminfa, = oo.

Pripad A = —oo. Postupujeme obdobné jako v predchazejicim pripadé.

& Pripad A € R. Potom je podle definice limes superior a limes inferior po-
sloupnost {a,} omezena. Necht posloupnosti {b,} a {c,} jsou definovany stejné
jako v R.4.4. Potom pro kazdé n € N plati ¢, < a, < b,. Navic z piedpokladu
vyplyva, ze lim ¢, = limb, = A. Pomoci véty o dvou straznicich (Véta 2.2.44) tedy
dostavidme lima, = A.

Pripad A = oo. Potom je podle Véty posloupnost {a,} zdola omezena, takze
je mozné definovat posloupnost {c,} jako v Je zfejmé, ze pro kazdé n € N
plati ¢, < a,. Z definice limes inferior navic vime, ze liminfa, = limc,, a tedy

podle predpokladu plati lim ¢, = oco. Podle Véty tedy plati lima, = oo.
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Pripad A = —oo. Tvrzeni lze dokazat obdobné jako v pripadé A = oo, pficemz
misto Véty je tteba pouzit Vétu . [
2.4.14. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti. Potom

(@) liminfx, + liminfy, < liminf(x, 4+ y,), pokud je vyraz na levé stran¢
definovan,

(b) limsup(x,+y,) < limsup x, +lim sup y,, pokud je vyraz na pravé strané
definovan.

Diikaz. Dokazeme pouze tvrzeni (b). Nejprve predpokladejme, Ze limsupx, +
limsup y, = oo. Potom je dokazovana nerovnost zfejma. Predpokladejme tedy,
ze lim sup x,, +limsup y, < oo. Potom jsou {x,} a {y,} shora omezené, a tedy také
posloupnost {x, + y,} je shora omezena. Takze plati

limsup(x, + yn) = lim sup{xx + yx: k € N,k > n}. (2.24)
n—>o0
Oznaéme
Zn = supixg; k e N,k > n} +sup{yr; k e Nk >n}, neN.

Potom je posloupnost {z,} nerostouct, a tedy podle véty o limit¢ monoténni po-
sloupnosti (Véta mé limitu. Navic z Véty [1.5.20(a) plyne pro kazdén € N
sup{xx + yk; k e N,k > n} < z,.

Podle véty o limité a uspotradani (Véta (b)) plati

lim sup{xx + yx: k e N,k >n} < lim z,. (2.25)
n—oo n—oo
Z definice limes superior a véty o limité souctu (Véta (a)) pak dostavame
lim z, = lim sup x, + lim sup yj. (2.26)
Kone¢né z (2.24), (-25) a (2.26) plyne dokazované tvrzeni.
Tvrzeni (a) je mozné dokazat obdobné. ]

2.4.15. Véta. Necht {x,} a {y,} jsou posloupnosti. Pfedpokladejme, ze plati
dng e NVn e N,n >ng: x5, < yy.
Potom limsup x, < limsup y, aliminfx, <liminfy,.

Ditkaz. Odvodime pouze prvni nerovnost, druhou lze dokazat obdobné. Pokud je
posloupnost {y,} shora necomezena, pak lim sup y, = 0o a nerovnost zfejmé plati.
Pokud je posloupnost {y,} shora omezena, pak je shora omezena i posloupnost
{x,}. Dokazovana nerovnost potom plyne z nerovnosti

supixg; k € Nk > n} <sup{yr; k e N,k >n}, neN,n>ny,
a z véty o limité a usporadani (Véta (b)) ]
2.4.16. Véta. Necht {a,} je posloupnost.

(a) Pro kazdé 4 e R splnujici A < liminfa, existuje ng € N takové, Ze pro
kazdén € N,n > ng, plati A < a,.
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(b) Pro kazdé B € R splnujici B > limsupa, existuje ng € N takové, Ze pro
kazdén € N,n > ng, plati B > a,.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze A € R a A < liminfa,. Potom liminfa, > —oo,
a tedy liminfa, = limc,, kde ¢, = inf{ax; k € N,k > n}. Podle Véty
nalezneme n¢ € N takové, ze c¢,, > A. Pak plati, Ze pro kazdén € N,n > ng, mame
a, > A.

(b) Dtikaz lze provést obdobné jako v (a). [
Hromadna hodnota.

92.4.17. Definice. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, 7¢ A € R* je hromadna
hodnota posloupnosti {a,}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,,}3>, z po-
sloupnosti {a,} takova, ze plati limg_, o @y, = A. Mnozinu vsech hromadnych
hodnot posloupnosti {a,} zna¢ime H ({a,}).

2.4.18. Necht A4 € R*, {a,} je posloupnost a lima, = A. Potom je limita kazdé
podposloupnosti rovna 4, a proto H ({a,}) = {A}.

2.4.19. Necht {a,} je posloupnost a {an, 7=, je jeji podposloupnost. Potom plati
H ({an}32,) C H({an}), nebot vybrana posloupnost z podposloupnosti posloup-
nosti {a, } je také vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }. Jsou-li totiz {ng }72
a {k;}72, rostouci posloupnosti pfirozenych &isel, pak také {n; }72, je rostouci po-
sloupnost ptirozenych cisel.

2.4.20. Priklad. Necht {a,} je posloupnosta m € N. Dokazte, ze
H({an-‘f-m}:o:l) = H({an})

Resend. Inkluze C. Posloupnost {an4m}ae, je podposloupnosti posloupnosti {a,},
takze inkluze H ({an+m}5,) C H({an}) plyne z .

Inkluze 5. Necht A € H ({a,}). Pak existuje rostouci posloupnost pfirozenych &isel
{ni}ze, takova, zZe limg_,o an, = A. Posloupnost pfirozenych &isel {n;1m}72, je
rostouct, takze podle Vétyplati limj e dn; ,, = A. Polozme p; = njipm—m
pro j € N. Ponévadz podle Lemmatu pro kazdé j e N plati njy, >
j+m>m,je{p;}$, rostouct posloupnosti pfirozenych ¢isel. Potom posloupnost
{ap;+m}32, = {an;,, )72, konverguje k 4 a je vybranou posloupnosti z posloup-
nosti {an4m}52 ;. Plati tedy 4 € H ({an+m}3>,)- a

9.4.21. Priklad. Dokaite, 7e H ({(—1)"}) = {—1.1}.

Reseni. Protoze podposloupnosti {(—1)2"},‘;"=1 a {(—1)2k+1},2°=1 posloupnosti {(—1)"}
splnuji limg 00 (—1)2F = 1 a limg oo (—1)%**! = —1, dostavame inkluzi {~1, 1} C
H({(=1)"}).

Opacnou inkluzi dokdzeme sporem. Predpokladejme pro spor, Ze existuje 4 €

H ({(=1)"})\{—1, 1}. Potom existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {ny }32 |
h

takova, ze limg_,(—=1)"* = A. Diky Lemmatu 4 nalezneme ¢; € R, g1 >
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0, takové, ze —1 ¢ B(A,e1) a e € R, &5 > 0, takové, ze 1 ¢ B(A,¢,). Poloz-
me ¢ = min{ey, &2}. Potom B(A4.,¢) N {—1,1} = @. Pro kazdé k € N plati bud
(=" =1, nebo (=1)"* = —1, a tedy (—1)"* ¢ B(A,¢), coz je ve sporu s tim, ze
limg_,00(—1)"* = A. Odtud plyne H ({(—1)"}) C {—1,1}. Tim je tvrzeni dokazé-
no. -

2.4.22. Priklad. Nechta,b € R, {a,} je posloupnost takova, ze pro kazdé n € N
platia <a, <b,a A € H({an}). DokaZte, Ze potom 4 € [a, b].

Reseni. Necht {ni} je rostouci posloupnost ptirozenych ¢isel takova, ze limy _, o0 an, =
A. Polozme by = a pro k € N. Potom limg_,o by = a a pro kazdé k € N plati
an, > by. Podle Véty .2.44(b) plati A > a. Obdobné lze dokazat, 7e A <b. &

2.4.23. Véta. Necht {a,} je posloupnost. Potom limsup a,,liminfa, € H({an})
a pro kazdé y € H({an}) plati liminfa, <y <limsupa,.

Diikaz. Ozna¢me limsupa, = A. Rozlisime nékolik piipadi.

Pripad A € R. Pak {a,} je shora omezena. Polozme b, = sup{ax; k € N, k > nj}.
Pak je posloupnost {b,} nerostouci a limb, = A. Induktivné sestrojime rostouci
posloupnost ptirozenych ¢isel {ny} takovou, ze pro kazdé k € N plati

1A —dn| < 2. (2.27)

Protoze limb, = A, nalezneme m; € N takové, ze A < b,,;, < A + 1. Diky
definici b, nalezneme ny € N, ny > my, splnujici by, > an, > b, — 1. Pak plati

|A—an,| <|A=bm,| + |bm, —an,| <1+1=2.
Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N jiz mame urceno ng. Protoze limb, =
A, nalezneme my € N, my > ng, takové, ze b, < A + k+—1 Diky definici by,
nalezneme ngy1 € N, ngyy > my, takové, ze by > anyyy > by — ﬁ Pak plati
Ng4+1 > Ni a
1 1 _ 2
|4 = ang | < 1A= by | + by = anp | < 37 + 597 = 757

Tim je konstrukce posloupnosti provedena.

Potom diky dostavame lima,, = A. Odtud vyplyva, ze A € H({an })
Pripad A = oo. Potom neni {a,} shora omezena. Existuje tedy n; € N takové, ze
an, > 1. Pfedpokladejme, zZe pro néjaké k € N jsme jiz uréili pfirozené éislo ny.
Mnozina {a;; j € N, j > nj} neni shora omezena. Mizeme tedy nalézt ng; € N,
Niy1 > Ng, takové, ze an, ., > k + 1. Podle Véty plati limg o0 an, = o0,
takze oo € H({an}).

Pripad A = —oo. Podle plati liminfa, < —oo, tedy liminfa, = —oo. To
podle Véty znamena, ze lima, = —oo. Tvrzeni tedy plyne z .

Dokazali jsme, ze limsupa, € H({an}). Obdobné¢ lze dokézat, ze liminfa, €

H({an })
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