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PREDNASKA

LUBOS PICK

1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.1. Logika. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formélné logicka spravnost spociva ve
spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi.

Vyrokem nazveme jakékoli tvrzeni, o némz ma smysl Fici, Ze plati (je pravdivé), nebo Ze neplati
(je nepravdivé).

Priklady. e Dnes neprsi. (Je vyrok. Pravdivost posud'te sami.)
e Beroun je hlavni mésto USA. (Je vyrok, (zatim) nepravdivy.)
e Ahoj! (Neni vyrok.)
e Kéz by uz byl konec hodiny! (Neni vyrok.)
e Desetinny rozvoj ¢isla 7 obsahuje nekone¢ny pocet nul. (Nevi se, zda je to pravda, ale je
to vyrok.)

vvvvvv

Negaci vyroku A rozumime vyrok ,Neni pravda, ze plati A.“, pfipadné ,Neplati A.“ Negaci
vyroku A znacime —A.

Konjunkci vyroki A a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“, pfipadné ,Plati A a
plati B.“, |Plati A i B.“ Konjunkci vyroki A a B zna¢ime A A B, nékdy také A& B.

Disjunkci vyroki A a B nazveme vyrok ,Plati A nebo plati B.“ Disjunkci vyroki A a B
zna¢ime AV B.

Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok) B.“ Takové spojeni
vyroki A a B znac¢ime A = B. Vyroku A fikime pfedpoklad a vyroku B zavér. Misto vyroku
Jestlize plati A, potom plati B.* pouzivame také nasledujici obraty.

e Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.
Vyrok A implikuje vyrok B.
Z vyroku A plyne vyrok B.
Predpokladejme, Ze plati vyrok A, potom plati vyrok B.
Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.
Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.
Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Ekvivalenci vyroki A a B nazyvame vyrok , Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.“
Ekvivalenci vyroki A a B zna¢ime A < B. Misto ,,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok
B.“ pouzivame také nésledujici obraty.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.
e Vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B.
e Vyrok A je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

Nésledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logickych operaci v zavis-
losti na pravdivosti vyroki A a B.

Al-A A B|AANB|AVB|A=B|AsB
0] 1 0 0] 0 0 1 1
1] o0 0 1] o 1 1 0
1 0| 0 1 0 0
11| 1 1 1 1
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Poznamky:.

e Logickad spojka mebo u disjunkce neni vyluc¢ujici, tj. disjunkce ziistava v platnosti i kdyz
plati oba vyroky A a B.

e Je-li premisa implikace A nepravdiva, pak implikace plati vzdy bez ohledu na platnost
zavéru B (jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoli vyrok).

MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem rtaznych objektt (které nazyvame
prvky) do jediného celku. Je-li a prvkem mnoziny A, pak piSeme a € A. Pokud a neni prvkem
A, piSeme a ¢ A. Jestlize kazdy prvek mnoZiny A je i prvkem mnoziny B, potom fikdme, Ze A je
podmnozinou B a piSeme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny
prvek.

Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou n&jakému predmétu prisuzujeme, nebo mu ji
upirame. Predikatova logika se vénuje studiu predikati a vySetfovani vlastnosti kvantifikace.

Definice. Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz

V(l‘l,.’lfg, ey St',‘m),
z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvka xz; € My,z9 € Ms,...,x,, € M, z danych mnoZin
My,...,M,,.
Definice. Necht V(z), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vsechna x € M plati V (z).
zapisujeme ve tvaru:
Ve e M: V(z).

Symbol V nazyvame obecnym kvantifikdtorem.

Vyrok
Ezistuje x € M, pro které plati V(x).
zapisujeme ve tvaru:
Jr e M: V(x).
Symbol 3 nazyvame existené¢nim kvantifikatorem.
Poznamka. Kvantifikitory stejného typu lze libovolné pirehazovat, napfiklad
Ve Vy: V(z,y) <= VyVo:V(z,y) < Va,y:V(z,y).

Na druhé strané ale kvantifikdtory rizného typu obecné piehazovat nelze, aniz by se zménil smysl
vyroku. Vyrok

JxVy: V(z,y)
sice implikuje vyrok
Yy 3z Vix,y),
ale opa¢na implikace obecné neplati. Naptiklad vyrok
VyeNdJzreN:z >y
plati, ale
JyeNVzeN:z >y
nikoli.
Pfiklad. Necht M je mnoZina osob pfitomnych v poslucharné a necht W(z,y) znamena: osoba
x zné prijmeni osoby y. Zkoumejte platnost vyroku
Vee M Jye M: W(
Vye M 3z e M: W(x,
(
(

8

dreMVye M: W
Jye M Vx e M: W(x,

8



1.2. Zakladni metody dikazt. V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvrzeni, ktera
nedokazujeme. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. VSechna dalsi tvrzeni jsou potom odvozovana z
axiomi a tvrzeni jiz dokdzanych. Matematické tvrzeni, které povazujeme za dileZité nebo zajimavé
samo o sobé, vétsinou nazyvame vétou. K oznaceni tvrzeni, které ma pomocny charakter, tj.
potfebujeme jej pouze k dikazu jinych tvrzeni, pouzivaime zpravidla slovo lemma. Definice
vymezuji nové pojmy, véty a lemmata hovoii o vlastnostech téchto pojmii a vztazich mezi nimi.
Matematicka teorie je tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty a dukazy.

Nejcastéji byva matematickd véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud plati pFedpoklad
A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych uvah vedoucich od predpokladii véty
k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dikazi patii:
primy dukaz,
nepiimy dikaz,
dikaz sporem,
dikaz rozborem piipadi,
dikaz matematickou indukci.

konec 2. pfednasky (4.10.2024)

Znaceni. Mnozinu vSech pfFirozenych ¢isel, tj. mnozinu vSech ¢isel 1, 2, 3,..., budeme znadit

N, mnozinu v8ech celych ¢isel Z, mnozinu vSech racionalnich ¢&isel, tj. mnozinu ¢isel tvaru g,

kde p € Z a q € N, budeme znacit Q a mnozinu vSech realnych ¢&isel R. Iracionalnim ¢islem
rozumime kazdé realné Cislo, které neni racionalni.

Priklad. DokaZte, Ze pro kazdé a,b € R plati $(a? + b?) > ab.

Diikaz. Provedeme piimy diikaz tvrzeni. Vezméme libovoln4 ¢isla a, b € R. Potom plati (a—b)? > 0.
Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a? — 2ab + b?> > 0. Odtud jiz snadno plyne dokazovana
nerovnost 3(a? + b%) > ab. O

Priklad. Necht n € N. Dokazte, Ze potom existuje k € N takové, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1,
pri¢emz oba pripady nemohou nastat zaroven. V prvnim pfipadé fikame, Ze n je sudé, a ve druhém,
ze je liché.

Diikaz. K dikazu prvni ¢asti tvrzeni pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 polozme k = 1.
Potom mame 1 = 2-1 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N, a chceme tvrzeni dokézat i
pro ¢islo n 4 1. Podle indukéniho pfedpokladu existuje k € N takové, ze n = 2k, nebo n = 2k — 1.
V prvnim p¥ipadé plati n +1 =2k +1 =2(k+ 1) — 1, ve druhém n + 1 = 2k. V prvnim pfipadé
je tedy hledanym ¢&islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,I € N takova, Zze n =
2k = 21 — 1. Potom 2(I — k) =1, a tedy |l — k = % Cislo | — k je celé, na rozdil od &isla %,
coz je spor. Metodou dikazu sporem jsme odvodili i druhou ¢ast tvrzeni. Tim je tvrzeni piikladu
dokéazano. O

Piiklad. Necht n € N. Dokazte, Ze je-li n? liché, potom je i n liché.

Reseni. Provedeme nepiimy dikaz. Predpokladejme, Ze neplati, ze n je liché. Potom je podle
predchézejictho piikladu sudé. Tedy existuje k € N splitujici n = 2k. Potom n? = 4k? = 2(2k?).
Protoze 2k? € N, plyne odtud, ze n? je sudé. Podle piedchazejiciho piikladu neni n? liché. Tim je
tvrzeni dokdzano metodou nepirimého dikazu.

Pi#iklad (Bernoulliova nerovnost). DokaZte, Ze pro kazdé n € N a kazdé = € R, z > —1, plati
(1+z)">1+nx.

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukci. Oznaéme symbolem V' (n) vyrokovou formu

VeeR,z>—-1:(1+x)">1+4nz pronéeN.



Pron = 1 vyrok V(1) zfejmé plati. Pfedpokladejme, zZe pro n € N plati V' (n). Pouzitim nerovnosti
1+ 2 > 0, ktera plati diky pfedpokladu z > —1, dostavame z indukéniho pfedpokladu

A+2)""=0+2)"(1+2)> A +nz)(1+2)=1+ 0+ Dz +nz®> 1+ (n+ 1)z,

nebot nz? > 0 pro kazda n € N a z € R. Plati tedy V(n+1). Podle principu matematické indukce
odtud plyne tvrzeni. O

Piiklad (Bernoulliova nerovnost IT). DokaZzte, 7Ze pro kazdé n € N a kazdé © € R, > —2, plati
(I4+2)">1+nz.

Diikaz. Pouzijeme upravenou matematickou indukci. Ozna¢me symbolem V'(n) vyrokovou formu
VeeR x>—-2:(142)">1+nx pronecN.
Dokazeme, ze
(a) plati V(1) a V(2),
(b) pro kazdé n € N plati Vi(n) = V(n + 2).
Pro n =1 vyrok V(1) zfejmé plati. Pro n = 2 plyne V(2) z nasledujiciho odhadu:
(1+2)? =142z +22>1+2z.

Tim je ovéfen bod (a). Pfedpoklddejme, Ze pro n € N plati V(n). PouZitim zfejmé nerovnosti
(1 +z)% > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostavame z indukéniho predpokladu

(1+2)"? =1 +2)"(1+2)* > (1+nz)(1+2)?
=14+ (n+2)x+ 2+ 2)nz® + 22

Protoze 22 > 0 pro kazdé x € R a 2+ > 0 pro kazdé » € R,z > —2, plati (2+2)nx?+ 22 > 0 pro
kazdé x € R,z > —2. Odtud dostavdme pro kazdé x > —2 nerovnost (1 + 2)"*2 > 1+ (n + 2)x.
Tim je dok4zana implikace (b), a tedy i Bernoulliova nerovnost. (]

P1i ditkazu vyroku
Ve e M: V(x)
¢asto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovolné, tj. o x pfedpokla-
dame pouze to, Ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi dedukcemi ukdZzeme platnost vyroku
V(z) pro toto z. Tim je pak ditkaz proveden.
Pri dikazu vyroku
dx e M: V(x)
méame dvé moznosti. Bud pfimo nalezneme né&jaké x € M, pro které plati V(x), nebo takové
x € M nenalezneme, ale dokdZeme, ze alesponn jedno musi existovat. Tyto postupy nazyvame po
rfadé konstruktivnim dikazem a nekonstruktivnim dikazem. Nekonstruktivni dikaz také
nékdy nazyvame existenénim dikazem.

Priklad. Dokaizte, ze existuje x € R takové, ze plati x + 2 = 0.
Priklad. Dokazte, Ze existuje x € R takové, Ze plati e¥ — 2 = x.
1.3. MnoZiny a mnoZinové operace.

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvolenou v8emi prvky, které patii
alesponi do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B zna¢ime symbolem A U B.

Je-1li A systém mnozin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnozinu v8ech prvki a, pro
které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Pranikem dvou mnoZin A a B nazveme mnoZzinu vSech prvki, které néalezeji souc¢asné
do A ido B. Prunik mnozin A a B zna¢ime symbolem AN B. Maji-li dvé mnoziny prazdny prunik,
fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik () A definujeme jako mnoZinu viech prvki
a, které pro kazdé A € A spliwji a € A.



Definice. Rozdilem mnoZin A a B (znaime A\ B) nazveme mnoZinu prvku, které patii do
mnoziny A a nepatii do mnoZiny B.

Definice. Kartézskym soudinem mnozin Aq,..., A, nazveme mnoZinu vSech uspofadanych
n-tic
A1 X A2 X X An = {[al,ag,...,an]; a; € Al,...,an € An}

Véta 1.1 (de Morganova pravidla). Necht X je mnoZina a A je neprdzdny systém mnoZin. Pak
plati

x\YJA=N{x\44€ 4}
X\A=J{x\4;4€ A}

Diikaz. Provedeme diikaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inkluze, a sice

X\JAcN{x\4;4€ 4}

X\JAS X\ 444}
konec 3. pfednasky (9.10.2024)

Je-li z € X\ |JA, znamena to, Ze = patii do X, ale nepatii do sjednoceni |J.A. Tedy = ¢ A
pro kazdou mnozinu A € A. To ale znamen4, Ze pro kazdé A € Ajex € X\ 4, a tudiz = €
M{X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazéna.

Necht z € X \ A pro kazdou mnozinu A € A. Tedy = € X, ale x ¢ A pro kazdou A € A. Takze
z ¢ |JA Tudiz 2 € X \ |J A, ¢imZ je zavrSen dikaz druhé inkluze.

Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. O

1.4. Zobrazeni.

Definice. Necht A a B jsou mnoZiny. Binarni relaci (nebo kratce relaci) mezi prvky mnoZin
A a B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A x B. Necht R C A x B je binarni
relace. Misto zapisu [a,b] € R nékdy piseme a R b. Pokud A = B, fikdme, Ze R je relace na A.

Definice. Necht A a B jsou mnoziny a necht R C A x B je binarni relace. Pak relaci R~ € Bx A
definovanou predpisem
[,y € Rt < [y,7] €R

nazyvame inversni relaci k relaci R.
Definice. Necht A a B jsou mnoziny. Binarni relaci F C A x B nazyvame zobrazenim (nékdy
téz funkei) z mnoZiny A do mnoziny B, jestliZe plati

Vo € AVy,ys € B: (([x,yl] eF & [x,y2] €F) =y = yg).
Poznamka. Je-li F' je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak pro kazdé x € A existuje nejvyse

jedno y € B takové, Ze [x,y] € F. Pokud pro dané x € A takové y existuje, je uréeno jednoznaéné.
Znagime je symbolem F'(x).

Definice. Necht F' je zobrazeni z mnoZiny A do mnoziny B. Definiénim oborem zobrazeni F'
nazyvame mnozinu
{r € A;3y € B: F(x) =y},
kterou zna¢ime D(F). Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
{ye B;3x € A: F(x) =y},
kterou zna¢ime H(F'). Grafem zobrazeni F rozumime mnoZzinu
([, F(x)] € A x Biw € D(F)},

kterou znac¢ime graf(F).



Znaceni. Necht A a B jsou mnoziny. Potom symbolem
F:A— B

znacime fakt, ze
e F'je zobrazeni z A do B,
e A=D(F),
e H(F)C B.
Hovoiime o zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B.
Definice. Necht f: A— B, M C A, P C B.
e Obrazem mnoziny M pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

{ye B;3z e M: f(x) =y},

kterou znac¢ime f(M).
e Vzorem mnoziny P pii zobrazeni f nazveme mnozinu

{z € A; f(z) € P},
kterou znac¢ime f~!(P).
Definice. Necht f: A — B. Rekneme, ze f je
e prosté (injektivni), jestlize
Va,y € A: (f(z) = fy) = = =y),
e ,,na‘“ (surjektivni), jestlize
Yy e B3dx € A: f(x) =y,
e bijekce (vzajemné jednoznaé¢né), jestliZe je zaroveii prosté a ,na“.

Poznamka. Necht zobrazeni f je definovano predpisem f(z) = 22, z € R. Je-li A = B = [0, 00),
pak f: A — B je bijekce. Je-li A=R a B =[0,00), pak f: A — B je ,na“, ale neni prosté. Je-li
A=10,00) a B=R, pak f: A — B je prosté, ale neni ,na“. Je-li A= B =Rpak f: A— B
nenf ani prosté, ani ,,na‘“.

Definice. Necht f: A — B a C C A. Pak zobrazeni g: C — B definované ptedpisem g: x — f(x)
pro z € C nazyvame restrikei (téZ ztizenim) zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g ozna¢ujeme
symbolem f|c.

Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano piedpisem (g o f)(z) =
g(f(z)) pro viechna = € D(f) takové, ze f(z) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvime slozenym
zobrazenim, pfi¢emz g nazyvame vnéj$im zobrazenim a f nazyvame vnit¥Fnim zobrazenim.

Definice. Necht f: A — B je prosté. Pak inversni zobrazeni k f je definovano jako inversni
relace k f. Inversni zobrazeni k f zna¢ime f~!.

Poznamka. Je-li f: A — B prosté, pak

7t f(A) = A
Poznamka. K neprostému zobrazeni nelze definovat inversni zobrazeni.
1.5. Mohutnost mnozin.

Definice. Necht X je mnozina. Potom poten¢ni mnoZinou mnoziny X rozumime mnoZzinu
v8ech podmnoZin mnoZiny X. Znag¢ime ji symbolem P(X).

Definice. Rikame, Ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost a piseme A ~ B, jestlize existuje
bijekce A na B. Rikime, Ze mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti
mnoZiny B a piSeme A =< B, jestliZe existuje prosté zobrazeni A do B. Symbol A < B znadi
situaci, kdy plati A < B, ale neplati A ~ B.



Definice. Rekneme, ze mnozina X je koneéna, jestlize je bud prazdn4, nebo existuje n € N
takové, ze X ~ {1,...,n}. f{ekneme, 7ze mnozina X je nekoneéna, jestlize neni kone¢né. Rekneme,
7e mnozina X je spocetna, jestlize je bud konetna, nebo X ~ N. Nekone¢ni mnoZzina, kterd neni
spocetné, se nazyva nespocetna.

Poznamka. Kone¢né mnoziny jsou naptiklad mnoziny 0, {1, 2,3}, {z}. Nekone&né spocetné mno-
ziny jsou napiiklad mnoZiny N, Z, Q, N x --- x N. Nespocetné mnoziny jsou napiiklad mnoziny
R, R\ Q, (0,1), {{a1,as2,as,...};a, € {0,1}, n € N}, P(N).

konec 4. prednasky (11.10.2024)

Véta 1.2 (Cantorova—Bernsteinova). Necht XY jsou mnoZiny spliiujici X <Y aY < X. Potom
X=Y.

Véta 1.3 (Cantorova). Necht X je mnoZina. Pak X < P(X).

Diikaz. Zobrazeni ¢: X — P(X) definované predpisem ¢(x) = {z}, je prosté, takze plati X =
P(X).

Zbyva ukazat, ze mnoziny X a P(X) nemaji stejnou mohutnost. Provedeme diikaz sporem.
Piedpokladejme, Ze existuje bijekce p: X — P(X). Oznatme A = {x € X;z ¢ ¢(x)}. Zobrazeni
© je bijekce, a proto mizeme nalézt a € X takové, Ze p(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice
mnoziny A plati a ¢ p(a), coZ je spor, nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoZziny
A plati a € p(a) = A, coZ je opét spor. Tim je predpoklad existence bijekce ¢ pfiveden ke sporu
a tvrzeni je dokazano. O

Vé&ta 1.4 (vlastnosti spodetnych mnozin).
(a) Kazdd podmnozina spocetné mnoZiny je spocetnd.
(b) Jestlize A je mnoZina a existuje f: A — N prosté, potom je A spocetnd.
(c) Sjednocent spocetné mnoha spocetnijch mnoZin je spocetné.
(d) Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnoZina.
(e) Kazdd nekoneénd mnoZina obsahuje nekonecnou spocdetnou podmnoZinu.

1.6. Realna ¢&isla. Mnozinu realnych ¢isel R 1ze popsat jako mnoZinu, na niZz jsou definovany
operace s€itani a nasobeni, které budeme znacit obvyklym zptsobem, a relace usporadani
(<), pficemz jsou splnény nasledujici t¥i skupiny vlastnosti:

e vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah,

e vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni,

e vlastnost suprema.

I. Vlastnosti s¢itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah

o Vz,y,2€R: x4 (y+2) = (r +y) + 2z (asociativita s¢itani),

e Vr,y e R: x4y =y+x (komutativita séitani),

e JweRVzreR: w+a ==z (prvek w je urden jednozna¢né, znacime jej 0 a fikime mu
nulovy prvek),

eVr e RIze R: z+ 2z =0 (z]je tzv. opa¢né ¢&islo k ¢islu z, je ureno jednoznacné a
znadime je —x),

e Vr,y,z€R: x-(y-2) = (z-y)- 2 (asociativita nasobeni),

e Vr,y eR: z-y=y-z (komutativita nasobeni),

e JveR\{0}Vz eR: v-z =z (prvek v je urCen jednoznacéné, znacime jej 1 a fikdime mu
jednotkovy prvek),

e V2 e R\ {0} Iy €R: z-y =1 (prvek y je uréen jednoznacné a znacime jej z~* nebo %),

e Vr,y,z€R: (z+vy) -z=2x-2z+y-z (distributivita).

I1. Vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni
e Vr,y,zeR: (z <y & y<z)= <z (tranzitivita),



Ve,y e R: (z <y &y <z)=x=y (slaba antisymetrie),
Ve,ye R: x <yVy<uz,

Ve,y,z€ R: z<y=>2+2<y+z,

Ve,yeR: 0<z&0<y)=0<z"y.

Znaceni. Symbol x > y znamena totéz, jako y < z. Symbolem z < y budeme znacit situaci,
kdy x <y, ale x # y (tzv. ostra nerovnost). Realna ¢isla, pro néz z > 0 (resp. < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi). Redlna ¢isla, pro néz « > 0 (resp. < 0), budeme nazyvat
nezapornymi (resp. nekladnymi).
Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e z € R je

e horni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati a < z,

e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati z < a.
f{ekneme, %e mnozina A je

e shora omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mnoziny A,

e zdola omezena, jestlize existuje prvek = € X, ktery je dolni zavorou mnoziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

Definice. Necht A  R. Cislo G € R spliujici
e Vre A:z <G,
e VG' e R,G'<GIrec A:G' <z,
nazyvame supremem mnoziny A. M&-li mnoZina A supremum, je toto uréeno jednoznacné a
znacime je sup A.
ITI. Vlastnost existence suprema
e Kazd4 neprazdna shora omezend podmnozina R mé supremum.

Vé&ta 1.5 (existence a jednozna¢nost mnoziny realnych ¢isel). Eristuje ctveice (R, +, -, <) spliiu-
jici podminky I-II1, pricemZ je témito podminkami urcena jednoznacné v ndsledujicim smyslu. Po-
kud ctvefice (R, D, ®, <*) splituje mutatis mutandis podminky =111, pak existuje bijekce p : R — R
takovd, Ze pro kazdé x,y € R plati

* o(z+y) =p(x) ey),

* oz y) =p(r) ©p(y),

oz <y=pr) <" ey)
Definice. Necht 4 C R. Cislo g € R spliwjict

e Vre A: g <u,

e Vg eR, g<g IxreA:x <y,
nazyvame infimem mnoziny A. Ma-li mnozina A infimum, je toto uréeno jednozna¢né a znaéime

je inf A.

Poznamka. JestliZe existuje sup A, potom sup A miize a nemusi byt prvkem A (obdobné pro
infimum).
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Piiklady. Uvedeme nékolik jednoduchych ptikladi mnozin a jejich suprem.
e A=10,1], pak supA=1asupA € A,
B=[0,1), pak supB =1asupB ¢ B,
C =10,11U{2}, pak supC =2 asupC € C,
D={1- %;nGN}, pak supD =1asupD ¢ D,
E={rcQz <2}, paksupE =+v2asupE ¢ E.
Definice. Necht A C R. Rekneme, 7e a je nejvétsi prvek (maximum) mnoZiny A, jestlize

a € A a a je horni zéavorou mnoziny A. Obdobné definujeme nejmensi prvek (minimum) A.
Maximum a minimum jsou ureny jednozna¢né (pokud existuji) a znac¢ime je max A a min A.



Poznamka. Jestlize existuje max A, potom plati max A € A (obdobné pro minimum). Jestlize
existuje max A, potom existuje i sup A a plati max A = sup A (obdobné pro minimum a infimum).

Priklady. Ve vyse uvedenych pfikladech existuji maxima mnozin A, C, neexistuji maxima mnozin
B, D, E, existuji minima mnozin A, B, C, D a neexistuje minimum mnoziny FE.

Poznamka. JestliZe existuje sup A, potom sup A je nejmensi horni zavorou mnoziny A. Jestlize
existuje inf A, potom inf A je nejvétsi dolni zavorou mnoziny A.

Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu predpisem

2] x, jestlize x > 0,
€Tl =
—x, jestlize z < 0.

Poznamka. Necht z,y € R. Potom plati:
(a) |z| =0,
(b) |z| =02z =0,
(e) |z| = |—xl,
() ][ = [=],
(e) VA eR: |A\z| =\ ||,
(f) |z| = max{x,—=a},
(8) |z +yl < |z + |y,
(h) [z =yl = [l=] = [yl|.
Tvrzeni (g) nazyvame trojahelnikovou nerovnosti realnych ¢isel.

Definice. Necht a,b € R, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) ={z e R;a < z < b}, [a,b] = {x € Rja < z < b},

(a,b] = {x € Rya < x < b}, [a,b) = {x € R;a < x < b},
(—00,b) = {zr € Rz < b}, (=00, b] = {z € Rz < b},

(a,00) = {zx € R;a < z}, [a,00) = {z € R;a <z},
(—o0,00) =R.

Pak mnoziny (a,b), (—o00,b), (a,0) a (—o0,c0) nazyvame otevienymi intervaly, mnozinu [a, b]
nazyvame uzavienym intervalem a mnoziny [a,b), (a,b], (—00,b] a [a, 00) nazyvame polouza-
vienymi intervaly.

Poznamka. Prazdna mnozina je intervalem, nebot (a,a) = @) pro kazdé a € R. Kazda jednoprv-
kova podmnoZina R je intervalem, nebot [a,a] = {a} pro kazdé a € R.

Poznamka. Mnozina A C R je interval pravé tehdy, kdyz plati
Ve,y€e AVzeR: (z<z<y=z€A).

Vé&ta 1.6 (existence infima). Necht M C R je zdola omezend neprdzdnd mnoZina. Potom existuje
infimum mnoziny M a oznacime-li

—M={x eR;—z € M},
pak plati inf M = — sup(—M).

Diikaz. MnoZina —M je zFejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou M. Pro kazdé x € — M
plati —x € M, takze K < —x, tedy < —K. Odtud plyne, ze —K je horni zavorou —M. Mnozina
—M je tedy shora omezenda. Z vlastnosti III plyne existence suprema —M, které oznacime G.
Dokazeme, ze prvek ¢ = —G je infimem mnoziny M. Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy
—x < G, takze g < z. Cislo g je proto dolni zavorou M. Tim je ovéfena prvni podminka z definice
infima. Pfedpokladejme, Ze ¢’ € Ra g < ¢’. Polozme G’ = —¢’. Potom G’ < G, a z druhé vlastnosti
suprema tedy vyplyva, Ze existuje y € —M takové, ze G’ < y, takze —y < ¢’. Protoze —y € M, je
tim ovéfena i druh& podminka z definice infima. O



Véta 1.7 (existence celé ¢asti realného ¢isla). Pro kaZdé x € R existuje prdvé jedno cislo k € Z
takové, Ze k <x <k +1.

Diikaz. Jednoznacnost. Necht k,j € Z splinji k # j, k <z < k+1laj <z <j+ 1. Bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, ze j < k. Potom k <z ax < j+ 1, takze 0 < k — j < 1. Protoze
k—jeZaO<k—j,plati 1 <k —j. To je spor s tim, ze k — 5 < 1.

Ezistence. Oznacme M = {n € Z;n < z}. Cislo x je horni zavorou M, a proto je M shora
omezend. UkaZeme, %e M je neprazdna. Piedpokladejme, Ze M = (). Pak pro kazdé n € Z plati
T < n, a proto je mnozina Z zdola omezena. Mnozina Z je neprazdné, a tedy existuje infimum g
mnoziny Z. Pak pro kazdé n € Z plati g < n. Jelin € Z, pakin—1 € Z, a proto g < n — 1.
Pro kazdé n € Z potom plati g + 1 < n. Prvek g+ 1 je tedy dolni zdvorou mnoziny Z, coz je spor
s tim, Ze g = inf Z. MnozZina M je tudiz neprazdna. Existuje tedy supremum G € R mnoZiny M.
K nému nalezneme k € M takové, ze G — 1 < k. Pak plati G < k+ 1, a tedy k + 1 ¢ M. Odtud
aztoho,Ze k€ M,plynekeZak<z<k+1. O

Definice. Necht z € R. Potom ¢islo k € Z spliujici k < z < k+1 (jehoZ existenci a jednoznaénost
zaruCuje Véta 1.7), nazyvame celou €asti ¢isla x a znacime je symbolem [z].

Véta 1.8 (Archimédova vlastnost realnych ¢isel). Pro kaZdé x € R existuje n € N spliiujici x < n.

Diikaz. Zvolme x € R. Polozme n = max{[z] + 1,1}. Potom ziejmé n € N. Jestlize < 0, pak
x <1 < n. Jestlize x > 0, pak dle Vé&ty 1.7 plati z < [z] + 1 < n. Cislo n tedy ma pozadované
vlastnosti. O
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Véta 1.9 (hustota Q v R). Necht a,b € R, a < b. Pak existuje y € Q takové, Ze a <y < b.
Diikaz. Protoze b —a > 0, je ﬁ € R. Podle Véty 1.8 nalezneme n € N takové, ze plati ﬁ <n.
Je tedy na + 1 < nb. Polozme y = % Potom y € Q a podle Véty 1.7 plati

na [na]+1<na+1<ib:

a=—<
n n n n

b.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b. Pak existuje z € R\ Q takové, Ze a < z < b.

1.7. Komplexni ¢&isla. Mnozinou komplexnich ¢isel C rozumime mnozinu v8ech usporadanych
dvojic [a,b], kde a,b € R, pFi¢emZ pro komplexni &isla z = [a,b] a y = [c,d] definujeme operace
s¢itani a nasobeni predpisy

e x+y=la+ecb+d,

e z -y = [ac—bd,ad+ bc].
Necht z = [a,b] € C. Pak prvek a nazyvame redlnou &asti komplexniho ¢&isla z a prvek b
nazyvame imaginarni ¢asti z. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla x rozumime nezaporné
redlné ¢&islo || = Va? + b%. Dale definujeme 0 = [0,0], 1 = [1,0] a i = [0,1]. Komplexn&
sdruZenym é&islem k x rozumime &islo T = [a, —b]. Symbol —z znadi &slo [—a, —b] a symbol +
znadi pro x # 0 (jednoznaéné uréené) komplexni ¢islo splitujici « - % =1.

2. LIMITA POSLOUPNOSTI

2.1. Vlastni limita posloupnosti.

Definice. (Nekoneénou) posloupnosti redlnych ¢isel rozumime kazdé zobrazeni n +— a,,n €
N, mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Takovou posloupnost obvykle znac¢ime
{a,}22,, pfipadné jen {a,}. Cislo a,, nazyvame n-tym &lenem této posloupnosti.

Definice. Necht ¢ € R. Posloupnost {a, } splitujici a,, = ¢ pro kazdé n € N se nazyva konstantni.



Definice. Necht ¢ € R a a € R. Potom posloupnost {ag™}5° ; nazyvame geometrickou po-
sloupnosti.

Definice. Fibonacciova posloupnost je zadédna nésledujicim zptsobem: a; = 1, a; = 1 a pro
kazdé n € N, n > 3, plati a,, = a,—2 + a,,—1. Rikdme, Ze posloupnost je zadana rekurentné.

Poznamka. Posloupnost miZe byt zadana velmi rozmanitymi zpusoby, jak ukazuji napiiklad

posloupnosti {n-té prvoéislo}, {n + 2018”("_1)("_2)(2!_3)("_4)(”_5) }, look and say sequence.

Poznamka. Symbol {a,}32,, pfipadné {a,}, oznacuje posloupnost, tedy zobrazeni N do R, za-
timco symbol {a,;n € N} zna¢i mnozinu vSech ¢lent této posloupnosti, tedy podmnozinu R.
Zname-li {a,}, pak zname i {a,;n € N}, ale nikoli naopak. Zadani posloupnosti kromé informace
o oboru hodnot totiz navic udava potadi prvki z tohoto oboru. Naptiklad posloupnosti {(—1)"}
a {(=1)""1} jsou riizné, ale maji stejnou mnozinu viech ¢lent, a to {—1,1}.

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych ¢éisel a A € R. Rekneme, e posloupnost {an} ma
limitu rovnou A, jestlize plati

VeeR, e>03Ing e NVneN, n>ng: |a, — A| <e.

Rekneme, Ze {a,} ma vlastni limitu, neboli konverguje (je konvergentni), jestlize existuje
realné ¢islo A takové, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou A, tedy

(1) JAeRVeeR, e>03IngeNVneN, n>ng: |a, — Al <e.
Jestlize posloupnost neméa vlastnf limitu, pak fikame, Ze diverguje (je divergentni).

Véta 2.1 (o libovolnd malych veli¢inach). Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové,
Ze pro kazdé € € R, e > 0, plati |a — b| < Ke, potom a = b.

la—b]
sz - Potom € € R,

e > 0, a tedy podle predpokladu plati 0 < |a — b| < Ke = @, COZ je Spor. O

Diikaz. Predpokladejme, Ze a a b jsou riizna. Potom |a — b| > 0. Polozme ¢ =
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Véta 2.2 (jednoznacnost limity). Necht {a,} je posloupnost redlnyjch cisel a A, B € R. Pfedpo-
klddejme, Ze posloupnost {a,} md limitu rovnou A a zdroveri posloupnost {a,} md limitu rovnou
B. Potom plati A = B.

Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. Podle definice limity nalezneme ptirozena Cisla n4, np takova, ze
pro kazdé n € Nyn > ny, je |a, — A| < € a pro kazdé n € N, n > np, je |a, — B| < €. Polozme
ng = max{n,np}. Potom plati ng > n i ng > np, a tedy |an, — 4| < e i |ap, — B| < e. Odtud
a z trojihelnikové nerovnosti méame

|A— B| =14 —an, + an, — B
<|A = ang| + |an, — Bl <e+e=2¢.
Protoze |A — B| < 2¢ pro kazdé € € R, € > 0, podle Véty 2.1 plati A = B. O
Znaceni. Jestlize posloupnost {a,} ma vlastn{ limitu, pak tato limita je uréena jednoznaéné a
oznacujeme ji symbolem lim a,,, p¥ipadné lim,, . a,. Je-1i limitou posloupnosti {a, } realné &slo
A, pak piSeme lima, = A, limy,_oo an = 4, a, = A, nebo a, — A.
Priklad. Necht ¢ € R a pro kazdé n € N plati a,, = ¢. Dokazte, ze lima,, = c.

Regeni. Zvolme ¢ € R, e > 0. Polozme ng = 1. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati lan, — ¢| =
|c — ¢] = 0 < ¢, takze podle definice limity dostavame lima,, = c.

Piiklad. Dokazte, ze lim(v/n +2 —/n) = 0.



ReSeni. Zvolme ¢ € R, e > 0. Diky Archimédové vlastnosti nalezneme ng € N spliwjici ng > ;%.
Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati
2 2

2
|\/n—|— —f—O\:vn—F —f:m<ﬁ§\/770<8,

takZe z definice limity plyne, Ze lim(v/n +2 — y/n) = 0.
Piiklad. DokaZte, Ze posloupnost {n} nema vlastni limitu.

ReSeni. Zvolme A € R a polozme ¢ = 1. Zvolme ng € N. Podle Archimédovy vlastnosti nalezneme
n € N, n > ng takové, ze n > |A| 4+ 1. Potom plati

[n—Al>n—|A| > |Al+1—-|Al=1==.

Tedy neplati limn = A. ProtoZe A bylo zvoleno libovolng, plyne odtud, Ze posloupnost {n} nema
vlastni limitu.

Piiklad. Dokazte, Ze posloupnost {(—1)"} nem4 vlastni limitu.

ReSeni. Zvolme A € R a polozme ¢ = 1. Zvolme ng € N. Jestlize je A > 0, diky Archimédove
vlastnosti nalezneme liché n € N spliujici n > ng. Potom plati

()" —Al=|-1-Al=1+A>1=¢.

Jestlize je A < 0, diky Archimédové vlastnosti nalezneme sudé n € N spliiujici n > ng. Potom
plati

()" —Al=|1-Al=1-A>1=¢.
Tedy neplati limn = A. Protoze A bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze posloupnost {n} nema
vlastni limitu.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {an} je

e shora omezena, jestlize mnozina vSech jejich ¢lent je shora omezena,
e zdola omezena, jestlize mnozina vSech jejich ¢lent je zdola omezena,
e omezeni, jestlize je omezena shora i zdola.

Poznamky. Posloupnosti {(—1)"}, {£} a {/n+1 — /n} jsou omezené. Posloupnost {n} je
omezené zdola, ale nikoli shora. Posloupnost {(—1)"n!} neni omezena zdola ani shora.

Vé&ta 2.3 (charakterisace omezenosti posloupnosti). Posloupnost redlngjch cisel {a,} je omezend
prdvé tehdy, kdyz existuje ¢islo K € R, K > 0, takové, Ze pro viechna n € N plati |a,| < K.

Diikaz. = Diky omezenosti mnoziny {a,;n € N} nalezneme ¢isla A, B € R takova, Ze pro kazdé
n € N plati A < a,, < B. Polozme K = max{|A|,|B|}. Pak zfejmé plati —K < a,, < K, a tedy
|an| < K pro viechna n € N.

< Necht K € R spliwije |a,| < K pro viechna n € N. Pak —K < a,, < K pro v8echna n € N,
a tedy mnozina ¢leni posloupnosti {a,} je omezena. O

Poznamka. Omezena posloupnost nemusi byt konvergentni. Pfikladem je posloupnost {(—1)"},
ktera je omezena a divergentni.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {an} je

neklesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, < ap41,
rostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, < an41,
nerostouci jestlize pro kazdé n € N plati a,, > ap 41,
klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati a,, > an41,
monoténni, jestlize je neklesajici nebo nerostouci,
ryze monotoénni, jestlize je rostouci, nebo klesajici.

Priklady. Kazda konstantni posloupnost je monoténni (obéma zptsoby), neni viak ryze mono-
tonni. Posloupnost {(—1)"} nenf monoténni. Posloupnosti {1} a {v/n+1 — y/n} jsou klesajici.
Posloupnost {n} je rostouci.



Poznamka. Vyrok ,posloupnost je neklesajici“ neni negaci vyroku ,posloupnost je klesajici“
(podobné pro nerostouci a rostouci).

Véta 2.4 (limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlngjch éisel a
A € R. Nechtlima,, = A. Potom lim |a,| = |4|.

Diikaz. Zvolme € € R, € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
VYneNn>ng: |a, — Al <e.

Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati podle trojuhelnikové nerovnosti odhad [|a,|—|4|] <
lan, — A| < e. Protoze € bylo zvoleno libovolné, dokazali jsme vyrok

Ve e Rye > 03ng € NVn € Nyn > ng: |la,| — |4]] < e.

To ale podle definice znamena, Ze lim |a,| = |A|. O
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Poznamka. Z vyroku lim |a,| = |A| obecné neplyne vyrok lima, = A. Jestlize napiiklad a, =
{(=1)"}, n € N, potom lim |a,| = 1, ale lim a,, neexistuje.

Véta 2.5 (nulova limita posloupnosti a absolutni hodnota). Necht {a,} je posloupnost redlnijch
¢isel. Potom lima,, = 0 prdvé tehdy, kdyz lim |a,| = 0.
Driikaz. Podle definice limity je lima,, = 0, pravé kdyz

VeeR,e>03Ing e NVneN,n>ng: |a, — 0] <e,
zatimco lim |a,| = 0, pravé kdyz

Ve eR,e >03ng e NVneN,n>ng: |lay| — 0] <e.
Protoze

llan| = 0] = [lan|| = |an| = |an — 0],
jsou oba vyroky ekvivalentni. O
Véta 2.6 (charakterisace existence limity posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlngch éisel
a A €R. Paklima, = A prdvé tehdy, kdyz existuje K € R, K > 0, takové, Ze
(2) VeeR,e>03IngeNVneN, n>ng: |a, — Al < Ke.
Diikaz. = Necht lima,, = A. Pak z definice limity plyne, Ze (2) plati pro K = 1.
< Necht K € R, K > 0, je ¢islo spliwjici (2). Zvolme € € R, € > 0. Polozme ¢’ = £. Podle (2)
<

k tomuto &’ existuje ng € N takové, Ze pro viechna n € N, n > ng, plati |a, — A| < K&’ = e.
Protoze € bylo zvoleno libovolné, dokéizali jsme vyrok

VeeRe>03Ing eNVREN, n>ng: |a, — 4| <e.
To podle definice limity znamena, ze lima,, = A. O
Poznamka. V definici limity posloupnosti muze byt nerovnost n > ng ekvivalentné nahrazena

nerovnosti n > ng. Podobné& nerovnost |a, — A| < ¢ miize byt ekvivalentné nahrazena nerovnosti
la, — Al <e.

Véta 2.7 (vztah konvergence a omezenosti posloupnosti). Necht {a,} je konvergentni posloupnost
redlngch cisel. Potom je {a,} omezend.

Diikaz. Podle predpokladu nalezneme A € R takové, Ze lim a,, = A. Polozme ¢ = 1. Podle definice
limity nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, je |a, — A| < 1. MnoZina {|a,|;n €
N,n < ng} je koneéné, a tedy je omezena. Necht M € R je jeji horni zavora. Potom podle
trojuhelnikové nerovnosti pro kazdé n € N,n > ng, plati

|an| < fan — Al +[A] <1+ 4],



a tedy

lan| < M, pokud n € N, 1 < n < ng,

a

"= 1|A|+1, pokudn e N,n>ng.

Nyni polozme K = max{M,|A| + 1}. Pak pro vechna n € N plati |a,| < K, a {a,} je tedy
omezena. O
Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych &isel. Jestlize {ny}32 ; je rostouci posloupnost pii-
rozenych ¢isel, pak {a,, }?2, nazyvime vybranou posloupnosti z posloupnosti {a, }, pfipadné
podposloupnosti posloupnosti {a,}.

Poznamka. Posloupnosti {a,}, {ant1}, {ant+r} pro n&jaké k € N, {az,}, {a2n+1}, {an2} jsou
priklady podposloupnosti posloupnosti {a, }.

Véta 2.8 (limita vybrané posloupnosti). Necht {a,} je posloupnost redlnych cisel, {n;}2, je
rostouct posloupnost prirozengch éisel a A € R. Jestlize lima,, = A, pak limyg_,o0 @y, = A.

K dikazu véty budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma. Necht {n;}?2, je rostouct posloupnost pFirozengjch cisel. Potom pro kazdé k € N plati

Diikaz. Dukaz provedeme matematickou indukei podle k. Protoze ny € N, zfejmé méame n; > 1.
Piedpokladejme, Ze pro néjaké k € N plati ny > k. Potom plati ngy1 > ni > k, nebot {ny} je
rostouci, a tedy nx4+1 > k+ 1. Tim je tvrzen{ podle principu matematické indukce dokazano. [

Diikaz Veéty 2.8. Zvolme € € R, € > 0. K nému nalezneme ny € N takové, ze

(3) VneN, n>ng: la, — Al <e.
Pro kazdé k € N, k > ng, plati diky lemmatu nerovnost ny > k > ng, a tedy podle (3) dostaneme
lan, — A|] < e. Tim je véta dokazana. O

Poznamka. Jestlize existuji dvé podposloupnosti posloupnosti {a,} majici riizné limity, pak je
{a, } divergentni. Kdyby totiz posloupnost {a, } méla vlastni limitu A, pak by obé& podposloupnosti
musely mit podle Véty 2.8 limitu A, coz by byl spor.

Poznamka. Pfedchoziho poznamka ndm umoziiuje alternativnim zptisobem dokazat, ze posloup-
nost {a,} = {(—=1)"} je divergentni. Plati totiZ limg_,o0 agr = 1 a limg_ o0 agx—1 = —1. Nalezli
jsme dvé podposloupnosti s riznymi limitami, takze lim(—1)™ neexistuje.

Véta 2.9 (aritmetika vlastnich limit). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngch éisel, A, B €
R, lima, = A a limb, = B. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim (ay, -b,) = A- B,
A

(c) jestlize navic B # 0 a pro kazdé n € N plati b, # 0, pak lim =75

Diikaz. Zvolme € € R, € > 0. Podle definice limity existuji pfirozena ¢isla n4, np takova, ze pro
kazdé n € N, n > ny, je |A —a,| < € a pro kazdé n € N, n > np, je |B —b,| < e. Polozime-li
ng = max{na,npg}, pak pro n € N, n > ng, plati ob& uvedené nerovnosti.

(a) Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

[(an +bn) — (A+ B)| = [(an — A) + (bn — B)
<lan, — Al + b, — B]| <e+4e=2e.

Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Véty 2.6 pro K = 2.

(b) Posloupnost {b,} je konvergentni, a tedy podle Véty 2.7 je také omezena. Jinymi slovy
existuje L € R, L > 0, takové, Ze pro viechna n € N plati |b,| < L. Upravou vyrazu a,b, — AB a
pouZitim trojuhelnikové nerovnosti dostavame pro kazdé n € N, n > ng,

lanby — AB| = [(anbn — by A) + (bnA — AB)| < |anbn — buA| + |bnA — AB]
= |bn| |an - A| + ‘A| |bn - B| .



Pro kazdé n € N, n > ng, dale plati
|bn] lan — Al + |A| |b,, — B| < Le + |Ale = (L + |A])e,

a tedy
lanb, — AB| < (L + |A4|)e.
Dokazované tvrzeni tedy vyplyva z Véty 2.6 pro K = L + |A|.

konec 9. pfednasky (1.11.2024)

(¢) Obdobnymi tpravami jako v dikazech predchozich tvrzeni dostavame pro kazdé n € N

an é _|anB - Ab,| |a,B—- AB+ AB — Ab,
b, B b, B N b, B
@) < a,B — AB AB — Ab,
b, B b, B
Jaw—A] Al — B
|00 |bn] | B

Podle definice limity nalezneme ke kladnému ¢&islu @ takové ny € N, Ze pro vSechna n € N,
n > ny, plati

B
|B —by| < %
Tedy podle trojihelnikové nerovnosti pro kazdé n € N, n > nq, plati
B
Lo 1B bl = 1]~ P,
a tudiz
1 2
(5) — < =
lbn| [ B]
Polozme ny = max {ng,n1 }. Potom pro kazdé n € N, n > nq, plati podle (4) a (5)
a, A 2 2| A] 2 2 A 2 24
n 2o 2 g A+ 2y, Bl < 2= = (=
b B|STE]m AT <t Ee T \E T
Tvrzeni tudiz plyne z Véty 2.6. O

Véta 2.10 (limita soucinu ¢lentt omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou limitou). Necht
{an} a {bn} jsou posloupnosti redlnijch éisel, pricemz lima, = 0 a {b,} je omezend. Potom
lim a,b, = 0.

Diikaz. Protoze {b,} je omezena, nalezneme &islo K € R, K > 0, spliujici |b,| < K pro vSechna
n € N. Zvolme € € R, € > 0. Protoze lima,, = 0, existuje ny € N takové, Ze pro vSechna n € N,
n > ng, plati |a,| = |a, — 0| < . Pro kazdé n € N, n > ng, tudiz plati

|anby, — 0] = |anbn| = |an] |bn] < Ke.
Podle Véty 2.6 plati lima,b, = 0. (]

Poznamka. Tvrzeni Véty 2.10 neplyne z Véty 2.9, protoZe posloupnost {b,,} nemusi mit vlastni
limitu.

Priklad. Spoctéte lim(3 + (—=1)")(v/n + 2 — /n).

Reseni. Vime 7Ze lim, (V7 + 2 — y/n) = 0. Navic pro kazdé n € N plati 2 < 3 + (—=1)" < 4,
takze posloupnost {3 + (—1)"} je omezena. Z Véty 2.10 tedy plyne, Ze

lim(3 + (=1)")(vVn+2—v/n) =0.
Poznamka. Jestlize a,b € R a ¢ € R, € > 0, potom plati
la—bl<e & —e<a—-b<e & b—e<a<b+e.



Véta 2.11 (limita posloupnosti a usporadani). Necht{a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch éisel,
A, B €R,lima, =A alimb, = B.
(a) Necht A < B. Potom ezistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, < b,.
(b) Necht ezistuje ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati a,, > b,. Potom A > B.

Diikaz. (a) Polozme e = BT*A. Pak podle definice limity nalezneme n4 € N takové, Ze pro kazdé
n €N, n>nyu, plati a, < A+¢ anp € N takové, ze pro kazdé n € N, n > np, plati b, > B —¢.
Polozme ng = max{n,np}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

A+ B
2
(b) Predpokladejme, Ze A < B. Potom podle tvrzeni (a) nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé

n € N, n > ng, plati a,, < b,. PoloZzme m = max{ng, n1}. Pak an, < by < ap, coZ je spor. Tedy
A > B. O

ap < A+e=

=B—-e<b,.

Poznamka. Z toho, ze existuje n; € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ny, plati a,, > b,, neplyne

A > B. Prikladem jsou posloupnosti {a, } a {b,} definované pfedpisy a,, = %, b, =0 pron € N.
Podobné z vyroku A < B neplyne existence ng € N takového, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

an < by,. Pfikladem jsou posloupnosti {a,} a {b,} definované ptredpisy a,, = %, b, = %

pron € N.

Véta 2.12 (o dvou straznicich). Necht {a,}, {bn} a {cn} jsou posloupnosti spliiujici:

(a) emistuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati ap, < ¢, < by,
(b) existuje A € R takové, Ze lima, = A alimb, = A.

Potom lime, = A.

Diikaz. Oznaéme lima, = A. Zvolme ¢ € R,e > 0. K nému podle pfedpokladu (b) existuji
na,np € N takova, ze pro kazdé n € N, n > n 4, plati

A—c<a,<A+e¢
a pro kazdé n € N, n > np, plati
A—e<b, <A+e.

Polozme n; = max{ng,n4,np}. Potom odtud a z pfedpokladu (a) plyne, Ze pro kazdé n € N,
n > ny, plati
A—e<a,<c, <b,<A+e,

a tedy |c, — A] <e. O

Poznamka. Dilezitou soucasti tvrzeni Véty 2.12 je existence limity posloupnosti ¢,. Véta 2.12
tudiz neni bezprostfednim diisledkem Véty 2.11.

Piiklad. Spoététe lim {/n.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé n € N je {/n > 1, mizeme psat /n = 1+0,, kde 6,, > 0.
Zvolme n € N, n > 2. Potom podle binomické véty plati

-1 -1
n=1+0,)">1+nb, + ”(”2 Jg2 > ”(”2 Jg2.
Protoze platin — 1 > %, dostavame
n> @9% > ﬁgi

Odtud a z monotonie odmocniny plyne % > 0,,. Uvedena nerovnost plati pro kazdé n € N,n > 2,

a tedy lim % = 0, takze podle Véty 2.12 mame lim,,_,, 6, = 0. Odtud plyne dokazované tvrzeni.

Piiklad. Necht A € R, A > 0. Spoctéte lim V/A.



Reseni. Nechf nejprve A > 1. Pomoci Archimédovy vlastnosti (Véta 1.8) nalezneme ng € N
takové, 7e ng > A. Potom pro kazdé n € N,n > ng, plati 1 < YA < Yn. Z vty o dvou
straznicich plyne lim C/Z =1.

Necht nyni A € (0,1). Potom podle vty o limité podilu (Véta 2.9(c)) a podle jiz dokazaného
tvrzeni plati

1 1 1
lim VA= lim = =-=1.

n— 0o n—oo /1 lim. 1
n—oo

n

/1
A
2.2. Nevlastni limita posloupnosti.

Definice. Necht {a,} je posloupnost realnych &sel. Rekneme, 7e {a,} ma limitu rovnou oo,
jestlize

VK eR dng e NVne N,n > ng: a, > K.
Rekneme, 7e {a,} ma limitu rovnou —oo, jestlize

VK e Rdng e NVn e N,n > ng: a, < K.

Ma-li posloupnost limitu rovnou oo, nebo —oo, fikAme, Ze ma nevlastni limitu. Jestlize ma
posloupnost limitu rovnou oo, pak fikdme, ze diverguje k oco. Jestlize ma posloupnost limitu
rovnou —oo, pak fikdme, ze diverguje k —oo.

konec 10. pfednasky (6.11.2024)

Definice. Rozsifenou mnozinou realnych ¢&isel budeme nazgvat mnozinu R U {c0, —o0} a
budeme ji znacit R*.
Operace séitani. S¢éitani rozsifujeme takto:
e Va e RU{ox}:c04+a=a+ 0o =00,
e Vg€ {—0}UR: —c0+a=a+(—o0) = —o0.
Operace odc¢itani. Operace od¢itani dvou realnych ¢isel a, b je definovana jako soucet ¢isla a
a ¢isla opafného k b, tj. a —b = a + (—b). Pro rozsifeni této operace postaci definovat &isla opacna
k 0o a —0o a pouzit pfedchozi rozgiFeni operace séitani. Definujeme —(c0) = —00 a —(—00) = oo.
Operace nasobeni. Definujeme:
Va € (0,00) U{oo}: a-00=00"-a= 00,
Va € (0,00) U{o0}: a-(—00) = (—0) - a = —o0,
Va € {—o0} U (—00,0): a-00 =00 a=—00,
Va € {—o00} U (—00,0): a- (—00) = (—00) -a = 0.

Operace déleni. Operace déleni dvou realnych ¢&isel a,b je definovana jako soucin ¢isla a a

inlverzniho prvku k b, tj. § = a- %. Pro rozsifeni operace déleni postadi tedy definovat é =0a
— =0.

— 00

Nasledujici vyrazy tedy nejsou definovany:
00+ (—o00), —oo+o00, 0-00, ©00-0, 0-(—00), (—o00)-0.
Relace usporadani. Definujeme:

e VaecR*: —oco<a,
e Va e R*: a < oo.

Absolutni hodnotu rozsifime na R* tak, ze klademe |oo] = 00 a |—o0| = 0.

Definice. Necht A C R a G € R*. Pfedpokladejme, Ze plati nasledujici podminky:

(a) Vae A: a <G,
(b) VG e R*,G' < GJac A: G' < a.

Pak G nazyvame supremem mnoziny A. Obdobné definujeme infimum mnoZiny A.



Poznamka. Pro neprazdnou a shora omezenou podmnozinu realnych ¢isel se pojem suprema v
mnoziné R shoduje s pojmem suprema v R*. Shora neomezena podmnozina R nemé v R supremum,
v R* je v8ak timto supremem oo. Podobné zdola neomezend mnozina v R ma infimum v R*
rovné —oo. Koneéné pro prazdnou mno#zinu plati podle definice inf ) = oo a sup@ = —oo, pokud
uvazujeme supremum a infimum vzhledem k R*. Supremum a infimum jsou uréena jednoznac¢né a
budeme je znacit obvyklym zptisobem.

Véta 2.13 (jednoznac¢nost limity podruhé). Necht {a,} je posloupnost, kterd md limitu rovnou
A € R* a zdroveni md limitu rovnou B € R*. Potom plati A = B.

Diikaz. Dokéazali jsme jiz, ze nejvyse jedno realné ¢islo mize byt limitou posloupnosti {a,, } (Véta 2.2).
Zbyva dokazat, ze nemize nastat zadny z piipadii:

(a) {an} je konvergentni a souc¢asné m4 limitu oo,

(b) {an} je konvergentni a souc¢asné méa limitu —oo,

(¢) {an} ma limitu co a soudasné —oo.

Pripad (a). Pfedpokladejme pro spor, Ze plati (a). Podle Véty 2.7 je {a,} omezena, a tedy je
omezené shora. Tudiz nalezneme K € R takové, ze a,, < K pro kazdé n € N. Protoze ale soucasné
ma4 posloupnost {a,} limitu oo, nalezneme pfirozené &islo ngy takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
je a, > K, coz je spor.

Pripady (b) a (c). Dikaz je obdobny. O

Znaceni. Ma-li posloupnost {a,, } nevlastni limitu, ozna¢ujeme hodnotu této limity opét symbolem
lim a,,. PiSeme tedy lim a,, = co nebo lima,, = —oo.

Poznamka. Pro kazdou posloupnost realnych ¢isel {a,, } nastava pravé jedna z nasledujicich moz-
nosti:

.. . ] vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,
. existuje S
lim a,, nevlastni, tj. je rovna co nebo —oo,

neexistuje.

Definice. Necht ¢ € R. Potom okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru B(c,¢)
g,c+e), kde e € R, € > 0. Okolim bodu oo rozumime kazdou mnoZinu tvaru B(oo,&) =
kde € € R, £ > 0. Okolim bodu —oo rozumime kazdou mnozinu tvaru B(—o0,¢) = (—o0, —
kde e € R, € > 0.

Lemma (q disjunktnich okolich). Necht A, A eR*, A+ A. Potom ezistuje £ € R,e > 0, takové,
Ze A ¢ B(Ae).

Diikaz. Rozlisime nésledujici pfipady.

Pripad A € R. Je-li také A € R, pak polozime & = %|f1 — A|. Potom zfejmé plati A ¢ B(/Nl, €).
Je-li A = oo nebo A = —oo, zvolime € € R, £ > 0, libovoln& a opé&t dostaneme A ¢ B(A, ).

Pripad A = 00. Je-li A € R, polozime & = ﬁ. Potom A < |A|+ 1= %, atedy A ¢ B(A,e).
Je-li A= —o0, zvolime € € R, € > 0, libovoln& a opét obdrzime A ¢ B(A,¢).

Pripad A = —c0. Tvrzeni lze dokézat obdobné jako pro A = . O

Véta 2.14 (limita a okoli). Necht {a,} je posloupnost redlngjch éisel a A € R*. Pak lima,, = A
prdvé tehdy, kdyz plati

(6) VeeR,e>03Ing e NVn e Nyn >ng: a, € B(A,e).

Diikaz. Piipad A € R. Potom je pro kazdé n € N a kazdé ¢ € R,e > 0, vyrok a, € B(A,¢)
ekvivalentni vyroku |a, — A| < . TakZe v tomto piipadé je formule (6) shodna a formuli (1).

Pripad A = oco. Pfedpokladejme nejprve, Ze lima, = A. Ov&iime (6). Zvolme € € R, € > 0.
PoloZzme K = % K nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, > K.
To podle definice okoli bodu co znamena, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, € B(oo, ). Odtud
plyne (6).

Nyni pfedpokladejme, Ze plati (6). Zvolme K € R. K nému nalezneme ¢ € R, £ > 0, nasledujicim
zpusobem. Je-li K < 0, zvolime ¢ € R, € > 0, libovolné. Je-li K > 0, polozime ¢ = % V obou



pripadech pak plati é > K. K tomuto € pak nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ny,
plati a,, € B(co,¢). Potom pro kazdé n € N, n > nyg, plati a,, > %, a tedy a, > K. Odtud plyne
lima, = A.

Pripad A = —o0. Ditkaz 1ze provést obdobné jako v pfedchozim piipadé. O

Poznamka. Véty o limité vybrané posloupnosti, o limité a absolutni hodnoté, o limité a uspofa-
dani a o dvou straznicich plati v nezménéné podobé i tehdy, pripustime-li nevlastni limity.

Véta 2.15 (nevlastni limita posloupnosti a jednostranna omezenost). Necht {a,} je posloupnost
redlngch cisel. JestliZe lim a,, = oo, potom je {a,} zdola omezend. Jestlize lim a,, = —o0, potom je
{an} shora omezend.

Diikaz. Dle definice nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a,, > 1. MnoZzina
{an;n € N;n < ng} je konetné, a tedy omezena. Necht M € R je n&ktera jeji dolni zavora. Potom

< M, jestlize n € N;1 < n < ng,
a
"7 1, jestlize n € N,n > no.

Polozme K = min{M, 1}. Pro vSechna n € N tedy mame a,, > K, takZe posloupnost {a,} je zdola
omezena. O

Vé&ta 2.16 (o andé&lovi). Necht {a,} a {c,} jsou posloupnosti redlngch éisel spliiujici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati a,, < ¢y,
(b) lima,, = cc.

Potom lim ¢,, = cc.
Diikaz. Zvolme K € R. K nému nalezneme n; € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati

a, > K. Polozme ny = max{ng, n;}. Potom pro kazdé n € N,n > no, pak plati ¢, > a,, a tedy
¢n > K. Odtud plyne, Ze lim ¢, = oco. O

Véta 2.17 (o déablovi). Necht {b,} a {c,} jsou posloupnosti redlnijch cisel splitujici:

(a) existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N, n > ng, plati ¢,, < by,
(b) limb,, = —co.

Potom lim¢,, = —o0.

Drikaz. Tvrzeni 1ze dokazat obdobné jako tvrzeni Véty 2.16. (]

Véta 2.18 (zména konefné mnoha ¢lenit posloupnosti). Necht {an} a {b,} jsou posloupnosti
redlngjch c¢isel, A € R* a lima,, = A. Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng,
plati a, = b,. Potom limb,, = A.

Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému nalezneme n; € N spliiujici
YneN, n>n;:a, € B(4,¢).
Polozme ny = max{ng,n; }. Potom pro kazdé n € N, n > ny, plati b, = a,, a tedy b, € B(A,e¢).

Odtud vyplyva, ze limb,, = A. O

Poznamka. 7 Véty 2.18 plyne, Ze zménime-li u dané posloupnosti koneéné mnoho ¢lend, pak se
konvergencni vlastnosti posloupnosti nezméni.

Vé&ta 2.19 (aritmetika limit). Necht {an} a {b,} jsou posloupnosti redlngjch cisel, A,B € R*,
lima, = A alimb, = B. Potom plati:

(a) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je vgraz na pravé strané definovdn,

(b) lim (ay, - by) = A - B, pokud je viraz na pravé strané definovdin,

(¢) je-li b, # 0 pro viechnan € N, pak lim ‘g—: = %, pokud je vijraz na pravé strané definovdn.



Diikaz. Tuto vétu lze dokézat obdobné jako Vétu 2.9. Uvedeme pouze dikaz tvrzeni (b), a to v
pripadé, kdy A € R,A < 0,a B = —o0.

Chceme tedy dokazat, Ze lim(a, - b,) = oo. Necht K € R. Polozme ¢ = —1A. Potom & > 0.
7 predpokladu lima, = A a z definice limity vyplyva existence takového n; € N, ze pro kazdé
n € N, n > ny, plati a, € (A—e,A+¢e) = (24,14). Podobné z predpokladu limb, = —oo
plyne existence takového ny € N, Ze pro kazdé n € N, n > nq, plati b, < min{0, %} Polozme
ng = max{ny, ny}. Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

1
Tim je dok4zano, Ze lim(a,, - b,) = co. O

Poznamka. Vime-li pouze, Ze lima,, = co a limb,, = —o0, pak odtud nemiizeme vyvodit Zadnou
informaci o existenci nebo hodnoté lim(a,, + b,). Necht napiiklad A € R, {a,} = {n} a {b,} =
{—n+ A}. Pak
lima, = oo, limb,=-0c0 a lim(a,+b,)=A.

Vyraz oo — oo nelze tedy definovat tak, aby platila véta o limité souc¢tu. Existence a piipadné
i hodnota lim(a,, + b,) zavisi na jemn&jsim chovani posloupnosti {a,} a {b,}. Pfedpoklad, Ze
vyrazy na pravych stranach jsou definovany, nelze tedy z vty o aritmetice limit (Véta 2.19)
vynechat.

Obdobné napiiklad pro posloupnost {a,} = {%} plati lima,, = 0, ale lim ai = lim(—1)"n
neexistuje ani nevlastni. ’
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Véta 2.20 (nevlastni limita podilu). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlnijch cisel, A € R*,
A >0, a plati:

e pro kazdé n € N plati b, # 0,

e lima, = A,

e limb, =0,

o cxistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0.

Potom lim §* = oc.
Diikaz. Posloupnost {‘g—} je dobfe definovana, nebot b,, # 0 pro kazdé n € N.
Pripad A € R, A > 0. Zvolme K € R. PoloZzme ¢ = %A. K nému nalezneme nq € N takové, ze
VneN, n>ny:ay, >A—5:A—%A:%A.

Polozme L = max{1, K'}. Nalezneme ns € N takové, ze

A
A N >no: b, < —.
neN, n>ng < 5L
Potom pro kazdé n € N, n > max{ng, ny,ns}, plati
an, 1 1 1 I

Tim jsme ovéfili, Ze lim 3= = oco.
Pripad A = co. Zvolme opét K € R a polozme L = max{1l, K'}. Nalezneme n1,ny € N takova,

ze

VneN, n>ny:a, >1,

1

Vn € N, nzngzbn<f.

Potom pro kazdé n € N, n > max{ng,n1,ns2}, plati
an

1
—>1-—>1-L=L>K
bn by -



a tedy lim ‘;—: = 0. O
2.3. Hlubsi véty o limité posloupnosti.

Poznamka. Necht {a,} je posloupnost redlnych &sel. Potom {a,} je neklesajici pravé tehdy,
kdyz plati
Ym,n € Nym <n: a,, < ay,.

Implikaci = lze dokadzat snadno matematickou indukci, opa¢na implikace je ziejma. Obdobna
tvrzeni plati i pro ostatni typy monotonie.

Véta 2.21 (limita monoténni posloupnosti). Necht {a,} je monoténni posloupnost redlngch éisel.
Potom ezistuje lima,,. Je-li {a,} neklesajici, pak lim a,, = sup{a,;n € N}. Je-li {a,} nerostouct,
pak lim a,, = inf{a,;n € N}.

Diikaz. Rozlisime nésledujici moznosti.

Posloupnost {an} je neklesajici a neni shora omezend. Potom sup{a,;n € N} = co. Zvolme
K € R. K nému nalezneme ng € N takové, ze a,, > K. Protoze {a,} je neklesajici, plati pro kazdé
n € N, n > ng, nerovnosti a, > an, > K. Odtud vyplyva, ze lima,, = oco.

Posloupnost {a,} je neklesajici a je shora omezend. Oznatme A = sup{a,;n € N}. Pak plati
A € R. Zvolme € € R, € > 0. Podle definice suprema nalezneme ng € N takové, ze a,, > A — €.
Protoze vsak {a, } je neklesajici, je A—e < an, < a, pro kazdé n € N, n > ng. Nerovnost a,, < A+e
plati dokonce pro kazdé n € N, nebot A je horni zavorou mnoZiny vSech ¢lentt posloupnosti {a,}.
Ke zvolenému ¢ jsme tedy nalezli ng € N takové, ze

VneNn>ng: A—e<a, <A+e.

To podle definice limity znamena, zZe lima,, = A.

Posloupnost {a,} je nerostouci. V tomto pifipadé lze tvrzeni dokazat obdobng. MizZeme ale
také postupovat nasledujicim zpisobem. Snadno nahlédneme, Ze posloupnost {—a,,} je neklesajici.
Podle jiz dokézané ¢asti véty je tedy lim(—a,) = sup{—a,;n € N}. Podle Véty 1.6 odtud plyne,
ze lim(—ay,) = — inf{a,;n € N}. Kone¢né podle véty o limité soucinu (Véta 2.19(b)) dostavame

lima,, = lim(-1)(—a,) = —lim(—a,) = inf{a,;n € N}.
O

Véta 2.22 (vztah monotonie a konvergence). Necht posloupnost {a,} je neklesajici shora omezend
nebo nerostouct zdola omezend. Potom je {a,} konvergentni.

Diikaz. Necht {a,} je neklesajici shora omezena posloupnost. Z Véty 2.21 vyplyva, ze lima,, =
sup{an;n € N}. Z omezenosti posloupnosti shora dale plyne, Ze sup{a,;n € N} € R. Posloupnost
{an} je tedy konvergentni.

Je-1li posloupnost {a,} nerostouci a zdola omezena, pak lze dikaz provést obdobné. O

Poznamka. Véta 2.21 umoziuje ovéfit existenci limity posloupnosti, aniz by bylo nutné ji ex-
plicitné vypocitat. V nékterych piipadech je ale informace o existenci limity nezbytnou soucasti
jejiho vypoctu. Tento jev ilustruje nésledujici priklad.

Piiklad. Necht ¢ € R, ¢ > 0. Spo¢téte limitu posloupnosti {a,}, ktera je zadana rekurentné:
ay = +/c a pro kazdé n € N plati a,+1 = va, + c.

ReSeni. Posloupnost {an} je dobfe definovand. Clen a; je dobfe definovan a je kladny. Predpokladame-

li, ze ¢len a,, je definovan a je kladny, pak je definovan i ¢len a1 a je kladny. Podle principu
matematické indukee je tedy posloupnost {a,} dobfe definovana a jeji ¢leny jsou nezaporné.

Posloupnost {a,} je rostouci. Matematickou indukei dokdZeme, Ze pro kazdé n € N plati a,, <
an+1, odkud vyplyne dokazovana vlastnost. Zfejmé plati a; < as. Pfedpokladejme, ze pro n € N
plati a,, < a,41. Potom mame

pt1 =Va, +c< \/Cln+1 +C=apyo.

Odtud plyne tvrzeni.



Posloupnost {a,} je shora omezend. Matematickou indukei dokézeme, Ze pro kazdé n € N plati
an < /c+1. Ziejmé plati nerovnost a; < 1/c+ 1. Pfedpokladejme, ze pro n € N plati a,, < \/c+1.
Potom

any1 = Van +c< \/ﬁ+1+c<\/c+2\/6+1:\/(ﬁ+1)2:\/5+1.

Z principu matematické indukce tedy plyne, Ze pro kazdé n € N je a,, < v/c+1, takZe {a,} je shora
omezena. Ovérili jsme, Ze posloupnost {a,} splituje pfedpoklady Véty 2.22. Posloupnost {a,} ma
tedy vlastni limitu. Oznac¢me ji symbolem A.

Vijpocet limity. Z rekurentni definice posloupnosti plyne, Ze pro kazdé n € N plati a2 11 = ap+c
Z véty o limité vybrané posloupnosti (Véta 2.8) odvodime, Ze také lima,+1 = A, a z vty o
aritmetice limit (Véta 2.19) dostaneme vztahy lima?,; = A? a lim(a, +¢) = A+c. Cislo A tedy
spliiuje kvadratickou rovnici A2 = A + ¢. Vypoétem zjistime, 7e A je rovno bud %(1 +V1+ 40)
nebo (1 —+/1+4c). Pro kazdé n € N plati a,, > 0. Dle Véty 2.11(b) pro B=0a b, =0,n € N,
plati A > 0. Tedy neplati A = %(1 —+/1+4c), protoZe vyraz na pravé strané je zaporné &islo.
Odtud vyplyva, ze lima, = %(1 +v1+ 4c).
Poznamka. Dtlezitou soucésti feSeni predchazejiciho piikladu bylo ovéreni existence limity po-

sloupnosti {a, }. Bez tohoto kroku by bylo FeSeni netplné. Uvazujme posloupnost {a,,} definovanou
rekurentné predpisem

a; =-1, apy1 =-a,, neN

Za pfedpokladu, Ze lima, existuje a je rovna prvku A € R*, bychom podobné jako v FeSeni
prikladu odvodili, ze A = —A, a tedy A = 0. Limita posloupnosti {a,} ale neni rovna 0, nebot
an = (—1)" pro kazdé n € N, jak lze snadno ovéfit.

Priklad. Pro n € N definujme

Dokazte, ze plati:

e {a,} je omezena a rostouci,
e {b,} je omezena a klesajici,
e lima, =limb, € R.

Reseni. Posloupnost {an} je rostouci. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti plyne, ze

1 " — 1
11— —— > 1 1— .
( (n+1)2> e PR I

Odtud dostaneme

(7)ot

Tedy

=

Pro kazdé n € N tudiz plati

n+1 n< n+2 el
ap = = Gn+1,
n n+1 +

takZe posloupnost {a,} je rostouci.
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Posloupnost {b,} je klesajici. Necht n € N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti plyne odhad

1 n+2 1
I I >14 —.
<+n<n+2>> T

Nerovnost lze prepsat ve tvaru

e

Y

a tedy

n n+1 2 n+2 nt2
> )
n+1 n n+1

, n+1 n+1> 7’L+2 n+2_b
n — n ’/l+1 — Un+1-

Odtud vyplyva, ze posloupnost {b,} je klesajici.
Omezenost posloupnosti. Z monotonie posloupnosti {a,} a {b,} a jejich definice dostaneme, ze
pro kazdé n € N plati

jinymi slovy,

2=a1 <a, <b, <b=4.
Odtud plyne omezenost obou posloupnosti.

Existence spolecné vlastni limity. Z Véty 2.22 plyne, Ze existuji vlastni limity lima, = A a
limb,, = B. Podle véty o limité a usporadani (Véta 2.11) plati A, B € [2,4]. Podle véty o limité
podilu (Véta 2.19(c)) tedy dale plati

o b B
n1—>H;o an A

Podle definice posloupnosti {a,} a {b,} méame

bn, . 1
lim — = lim <1+> =1.
n—00 Q, n—o00 n

Tedy A = B. Tim je tvrzeni dokézano.

1 n
e = lim (1 + ) .
n—o00 n

Z vyse uvedeného piikladu vyplyva, Ze ¢islo e je dobfe definovano. Nazyvame jej Eulerovym
éislem.

Definice. Ozna¢me

Véta 2.23 (Bolzano-Weierstrass). Necht {a,} je omezend posloupnost redlnijch cisel. Potom
ezistuje vybrand posloupnost {a,, }32,, kterd je konvergentni.
Diikaz. Zkonstruujeme pomocné posloupnosti {ay} a {8k} takové, ze a; < 81 a pro kazdé k € N
plati:

(a) [ht1, Bret1] = [k, 3 (ar + Bi)], nebo [air1, Bres1] = [5 (o + Br), Bil »

(b) mnozina {j € N;a; € [ag, Bx]} je nekonecna.

Konstrukce pomocnych posloupnosti. Posloupnost {a,} je omezena, a proto existuji ag, 81 € R
takova, Ze pro kazdé n € N plati aq < a,, < f1. Potom plati {j € N;a; € [a1,51]} = N, coz je
nekonecna mnozina.

Piedpokladejme, Ze pro k € N mame jiz zvolena &isla oy a () a plati (b). Je-li mnozina

L={jeN;a; € [a, 5+ )]}
nekone¢na, pak polozime ay41 = ay a g1 = %(ak + k). Je-li mnozina L kone¢n4, pak je mnoZzina

P={jeNa; € [3(an+Br), B}



nekone¢na. Podle (b) je totiz mnoZina
LUP={jeNa; € [ar. ]}

nekonecna. V tomto p¥ipadé polozime aj41 = %(ak + Bi) a Brr1 = Br. Uvedeny postup zarucuje
splnéni podminek (a) a (b) i pro k + 1. Tim je konstrukce provedena.

Limita pomocnich posloupnosti. Podle (a) je {ax} neklesajici a {8x} nerostouci. Navic opét
podle (a) pro kazdé k € N plati B, — o = 2% D(B; — ;) a také oy < ap, < B < Bi.
Posloupnosti {ax} a {8k} jsou tedy omezené. Tudiz existuji vlastni limity lim oy, a lim By, které
po fadé oznacime « a . Z véty o aritmetice limit plyne, Ze lim(8x — o) = 5 — «. Plati také

lm (B — o) = lim % =0,
takze o = .

Konstrukce vybrané posloupnosti. Polozme n; = 1 a predpokladejme, Ze pro néjaké k € N
méame zvolena pfirozena &isla n; < ng < --- < ny takova, Ze pro vSechna j € N, j < k, plati
an, € [y, B;]. Podle vySe uvedené¢ konstrukce je mnozina {n € N;a, € [p41, Br+1]} nekonecna.
Tudiz také mnozina {n € N;n > ny, a, € [ag+1,Br+1]} je nekonecnd. Tedy existuje nyy1 € N
takové, Ze ngy1 > ng a ap,,, € [ry1, Bry1]. Potom pro kazdé k € N plati ap < a,, < Bi. Dle
véty o dvou straznicich tedy plati limg_,o an, = «. ProtoZze a € R, nalezli jsme konvergentni
podposloupnost posloupnosti {ay, }. O

Poznamka. Necht {a,} je shora omezen4 posloupnost. PoloZime-li b,, = sup{ax;k € N, k > n},
n € N, pak je {b, } nerostouci posloupnost. Podle véty o limité monotonni posloupnosti (Véta 2.21)
tedy existuje lim b,,. Necht je posloupnost {a,, } zdola omezené. Polozime-li ¢,, = inf{ax;k € N, k >
n}, n € N, pak je {c,} neklesajici posloupnost, a tedy lim ¢, opét existuje. Tyto tivahy ukazuji, Ze
néasledujici definice je korektni, nebot v ni uvedené limity existuji.

Definice. Necht {a,} je posloupnost. Pak definujeme

. lim sup{ax;k €N, k>n}, jeli{a,} shora omezen,
limsup a,, = { n—°
n—oo 00, neni-li {a,} shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a,, }. Obdobné definujeme limes inferior
posloupnosti {a,} predpisem
{ lim inf{ay;k € N, k >n}, jeli {a,} zdola omezena,

liminf a,, = { n—=o°

n—00 —00, neni-li {a,} zdola omezena.

Pokud nemtize dojit k nedorozuméni, budeme misto symbolad lim sup,, , . an a liminf, _, a, psat
pouze limsup a,, a liminf a,,.

Poznamka. V literatuie se ¢asto vyskytuji symboly lim a, a lim a, oznatujici limsupa, a
liminf a,, zde je ale nebudeme pouzivat.

Poznamky. Necht {a,} je posloupnost realnych &sel. Na rozdil od limity posloupnosti, ktera ne-
musi existovat, hodnoty lim sup a,, a liminf a,, existuji vzdy a spliuji lim sup a,, € R*, liminf a,, €
R*. Z definice limes inferior a limes superior plyne, Ze liminf a,, < limsup a,,. Hodnoty lim sup a,,
a lim inf a,, se nemusi rovnat, jak ukazuje néasledujici priklad.

Pfiklad. Dokazte, Ze limsup(—1)" =1 a liminf(—1)" = —1.

Reseni. Posloupnost {(—1)"} je omezena, nebot pro kazdé n € N plati
vyplyva, ze

(-1)"| = 1. Odtud

limsup(—1)" = lim sup{(—1)*; k€N, k > n}.
n—oo
Pro libovolné n € N existuje sudé &islo k > n. To znamena, Ze
sup{(—-1)*; keN, k>n} =1,
a tedy
limsup(—=1)" = lim 1=1.

n—o0



Obdobné lze dokazat, ze liminf(—1)" = —1.

Véta 2.24 (o vztahu limity, limes superior a limes inferior). Necht {a,} je posloupnost a A € R*.
Potom lima,, = A prdvé tehdy, kdyz limsup a,, = liminf a,, = A.

Diikaz. =  Rozlisime nasledujici piipady.

Pripad A € R. Posloupnost {a,} je konvergentni, a tedy podle Véty 2.7 omezena. UvaZzujme
posloupnosti {b,} a {c,} definované ve vySe uvedené poznamce. Zvolme € € R, ¢ > 0. K nému
nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati |a, — A| < €. ProtoZe pro kazdé
n € N, n > ng, plati a,, > A — ¢, z definice infima dostdvame nerovnost c,, > A — ¢. Podobné lze
odvodit nerovnost b,, < A + ¢. Pak pro kazdé n € N, n > ng, plati

A—e<cpy <cp <bp <bpy <A+e.
Podle véty o limité a usporfadani (Véta 2.11(b)) dostavame
A — ¢ <liminfa, <limsupa, < A+e.

Vzhledem k tomu, Ze € bylo zvoleno libovolné, plati podle Véty 2.1 limsup a,, = liminf a,, = A.
Pripad A = oo. Pak {a,} neni shora omezen, ale je omezen4 zdola (Véta 2.15). Tedy podle
definice dostavame lim sup a,, = oo a liminf a,, = lim¢,,. Necht K € R. K nému nalezneme ng € N
takové, ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati a,, > K, a tedy také ¢, > K. Odtud plyne lim ¢, = oo,
a tudiz lim inf a,, = oo.
Pripad A = —oo. Postupujeme obdobné jako v predchazejicim piipadé.
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Pripad A € R. Potom je podle definice limes superior a limes inferior posloupnost {a,, } omezena.
Necht posloupnosti {b,} a {c,} jsou definovany stejné jako vyse. Potom pro kazdé n € N plati
cn < an < by,. Navic z pfedpokladu vyplyva, Ze lim ¢,, = lim b,, = A. Pomoci véty o dvou straznicich
(Véta 2.12) tedy dostavame lima,, = A.

Pripad A = co. Potom je podle Véty 2.15 posloupnost {a,} zdola omezen4, takZe je mozné
definovat posloupnost {c,} jako vyse. Je zfejmé, ze pro kazdé n € N plati ¢, < a,. Z definice
limes inferior navic vime, Ze lim inf a,, = lim ¢,,, a tedy podle predpokladu plati lim ¢,, = co. Podle
Véty 2.16 tedy plati lima,, = co.

Pripad A = —oo. Tvrzeni lze dokazat obdobné jako v pfipadé A = oo, pri¢emZ misto Véty 2.16
je tfeba pouzit Vétu 2.17. O

Poznamky. Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel.
(a) Plati
liminf a,, + liminf b,, < liminf(a,, + b,),
pokud je vyraz na levé strané definovan, a
lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup by,
pokud je vyraz na pravé strané definovan. Pro posloupnosti a, = {0,1,2,1,0,1,2,1,...}
ab, =1{2,1,1,0,2,1,1,0,...} plati
liminf a,, 4+ liminf b,, < liminf(a, + b,) < liminf a,, + limsup b,
< limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.
(b) Predpokladejme, Ze existuje ng € N takové, Zze pro kazdé n € N, n > nyg, plati a,, < by,.
Pak
limsupa, <limsupb, a liminfa, <liminfb,.

Definice. Necht {a,} je posloupnost. Rekneme, %¢ A € R* je hromadna hodnota posloup-
nosti {a,}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,, }3?2, z posloupnosti {a,} takova, ze plati
limg 00 an,, = A. Mnozinu v8ech hromadnych hodnot posloupnosti {a,, } zna¢ime H ({an}).



Poznamky. (a) Necht {a,} je posloupnost, A € R* a lima, = A. Potom je limita kazdé
podposloupnosti rovna A, a proto H({a,}) = {A4}.
(b) Necht {a,} je posloupnost a {a,, }32, je jeji podposloupnost. Potom plati H ({a,, }72,) C
H({an}).

(¢) Necht {a,} je posloupnost a m € N. Potom

H({aner}zO:l) = H<{an})
(d) Necht a,b € R, {a,} je posloupnost takova, ze pro kazdé n € N plati a < a,, < b, a
A € H({a,}). Potom A € [a,b].
(e) Plati H({(-1)"}) = {-1,1}.
(f) Necht @ € R\ Q. Potom pro posloupnost definovanou predpisem {a,} = {na — [na]},
n €N, plati H({a,}) = [0,1]. (P¥ipometime, Ze [z] zna&i celou &ast ¢isla = € R.)
(g) Plati H({sinn}) = [-1,1].

Vé&ta 2.25 (limes superior, limes inferior a hromadné hodnoty). Necht {a,} je posloupnost re-
dlngjch ¢isel. Potom limsup an, liminf a, € H ({a,}) a pro kazdé y € H({a,}) plati liminf a,, <
y < limsup a,.

Diikaz. Ozna¢me limsup a,, = A. Rozlisime nékolik pf¥ipadi.

Pripad A € R. Pak {a,} je shora omezena. Polozme b, = sup{ay;k € N, k > n}. Pak je
posloupnost {b,} nerostouci a limb,, = A. Nalezneme m; € N takové, ze b,,, — A < 1. Diky
definici b,,, nalezneme ny € N, n; > my, spliwjici b,,, — a,, < 1. Pak plati

|[A = an,| <|A=Dbpy| + by —an, | <1+1=2.

Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N jiz mame uréeno ng. Diky tomu, Ze limb, = A a {b,} je
nerostouci, nalezneme my4+1 € N, mi41 > nyg, takové, ze b — A < /2. Diky definici b

MEk41 k+1° ME+t+1
nalezneme ng41 € N, ngy1 > myy1, takove, ze by, — an,,, < %_H Potom pro kazdé k € N plati
ng < Mp+1 < ngt1, takZe posloupnost {ny} je rostouci, a navic pro kazdé k € N plati

1 1 2
|ank — Al < |ank _bmk‘+|bmk — A =bm, — apy +bm, — A< %—’_E = .

Odtud vyplyvé, ze lima,, = A, a tedy A € H({a,}).

Pripad A = oo. Potom neni {a,} shora omezena. Existuje tedy ny € N takoveé, ze a,, > 1.
Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N jsme jiz uréili pfirozené &islo ng. Mnozina {a;;j € N, j > ng}
nenf shora omezend. MiZeme tedy nalézt ngi1 € N, ng1 > ng, takoveé, Ze an,,, > k + 1. Podle
Véty 2.16 plati limg_, o a,, = oo, takze co € H({an})

Pripad A = —oo. Potom liminfa, < limsupa, = —oo, tedy liminfa, = —oo. To podle
Vé&ty 2.24 znamena, Ze lima,, = —oo. Tedy A € H({an})

Dokazali jsme, ze limsup a,, € H({a,}). Obdobné lze dokézat, ze liminf a, € H ({an}).

Diikaz nerovnosti. Predpokladejme, Zze y € H({an}). Je-li limsupa, = oo, pak zfejmé plati
y < limsup a,. Je-li limsupa, < oo, pak je posloupnost {a,} shora omezena a pro kazdé n € N
plati a,, < by, kde b, = sup{ax;k € N, k > n}. Necht {n;} je rostouci posloupnost pfirozenych
¢isel spliwujici limy o0 apn, = y. Potom pro kazdé k € N plati a,, < b,,, a tedy y < limsup a,.
Obdobné 1ze dokazat, ze y > liminf a,,. Tim je dikaz véty proveden. O

Diusledek. Necht {a,} je posloupnost. Potom je H({an}) neprdzdnd.
Diikaz. Podle Véty 2.25 obsahuje mnozina H ({an}) prvek limsup a,,, a je tedy nepréazdné. O

Definice. Rekneme, 7e posloupnost realnych &isel {a,} spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu pod-
minku, jestlize

Ve e Rye >0 3Ing e NVm,n € Nyn > ng,m > ng: |a, — am| < e.
Poznamka. Posloupnost realnych &isel {a,, } spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku pravé tehdy,
kdyz
JKeRK>0VeeR,e>03ng e NVm,n € Nyn>ng,m >ng: |la, — an| < Ke.



Véta 2.26 (Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnosti). Posloupnost {a,} md vlastni
limitu prdvé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

konec 14. pfednasky (20.11.2024)

Dikaz. =  Oznatme lima, = A € R. Zvolme ¢ € R, £ > 0. Podle definice limity nalezneme
ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati |a, — 4] < %5. Potom pro kazdé m,n € N,
m > ng, n > ng, plati

1 1
|an—am|§|an—A|+|A—am|<§€+§s:6.

Posloupnost {a,} tedy splituje Bolzanovu—Cauchyovu podminku.

< Zvolme ¢ € R, € > 0. K nému nalezneme ng € N takové, Ze pro kazdé m,n € N, m > ng,
n > ng, plati |a, — an,| < €. Potom pro m = ngy dostavame pro kazdé n € N, n > ng, nerovnosti
Uy —€ < Gy, < Apy +¢. Mnozina {a;;j € N, j > ng} je tedy omezend. Mnozina {a;;j € N, j < ng}
je kone¢na, a proto je také omezena. Odtud plyne, Ze {a,} je omezend, takZze miizeme definovat
posloupnosti b, = sup{ar;k € N, k > n}, n € Na ¢, = inf{ar; k € N, k > n}. Z definice téchto
posloupnosti vyplyvaji pro kazdé m € N, m > ng, odhady

Ony — € <, < by, < ayy + €,
a tedy také
ap, — € <liminfa, <limsupa, < a,, +e¢.
Odtud dostéavame liminfa, € R, limsupa, € R a
0 <limsupa, — liminf a,, < 2¢,

a tedy, protoZze e bylo zvoleno libovolné, liminf a,, = limsup a,, € R. Oznac¢ime-li A = liminf a,,,
pak podle Véty 2.24 plati lima,, = A € R, coz jsme méli dokazat. (]

Priklad. Ozna¢me a,, = > ;_, + pro n € N. DokaZte, Ze posloupnost {a,} diverguje.

ResSeni. Polozme ¢ = % a zvolme ng € N. Potom
21 1 1
|a2’nn_a’ng|: Z E Zﬁnozizﬁ
k=no+1 0

Posloupnost {a,} tedy nespliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, takze podle Véty 2.26 diver-
guje.

3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE
3.1. Limita a spojitost funkce v bodé.

Definice. Realnou funkci jedné realné proménné f (dale jen funkci) rozumime zobrazeni
zRdo R, tj. f: M - R, kde M C R.

Definice. Necht ¢ € R. Potom prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdou mnozinu tvaru
(c—e,c+¢)\{c}, kde ¢ € R, e > 0, a kterou znaéime P(c,¢).

Prstencovym okolim bodu co rozumime kazdou mnoZzinu tvaru (%, x0), kde e € Rje > 0, a
kterou zna¢ime P(oo,¢€).

Prstencovym okolim bodu —oo rozumime kazdou mnozinu tvaru B(—oo,e) = (—o0,—1),
kde € € R,e > 0, a kterou zna¢ime P(—o0,¢€).

Definice. Rekneme, ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 €R,§>0Ve € P(c,d): f(x) € B(A,e).



Poznamky. (a) Necht ¢ € R* ae; € R,eq € R, 0 < g1 < &9. Potom plati B(c,e1) C B(c,e2).
Podobné je tomu, nahradime-li okoli prstencovym okolim. V&imnéme si, ze v pifipadé bodu oo je
okoli a prstencové okoli t4Z mnozina. Stejné je tomu s okolim a prstencovym okolim bodu —oc.
(b) Pokud c1,co € R*, ¢1 # ¢2, potom existuje € € R, € > 0, takové, Ze B(cy,e) N Blca,e) = 0.
(c) Pokud c1,c0 € R*, ¢1 < o, € € R, € > 0, spliwuji B(c1,e) N B(cz,e) = 0, potom pro kazdé
x € B(cy,¢), y € Bleg,e) plati x < y.

Véta 3.1 (jednoznac¢nost limity). Funkce md v bodé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze Aj, Ay € R*, A; # Ao, jsou limity funkce f v bodé ¢ € R*.
Nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze B(A1,e) N B(Az2,e) = 0. Podle definice limity k tomuto e
nalezneme 0; € R, §; > 0, takové, Ze

Va € P(c,01): f(z) € B(A1,¢€),
a dy € R, 65 > 0, takové, ze
Va € P(c,02): f(x) € B(Asz,¢€).
Polozme d3 = min{dy, d2}. Zvolme = € P(c, d3). Potom
f(z) € B(A1,e1) N B(Az,e2) =0,
COZ je spor. O
Znaceni. Ma-li funkce f v bodé ¢ € R* limitu A € R*, pak piSeme lim,_,. f(z) = A.

Poznamky. (a) Jestlize lim,_,. f(x) existuje, pak je f definovana na jistém prstencovém okoli
bodu ¢. V bodé ¢ funkce f nemusi byt vibec definovana.
(b) Necht lim,_,. f(z) = A, kde c € R*, A € R*. Pak muZeme rozlisit tyto pfipady:
A € R (limita je vlastni),
ve vlastnim bodé, tj. c€ R a { A = co (limita je rovna plus nekoneénu),
o L. A = —oo (limita je rovna minus nekoneénu),
pocitame limitu
A € R (limita je vlastni),

v nevlastnim bodé, tj. ¢ = £oo a ¢ A = oo (limita je rovna plus nekoneé&nu),

A = —oo (limita je rovna minus nekoneénu).

Definice. Necht ¢ € R.

e Pravym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval [c,c + €), kde € > 0, a ktery znaéime
B+ (C, 5)7

e levym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (¢ — ¢,¢|, kde € > 0, a ktery znaime
B_(c,¢),

e pravym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (c,c + ¢), kde € > 0, a
ktery zna¢ime P, (c,¢),

e levym prstencovym okolim bodu ¢ rozumime kazdy interval (¢ — €,¢), kde € > 0, a
ktery znacime P_(c,¢).

Pokracujme s definici pro nevlastni hodnoty.

e Pravym okolim bodu —oo rozumime kazdy interval (—oo,—%), kde ¢ > 0, a ktery
znatime By (—o00,¢),

e levym okolim bodu co rozumime kazdy interval (%,oo), kde € > 0, a ktery znacime
B_(00,¢),

e pravym prstencovym okolim bodu —co rozumime kazdy interval (—oo, —1), kde e > 0,
a ktery znaéime P (—o0,¢),

e levym prstencovym okolim bodu co rozumime kazdy interval (é,oo), kde e > 0, a
ktery znac¢ime P_ (oo, ¢€).

Definice. Necht A € R*, ¢ € RU {—o00}. Rekneme, e funkce f ma v bodé ¢ limitu zprava
rovnou A, jestlize
VeeR,e>030 €R, 0 >0Ve € Pi(c,d): f(z) € B(A,e).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bods ¢ € R U {o0}.
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Poznamka. Obdobné jako ve Vété 3.1 lze dokézat, ze funkce f ma v daném bodé ¢ nejvyse jednu
limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleva. Pro limitu zleva funkce f v bodé ¢ uZivame symbol
lim,,._ f(x) a pro limitu zprava symbol lim, .. f(z).

Véta 3.2 (limita a jednostranné limity). Necht f je funkce a ¢ € R. Limita funkce f v bodé ¢
existuje prave tehdy, kdyZ mda f v bodé ¢ limitu zprava i zleva a hodnoty téchto jednostrannych
limit se rovnayt.

Navic pokud lim,_,. f(x) existuje, pak

lim f(z) = lim f(x) = lim f(z).

$—>C+

Dikaz. =  Piedpokladejme, Ze lim,_,. f(z) = A, kde A € R*. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0. Podle
definice limity nalezneme § € R, § > 0, takové, Ze plati

Vz € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Potom ale mame také

Vo € Pi(c,0): f(z) € B(A,¢),
nebot Py (¢,d) C P(c,6). Tim jsme dokazali, Ze platilim,_,., f(z) = A. Rovnost lim,_,._ f(z) = A
lze dokazat obdobné.

< Piedpokladejme, ze lim, ., f(x) = lim,,._ f(z) = A, kde A € R*. Zvolme ¢ € R, € > 0.

Podle definice limity zprava nalezneme §; € R, d; > 0, takové, Ze plati

Vx € Py(c,61): f(x) € B(A,e).
Dale podle definice limity zleva nalezneme 65 € R, do > 0, takové, Ze plati

Vo € P_(c,62): f(z) € B(A,¢).
Polozme ¢ = min{dy, d2}. Potom P(c,d) C P_(c, 1)U Py (c,d2), takze pro kazdé « € P(c,d) mame
f(z) € B(A,¢). Dokazali jsme tak, ze plati lim,_,. f(z) = A. Odtud plyne tvrzeni. O
Definice. Necht ¢ € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ spojita, jestlize lim,_,. f(z) = f(o).

Rekneme, ze funkce f je v bodé c spojita zprava (respektive zleva), jestlize lim,_,., f(z) = f(c)
(respektive lim, . f(z) = f(c)).

Definice. (a) Definujme funkei sign: R — R pFedpisem
1, jestlize x > 0,
sign(z) = ¢ 0, jestlize z = 0,
—1, jestlize x < 0.
(b) Funkci D, definovanou predpisem
D(x) = 1 ‘?estl%ie z € Q,
0 jestlize z € R\ Q,
nazyvame Dirichletovou funkci.
(¢) Funkci R, definovanou predpisem
jestlize x € Q, z = %, p € Z\ {0}, g € N, p,q nesoudélna,
jestlize z € R\ Q,
jestlize x = 0,

R(z) =

— O Q-

nazyvame Riemannovou funkci.

Poznamky. (a) Plati lim,_,o, sign(z) = 1, lim,_,o_ sign(z) = —1 a lim,_,o sign(z) neexis-
tuje. Funkce sign je spojitad v kazdém bodé x € R\ {0}.
(b) Dirichletova funkce nema4 limitu v Zadném bodé (ani jednostrannou), a tedy nenf v zadném
bodé spojita.



(¢) Riemannova funkce splije lim,_,. R(z) = 0 pro kazdé ¢ € R, a tedy je spojita v kazdém
bodé c e R\ Q.

(d) Polozme f(x) = x - D(z) pro z € R. Potom existuje pravé jedno ¢ € R takové, ze f je
spojita v ¢, a to ¢ = 0.

3.2. Véty o limitach.

Véta 3.3 (limita sloZené funkce). Necht ¢,D,A € R*, f g jsou funkce, lim,,.g(x) = D a
lim,_,p f(y) = A. Predpoklddejme, Ze je splnéna alespoti jedna z podminek

(P) existuje n € R, n > 0, takové, Ze pro kazdé x € P(c,n) plati g(x) # D,

(S) f je spojitd v D.
Potom

lim (f o g)(x) = A.

r—cC

Diikaz. Zvolme € € R, ¢ > 0. Nalezneme ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze

(7) Vy € P(D,y): f(y) € B(A,e).
Nalezneme ¢’ € R, &’ > 0, takové, Ze
(8) Vz € P(c,d): g(z) € B(D,).

Piedpokladejme, Ze plati (P). Polozme § = min{é’,n}. Potom pro kazdé = € P(c,d) plati
g(x) € B(D, )\ {D}, neboli
Vo € P(c,0): g(xz) € P(D,v).
Odtud a z (7) dostaneme
Va € P(c,6): f(g(z)) € B(A,e),
tedy lim,.(f o g)(z) = A.
Piedpokladejme, Ze plati (S). Potom f(D) = A, a tedy
Vy € B(D,v): f(y) € B(A,e).
Odtud a z (8) dostaneme
Vaz € P(c,8): f(g(x)) € B(4,¢),
tedy lim,.(f o g)(z) = A. O
Poznamky. (a) Neni-li splnéna podminka (P) ani (S), pak zavér véty nemusi platit. PoloZme
f(z) = |sign(x)| a g(x) =0 proz € R,adalec=0, D =0a A= 1. Potom lim,_,. g(z) =
0=D alim,p f(y) =1= A, aviak lim,_,.(f o g)(z) = 0 # A.
(b) Je-li bod D nevlastni, pak je podminka (P) automaticky splnéna.
Dausledek (spojitost slozené funkce). JestliZe funkce g je spojitd v bodé ¢ € R a funkce f je spojitd
v bodé g(c), pak je funkce f o g spojitd v bod€ c.
Véta 3.4 (Heine). Necht ¢, A € R* a funkce f je definovina na prstencovém okoli bodu c. Potom
lim, . f(z) = A pravé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {x,} splitujici {x,;n € N} C D(f),
9) lim z, =¢c a VYneN:z, #c

n— oo

plati lim, o f(x,) = A.

Dikaz. =  Zvolme posloupnost {x,} spliwjici spliwjici {z,,;n € N} C D(f) a (9). Zvolme ¢ € R,
€ > 0. Nalezeneme 0 € R, § > 0, takové, ze

Vz € P(c,0): f(z) € B(4,¢).
Dale nalezneme ng € N takové, Ze

Vn e N,n > ng: x, € B(c, ).
Protoze x,, # ¢ pro v8echna n € N, plyne odtud

Yn e N,n>ng: x, € P(c,9).



Tedy
VneN,n>ng: f(xn) € B(4,¢),
jinymi slovy lim, s f(z,) = A.
<  Provedeme nepiimy diikaz. Pfedpokladejme, Ze neplati lim, . f(z) = A. Tedy
JeeR,e>0V6€R,6>03z € Pc,6): ~(f(z) € B(A,e)).

Pro kazdé n € N tak existuje z,, € P(c, 1) takové, Ze =(f(z,) € B(A,¢)). Potom limz,, = c a pro
kazdé n € N plati z,, # c¢. Navic ﬁ(f(acn) € B(A,s)), takze neplati lim f(z,) = A. Nalezli jsme
tedy posloupnost {x,} splimjici {z,;n € N} C D(f) a (9), pro kterou neplati lim,,_, o f(z,) = A.
Odtud plyne tvrzeni. O

konec 16. pfednasky (27.11.2024)

Disledek (Heineova véta pro spojitost). Necht ¢ € R a funkce f je definovdna na néjakém
okoli bodu c. Potom je f spojitd v ¢ prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x,} spliiugici
{zn;n € N} C D(f) alimy, oo oy = ¢ plati lim, o f(zn) = f(c).

Véta 3.5 (aritmetika limit funkci). Necht ¢ € R*, A € R* a B € R*. Necht f a g jsou funkce a
plati lim, . f(x) = A a lim,_,. g(x) = B. Potom

(a) lim,—.(f(z) + g(x)) = A+ B, pokud je vjraz na pravé strané definovdn,
(b) limg.(f(z)g(x)) = AB, pokud je vijraz na pravé strané definovain,

(¢) limg,,. ggg = %, pokud je vijraz na pravé strané definovdn.

Dausledek (spojitost a aritmetické operace). Necht ¢ € R a necht jsou funkce f a g spojité v bodé
c. Potom jsou funkce f+ g a fg spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, pak také funkce 5 je spojitd
v bodé€ c.

Véta 3.6 (o srovnani). Necht c € R* a f, g, h jsou funkce.
(a) Jestlize
lim f(z) > lim g(),
potom existuje § > 0 takové, Ze plati
Vo € P(c,0): f(x) > g(z).
(b) Jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze plati
Vo € P(e,8): f(z) < g(a),
a existugi lim, . f(x) a lim,_,. g(x), potom plati
lim f(z) < lim g(z).
(¢) (o dvou strdznicich) Jestlize existuje n > 0 takové, Ze plati
Vz € P(e,n): f(z) < h(z) < g(z),

a navic

r—c

lim f(z) = lim g(z) = A € R",
xr—c
potom existuje lim,_,. h(x) a rovnd se A.

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e f je

e shora omezena na M, jestlize 3K € RVz € M: f(z)
e zdola omezena na M, jestlize IK €e RVz € M: f(x)
e omezena na M, jestlize IK e RVax € M: |f(z)| < K.

Véta 3.7 (vlastni limita funkce a omezenost). Necht ¢ € R*, f je funkce a existuje vlastni
lim, . f(x). Potom existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze f je na P(c,d) omezend.



Diikaz. Oznatme A = lim,_,. f(z). Podle pfedpokladu je A € R. Nalezneme § € R, § > 0, takové,
ze
Va € P(c,0): f(x) € B(A,1).
Potom
Va € P(c,0): [f(z)| < |A|+1,
a tedy je f na P(c,d) omezena. O

Véta 3.8 (nevlastni limita podilu pro funkce). Necht A,c € R*, A > 0, f,g jsou funkce,
limg . g(x) =0 alim,_,. f(x) = A. Jestlize existuje 6 € R, § > 0, takové, Ze Va € P(c,d): g(x) >

0, potom lim,_,. % = 00.

Definice. Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze f je

e neklesajici na M, jestlize pro kazda xz,y € M, x < y, plati f(z) < f(y),
rostouci na M jestlize pro kazda x,y € M, z <y, plati f(z) < f(y),
nerostouci na M jestlize pro kazda z,y € M, x <y, plati f(x) > f(y),
klesajici na M, jestlize pro kazda z,y € M, z < y, plati f(z) > f(y),
monoténni na M, jestlize je neklesajici na M nebo nerostouci na M,
ryze monoténni na M, jestlize je rostouci na M, nebo klesajici na M.

Véta 3.9 (limita monoténni funkee). Necht a,b € R*, a < b. Necht funkce f je monoténni na
(a,b). Potom ewistuji lim,_.q, f(x) alim,_,_ f(x), pricemz plati:
e je-li f na (a,b) neklesajici, pak

xli>r(111+ fz) =inf{f(z);z € (a,b)}, $li>r£17 f(x) =sup{f(z);x € (a,b)},

e je-li f na (a,b) nerostouct, pak

lim f(z) =sup{f(2);z € (@)}, lim f(x) = nf{f(x);x € (a,D)}

I—)(l+

Diikaz. Dokézeme, ze lim,_,,, f(x) = inf f((a,b)) plati pro neklesajici zdola omezenou funkci f
a pro a a € R. V ostatnich pfipadech lze tvrzeni dokazat obdobné. Oznaéme m = inf f((a,b)).
Potom m € R. Zvolme € € R, ¢ > 0. Diky vlastnostem infima nalezneme y € f((a,b)) takové, ze
y < m+ e. Nalezneme 2’ € (a,b) spliwjici y = f(2’). ProtoZe f je neklesajici, plati

Vo € (a,2'): f(x) < f(z') <m+e.
Protoze m je dolni zavora mnoziny f((a,b)), plati

Vo € (a,b): m < f(z),

a tedy

Vz € (a,2'):m—e < f(z) <m+e.
Polozme § = 2’ — a. Potom

Va € Py(a,d): f(x) € B(m,e),

tedy lim,q, f(z) =m. O

3.3. Elementarni funkce.

Vé&ta 3.10 (zavedeni exponencialni funkce). Existuje prdve jedna funkce exp: R — R spliiujici
podminky

(E1) Va,y € R: exp(z +y) =expz - expy,

(E2) lim ==l =1,

z—0
Poznamka. Plati
exp(0) =1,
Ve eR: exp(—x) = $7
exp je spojita v kazdém bodé x € R,
VreR: expx >0,
exp je rostouci na R,



e lim expzr =00, lim expz =0,
Tr—r0o0 Tr—— 00
* H(exp) = (0,00),
e exp(l) =e.
konec 17. pfednasky (29.11.2024)
Definice.

(a) Funkce log: (0,00) — R je definovana jako inversni funkce k funkci exp. Nazyva se pFiro-
zenym logaritmem.
(b) Je-li a € (0,00) \ {1}, pak definujeme
log(z
log, (z) = bi&;, x € (0,00).
Funkci log, nazyvame logaritmem o zakladu a.
(c) Nechta € R,a > 0,ab € R. Potom definujeme realné ¢islo a® predpisem a® = exp(blog(a)).
(d) Necht a > 0. Potom funkci z — a*, x € R, nazyvame obecnou mocninou.
(e) Je-li n € N liché, n-tou odmocninu z — {/z, z € R, definujeme jako inversni funkci
k funkei  — 2™, z € R. Je-li n € N sudé, n-tou odmocninu z — Yz, z € [0,00),
definujeme jako inversni funkei k funkci x — 2™, z € [0, c0).

Poznamka. Plati
Va,y € R: (exp(y))” = exp(xlog(exp(y)) = exp(zy),
specialné (pro y = 1)
Ve eR: e = (exp(1))” = exp(z).
Misto exp x muzeme tedy psat e®.

Poznamka (vlastnosti logaritmu). Plati

e D(log) = (0,00),
e H(log) =R,
e log je rostouci na (0, c0),
e log je spojita v kazdém bodé intervalu (0, c0),
o Vz,y € (0,00): log(zy) = log(x) + log(y),
e Va € (0,00),b €R: loga® =bloga,
e lim logz = —o0, lim,_ o logx = oo,
z—04
e log(e) =1.

Definice. Rekneme, Ze funkce f je
e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—z) = — f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = f(x),
e periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f) plati x + a € D(f),
z—a€D(f)aflr+a)=flz—a)=f(z)

Vé&ta 3.11 (zavedeni sinu, kosinu a &isla 7). Ezistuje prdvé jedna funkce sin: R — R, prdvé jedna
funkce cos: R — R a prdvé jedno kladné redlné c¢islo m splriufict ndsledujici vliastnosti:

(S1) Vz,y € R: sin(x +y) =sinxzcosy + cosx siny,
(S2) Vz,y e R: Va,y € R: cos(x +y) = coszcosy — sinzsiny,
(S3) sin je lichd funkce a cos je sudd funkce,
(S4) sin(0) = 0, sin je rostouct na [0,%] asin(f) =1,
(S5) lin% SN — 1,
T—

Poznamka. Plati
e cos(0) =1,
e VzeR: sin®x+cos’z =1,



e cos(3) =0,
o Vz € R: sin(xz+ §) =cosz, cos(x + §) = —sinwz,
o Vx e R: sin(z+m) = —sinx, cos(x +7) = —cosz,
e sin a cos jsou spojité v kazdém bodé z € R,
e sinz = 0 pravé kdyZz = kw pro k € Z a cosx = 0 pravé kdyz v = 5 + k7 pro k € Z,
e lim l—cosz _ 1
z—0 T 2

Definice. Funkce tangens a kotangens definujeme predpisy

sinx
tgx = , eR\{Z+kmkeZ),
8% = osz . \ {5 +kn }
cotgxch)sz, x € R\ {km;k €Z}.
sinz

Funkce sin, cos, tg a cotg nazyviame goniometrickymi funkcemi.

Poznamka. Funkce tg je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, je licha, m-periodicka a

rostouci na (—7%, 7). Plati lim, .z tgr=o0alim,, z tgzr=—o0.
Funkce cotg je spojita v kazdém bodé svého definiéniho oboru, je licha, m-periodicka a klesajici
na (0, 7). Plati lim,_,o, cotgz = 0o a lim,_,,_ cotgz = —oo.

Definice. Cyklometrické funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a arkuskotan-
gens definujeme predpisy

-1
arcsin = (sin|[_%7%1) ;
arccos = (cos |[077r])_1 :

-1
arctg = (tg |<—%,%>) ;

arccotg = (cotg |(0,7T))_1

Poznamky. (a) Plati D(arcsin) = [—1,1], H(arcsin) = [-7, §]. Funkce arcsin je liché, rostouct
na [—1, 1] a spojita v kazdém bodé intervalu [—1,1] (v krajnich bodech jednostranng).
(b) Plati D(arccos) = [—1, 1], H(arccos) = [0, 7]. Funkce arccos je klesajici na [—1, 1] a spojita

v kazdém bodg intervalu [—1,1] (v krajnich bodech jednostranng).

(c) Plati D(arctg) = R, H(arctg) = (=5, 5). Funkce arctg je licha, rostouci na R a spojita v
kazdém bodé intervalu R.

(d) Plati D(arccotg) = R, H(arccotg) = (0, 7). Funkce arccotg je klesajici na R a spojita v
kazdém bodé€ intervalu R.

Definice. Funkce hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens a hy-
perbolicky kotangens definujeme predpisy

xT —T

sinhz = %, z € R;
coshxz#, r € R;
cotghx = Z?Sﬁi, xR\ {0}

3.4. Funkce spojité na intervalu.

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli interval, ktery obsahuje nekonecné
mnoho bodi). Rekneme, %e funkce f:J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem J,

e f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J, pokud je tento prvkem J,

e f je spojita v kazdém vnitinim bodé J.



konec 18. pfednasky (4.12.2024)

Véta 3.12 (Bolzano). Necht a,b € R, a < b, funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a plati
f(a) < f(b). Potom pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje & € (a,b) takové, Ze f(§) =y.

Diikaz. Zvolme y € (f(a), f(b)) a polozme M = {z € [a,b]; f(2) < y}. Oznatme & = sup M.
ProtoZze a € M a b je horni zavora M, plati £ € [a, b].

Ukazeme, Ze f(£) = y. Predpokladejme, ze f(£) > y. Pak £ > a. Diky spojitosti f nalezneme
d > 0 takové, ze € — 6 > a a pro kazdé z € (£ — 4,¢) plati f(z) > y. Potom M C [a,& — §], coz je
spor s definici . Predpokladejme, ze f(€) < y. Pak £ < b. Nalezneme § > 0 takové, ze £ +0 < b
pro kazdé x € (£,& 4 9) plati f(x) < y. Potom [¢,€ + §) C M, coz opét spor s definici £. Odtud
plyne, ze f(§) =y a ze £ € (a,b). O

Poznamka. Obdobné tvrzeni plati i v p¥ipads, kdy f(a) > f(b).

Poznamka. Z Bolzanovy vty neplyne nic o tom, kolik existuje bodu £ € (a,b) spliwjicich f(&) =
y. Véta pouze tvrdi, ze takovy bod existuje alespon jeden.

Priklad. Dokazte, Ze existuje x € R spliujici e” +z — 2 = 0.

Reseni. Oznaéme f(z) = e + 2 — 2 pro = € R. Potom f je spojita funkce na R a plati f(0) =
—1<0a f(2) =e? > 0. Podle Véty 3.12 tedy existuje = € (0,2) takové, 7e f(z) = 0.

Véta 3.13 (zobrazeni intervalu). Necht J je interval a funkce f: J — R je spojitd na intervalu
J. Potom je mnoZina f(J) interval.

Diikaz. Predpokladejme, Ze y1,y2 € f(J) spliuji y1 < y2. Zvolme z € R takové, Ze y1 < z < ya.
Nalezneme x1, x5 € J takova, Zze f(x1) = y1 a f(x2) = yo. ZFejmé plati x1 # zo. Diky Véte 3.12
nalezneme £ v intervalu s krajnimi body x1,zo takové, Ze f(§) = z. Odtud plyne, ze z € f(J).
Mnozina f(J) je tedy interval podle poznamky pied Vétou 1.6. O

Definice. Necht M C R, z € M a funkce f je definovana alespoit na M, tj. M C D(f).
(a) Rekneme, Ze f nabyva v bodé  maxima (minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < fz)  (VyeM: f(y) > f(z)).

Bod z pak nazyvidme bodem maxima (minima) funkce f na mnoziné M. Tyto body po Fadé
znac¢ime symboly max fa mIViIn f

(b) Rekneme, Ze f nabyva v bodé z lokdlniho maxima (lokdlniho minima) vzhledem k M,
jestlize existuje 6 > 0 takové, ze

Wy e B(x,0) N M: f(y) < f(@) (¥ € B(x,0) N M: f(y) > f(a).

Bod z pak nazyvame bodem lokalniho maxima (lokadlniho minima) funkce f na mnoziné M.
(c) Rekneme, ze f nabyva v bodé x ostrého lokdlniho maxima (ostrého lokalniho minima)
vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze

Yy € P(z,0) N M: f(y) < f(x) (Vy € P(x, )N M: f(y) > f(:z:))

Bod z pak nazyviame bodem ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho minima) funkce
f na mnoziné M.

(d) Bodem extrému budeme rozumét bod maxima ¢ minima. Bodem lokalniho extrému
budeme rozumét bod lokalntho maxima ¢i lokadlniho minima.

Poznamka. Necht M C R je neprazdna mnozina a G = sup M. Potom existuje posloupnost {y, }
prvka M splhujici limy,, = G.

Véta 3.14 (nabyvani extrému). Necht a,b € R, a < b, a f je funkce spojitd na [a,b]. Potom f
nabyvd na [a,b] svého maxima i minima.



Diikaz. Oznatme G = sup f([a,b]). Nalezneme posloupnost {y,} C f([a,b]) spliujici limy, =
G. Pro kazdé n € N nalezneme z,, € [a,b] spliwjici f(z,) = y,. Potom je posloupnost {z,}
omezené, nebot pro kazdé n € N plati a < z,, < b. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty nalezneme
konvergentni podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,,}. Ozna¢me

¥ = lim z,,.
k—o0

Protoze a < x,, < b pro kazdé k € N, plati podle véty o limité a usporadani z* € [a, b]. Podle
Heineovy véty pro spojitost plati limy oo f(zn,) = f(2*). Protoze f(xn,,) = yn, pro kazdé k €
N, je posloupnost {f(zy,)}%>,; vybrana z posloupnosti {y,}>2,. Podle véty o limité vybrané
posloupnosti tedy plati

lim f(zp,)= lim y,, =G.
k—o00 n—00
Diky jednoznacnosti limity tedy plati f(z*) = G. Odtud plyne, Zze G € R a 2* je bodem maxima

funkce f na [a,b]. Existenci bodu minima lze dokazat obdobné. O

Véta 3.15 (spojitost a omezenost). Necht a,b € R, a < b, a f je funkce spojitd na [a,b]. Potom
je f na [a,b] omezend.

Diikaz. Podle predchozi véty nabyva funkce f na intervalu [a, b] svého maxima i minima. Ozna¢me
m =min{f(z) : v € [a,b]}, M = max{f(z) : x € [a,b]} a K = max{|m|,|M|}. Potom plati

Vr € [a,b]: |f(z)| < K,
a tedy f je omezena na [a, b]. O

Vé&ta 3.16 (spojitost inversni funkce). Necht f je spojitd a rostouct (klesajict) funkce na intervalu
J. Potom funkce f= je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze f je spojitd a rostouci, jinak bychom
uvazovali — f. Podle Véty 3.13 je funkce f~! definovdna na intervalu f(J). Navic je zfejmé rostouc.
Zvolme bod yo € f(J), ktery neni pravym krajnim bodem intervalu f(J) a ozna¢me xo = f~*(yo).
Potom zy neni pravym krajnim bodem J, nebot f je rostouci na J. Zvolme ¢ € R, ¢ > 0, a
x1 € J N (xg, 29 + €). Polozme 6 = f(x1) — yo. Odtud potom [yo, yo + ] C f(J), a tedy

fﬁl(BJr(yo,(s)) = fﬁl([yovyo + 5)) = [zg,21) C B(zo,€) = B(f ' (y0), €).
Obdobné lze dokazat spojitost zleva funkce f~! v kazdém bodé intervalu f(J), ktery neni jeho
levym krajnim bodem. Odtud plyne spojitost f~! na f(J). O

4. DERIVACE
4.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht a € R a f je funkce. Jestlize existuje limita
o L0 = f(@)
h—0 h
pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a a zna¢ime ji f'(a). Obdobné definujeme
derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodé a piedpisy
h) — h) —
fa) =t LOERI@ S~ S

h—0+ h h—0— h

konec 19. pfednasky (6.12.2024)

Poznamky. (a) Mohou nastat tyto pripady:

neexistuje,

derivace funkce f v bodé a o . ] vlastni, tj. je rovna realnému ¢islu,
existuje a je s

nevlastni, tj. je rovna oo nebo —oo.



(b) Plati
) tim L@ = 1@
T—a T —a

mé-li alesponi jedna ze stran smysl. Obdobné rovnosti plati pro jednostranné derivace.

(c) Jestlize existuje f'(a), pak existuje okoli bodu a, na némz je funkece f definovana. Obdobnéa
tvrzeni plati pro jednostranné derivace.

(d) Derivace funkce f v bodé a € R existuje pravé tehdy, kdyZz v a existuje derivace f zprava
i zleva a rovnaji se.

Znaéeni. Necht M C R, f: M — R, a pro kazdé x € M existuje vlastni f'(a). Potom definujeme
zobrazeni f': M — R predpisem f’: z — f’(x). Obdobné definujeme zobrazeni f’ : M — R a
fioo M —R.
Piiklady. Necht a € R. Spoctéte f/(a), pokud existuje, kde

(a) f(x)=c,ceR, 2 €R

(b) f(z)=a™,neN,zeR

(c) flz)=€e*,z€R

(d) f(zx) =sinz, z € R

(€) f(z) =|z|, z € R

(f) f(z) =signz, x € R

Reseni. (a) Plati
f'(a) = lim f(@) = fla) —1lim ~—% = lim0=0.
T—a T —a r—=a T — Q r—a

(b) Plati
1N " —a® r—a n—k_ k—1
flo) =l Z—0- = lm o= > ="

k=1
n n
— lim § xnfkakfl _ E anfka)kfl _ nanfl'
r—a
k=1 k=1

Posledni rovnost plyne ze spojitosti polynomt.
(c) Necht = € R. Potom podle definice derivace a (E1) plati

exp(x + h) — exp(x) exp(x + h) — exp(z + 0)

! _ . _ .
e
_ iy EP@) exp(h) — exp(a) exp(0) _ exp(z) - exp(h) — exp(0)
h—0 h h—0 h
Odtud podle (E2) plyne, Ze
h)—1
exp’(x) = lim exp(z) - exp(h) =1 _ exp(z).
h—0 h

(d) Pro z € R pocitejme

sin'(z) = Tim sin(z + h) — sin(x)
h—0 h

o1 . :
}Lli)% E(sm(a:) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(z))
os(h)

¢ -1 ) sin(h)
T i)™

=sin(z) - 5 - 0+ cos(z) - sin’(0) = cos(x).

lim si
Lim sin(x)

(e) Podle definice jednostrannych derivaci mame

J@) =10

f’+(0)=zlgg+ g Jim = =1,
£0)= tim 2O =FO Ty

z—0_ z—0 z—0_ T



Protoze se jednostranné derivace funkce f v bodé 0 nerovnaji, vyplyva z vySe uvedené poznamky
(d), ze f'(0) neexistuje.

(f) Plati
/ . - 0 .
£1.(0) = xli)%l+ % - zlg& ~=o,
l T f(l‘)—f(O)_ . _1_
=l = = 7=

Z vyse uvedené poznamky (d) tedy vyplyva, ze f'(0) = co.
Véta 4.1 (vztah derivace a spojitosti). Necht f je funkce, a € R a existuje vlastni f'(a). Potom
je f v bodé a spojitd.

Diikaz. Podle véty o aritmetice limit plati

lim (f(2) — f(a)) = lim 22 = 7(@)

T—a x—a Tr—a

(z—a)=f'(a)-0=0,

nebot f’(a) existuje vlastni, a tedy je vyraz f'(a) - 0 definovan. Tedy
lim £(2) = f(a),
neboli f je v bodé a spojita. O
Vé&ta 4.2 (derivace a aritmetické operace). Nechta € R, f a g jsou funkce a existuji f'(a) a ¢'(a).
(a) Plati
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovdn.
(b) Jestlize je alesponi jedna z funkci f, g spojitd v bod€¢ a, pak

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

je-li vyraz na pravé stran€ definovdn.
(c) Jestlize je funkce g spojitd v bodé a, pak

I\ _ f(a)g(a) - f(a)g'(a)
(9) (@)= 9(a)? ’
je-li vyraz na pravé strané definovdn.

Diikaz. (a) Podle definice derivace a véty o aritmetice limit plati

(4 671 = iy L0 R H 0005 1) = () o0

_}llg%(f(a—’—h}i_f(a) +g(a+hiz_g<a)> :f’(a)—i—g'(a)

(b) Predpokladejme, Ze funkce g je spojita v bodé a. Potom

li h) = .
lim g(a +h) = g(a)
Podle definice derivace a véty o aritmetice limit pak plati

h—0 h
o @ g+ ) = Fla)gla+ 1) + f(@gla+ ) — fla)g(a)
h—0 h

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).



(c) Z predpokladu plyne, Ze g(a) # 0. Diky spojitosti g v a nalezneme ¢ € R, > 0, takové, Ze
g(x) # 0 pro kazdé = € B(a, ). Pak pro kazdé x € B(a,d) plati

f(x) _ fla) _ f(x)g(a) — fla)g(x)

g(z)  gla) g(z)g(a)
_ f(@)g(a) — fla)g(a) + f(a)g(a) — f(a)g(x)
g(w)g(a)
f(z) = fla)  fla) g(a)—g(x)

9(x) g(a) 9(x)
Potom diky spojitosti g v a plati podle véty o aritmetice limit

() w-m = (55 -43)

i (f®) = f@) 1 fla) gla) —g(z) 1
_a%—m ( z—a g(x) + g(a) T—a g@))
_ fla) | fla) (—g(a)) - 1 _ fla)g(a) — f(a)g'(a)

-~ gla)  g(a) g(a) g(a)

Poznamka. Piedpoklady Véty 4.1 neni mozné vynechat. Polozme napiiklad
signz, x #0, —signz, x #0,
) = xTr) =
(@) {—i R {; T
Potom f/(0) = o0, ¢’(0) = —o0, ale (f + ¢)’(0) ani (fg)'(0) neexistuji, prestoze vyraz f'(0)g(0) +
£(0)g’(0) je definovan.

Véta 4.3 (derivace slozené funkce). Necht a € R, f, g jsou funkce, g je spojitd v bodé a a existugi
g'(a) a f'(g(a)). Potom plati

(10) (fog)(a)=f'(g(a))g (a),

je-li vijraz na pravé strané definovdn.

Diikaz. Oznatme b = g(a). Diky existenci f’(b) nalezneme o € R, o > 0, takové, ze B(b, o) C D(f).
Diky spojitosti g v a nalezneme g € R, p > 0, takové, Ze g(B(a, 0)) C B(b, o). Pak je fog definovana

na B(a, o).
Piedpokladejme nejprve, Ze ¢'(a) # 0. Nalezneme g € (0, o) takové, Ze

Vz € P(a,): W#O.

Potom specialné plati
(11) Vo € P(a,0): g(x) #b.
Oznacme W) )
oly) = L_Z() y € P(b,o).
y—

Potom

lim o(y) = f'(b).

y—b
Podle Véty 3.3 (podminka (P) je splnéna diky (11)) tedy plati

- flg(x)) — f(b) _ .. o
ilgz W = ilg}l(@ og)(z) = f'(b).

Diky (11) plati

Vi € Pa,5): s OE

(fog)(@) = (fog)a) _ flg(x)) — f(b) g(x)—g(a)
b



a tedy, podle véty o aritmetice limit a pfedpokladu,
L (fog)@) = (fog)(a)

T—a Tr—a

= f'(b)g'(a).

Piedpokladejme nyni, Ze ¢g’'(a) = 0. ProtoZe vyraz na pravé strané (10) je definovan, je f(b)
vlastni. Chceme tedy dokazat, ze (f o g)’(a) = 0. Zvolme € € R, € > 0. Protoze f'(b) je vlastni,
nalezneme diky Vét& 3.7 C € R,C > 0, a ¢ € (0,0) takova, ze

Vy € P(b,5): ’f(yy)_l]:(b)‘ <C.

Diky spojitosti g v bodé a nalezneme v € (0, o) takové, Ze
Vz € B(a,y): g(z) € B(b,5).

Diky tomu, Ze ¢'(a) = 0, nalezneme n € (0,v) takové, Ze

Vz € P(a,n): ‘W <e.
Zvolme x € P(a,n). Potom bud g(z) = g(a) a
(fog)@) = (fog)la) _

r—a

nebo g(x) # g(a) a

(fog)(x) = (fog)(a) ’f(g(l“)) - f(b)’ ’9(96) —9@]| _ .
T—a glx)—b T —a '
Kazdopéadné
e oy [L20E U 20@) g,
a tedy (f og)'(a) =0. O

Poznamka. Predpoklad spojitosti g v a ve Vété 4.3 nelze vynechat. Polozme
signz, x #0,
g(x)={ . a a f(y)=lyl proy e R.
R T = Oa
Potom
£(9(0)) g'(0) = (=1) - 00 = —o0,
a tedy je vyraz f' (g(0)) ¢’(0) definovan, ale

(fog)(@) = {1; v 70,

92 r =V,

a tedy (f o ¢)’(0) neexistuje.
Znaéeni. Necht I je interval. Potom symbolem Int I zna¢ime mnoZinu v8ech vnitfnich bodu I.

Véta 4.4 (derivace inversni funkce). Necht I je interval, a € Int I, f je ryze monoténni a spojitd
funkce na I a existuje f'(a). Oznacme b= f(a).

(a) Jestlize f'(a) # 0, potom (f~1)'(b) = ﬁ

(b) Jestlize f'(a) =0 a f je rostouct, potom (f~1)'(b) = .

(c) Jestlize f'(a) =0 a f je klesajici, potom (f~1)(b) = —oo0.

konec 20. pfednasky (11.12.2024)



Diikaz. Predpokladejme, Ze f je rostouci. Ozna¢me J = f(I). Potom J je podle Véty 3.13 interval.
Dle Véty 3.16 je f~': J — I spojita a rostouci. Protoze a € IntI a f je rostouci, je b € Int.J.
Nalezneme ¢ € R, € > 0, takové, ze B(b,e) C J. Diky tomu, Ze a je vnitinim bodem I a f je
spojita v a, nalezneme ¢ € R, § > 0, takove, ze B(a,d) C I a f(B(a,d)) C B(b,e). Oznatme

o(r) = —————= z € P(a,).

Potom

lim ¢ (z) = f'(a).

r—a
Funkce f~! je spojita v b, a tedy
lim £~ (y) = 1 (D).

y—b

Protoze f~! je rostouci, plati

Yy € P(be): 1 (y) # f1 (D).
Tedy podle Véty 3.3 (varianta s podminkou (P)) plati
b
(12) lim gy = Imlee W) = 1@,

(a) Podle véty o aritmetice limit a (12) mame

N () e S O N
00y

(b) Ozna¢me

Potom podle (12) plati
lim ¢ (y) =

y—>b
Navic
Yy € P(b,e): ¢¥(y) > 0,
nebot f~! je rostouci na .J. Podle Véty 3.8 tedy plati

—1\/
Tvrzeni (c) lze dokazat obdobné. O
Poznamka. e log'(z) = L pro kazdé z € (0, c0),
e cos'(z) = —Sin( ) pro kazdé z € R,
o tg/(x) COS( ” prokazdexER\{2+k7T keZ},

e cotg/(z) = 2prokazdea;E]R\{kﬂr kelZ},

e arcsin’(z) = 57 pro kazdé = € (—1,1),
)= = Pro kazdé x € (—1,1),
e arctg’(z) = sz pro kazdé x € R,
e arccotg’(z) = % pro kazdé x € R,
(%) = az®~! pro kazdé z € (0, 00).
(a®) = a”loga pro kazda a € (0,00) \ 1 a z € R.

e arccos’(z

Véta 4.5 (nutnd podminka existence extrému). Necht f je funkce a a je bodem lokdiniho extrému
funkce f. Potom bud f'(a) neexistuje, nebo f'(a) = 0.



Diikaz. Pro spor piedpokladejme, Ze f’(a) existuje a je rtzna od 0. UvaZujme nejprve piipad
f'(a) > 0. Dle Véty 3.6(a) nalezneme § > 0, takové, Ze
f(x) — f(a)
T —a
Odtud plyne, Ze pro € P, (a,0) plati f(a) < f(x) a pro x € P_(a,d) plati f(a) > f(x). Tedy f
nemé v a lokalni extrém, coz je spor. Obdobné lze odvodit, Ze funkce f nemé v a lokalni extrém
ani v piipadg, kdy f’(a) < 0. O

Vz € P(a,0): > 0.

4.2. Véty o stifedni hodnoté.

Véta 4.6 (Rolle). Nechl a,b € R, a <b, a f: [a,b] = R je spojitd funkce. Je-li f(a) = f(b) a f
md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b), pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Podle Véty 3.14 nabyva funkce f na intervalu [a,b] svého maxima i minima. Ozna¢me
m = min f([a,b]) a M = max f([a,b]). Pak

(13) m < f(a) = f(b) < M.

Jestlize m = M, potom je funkce f konstantni na [a,b]. Tedy f’(c) = 0 dokonce v kazdém bodé
c € (a,b).

Jestlize m < M, potom musi byt alespoii jedna z obou nerovnosti v (13) ostra. Predpokladejme,
ze f(b) < M. Nalezneme c € [a, b] spliwjici f(c) = M. Potom ¢ ¢ {a,b}, a tedy ¢ € (a,b). Pak f
nabyva v bodé ¢ svého maxima na intervalu [a, b] a existuje v ném derivace podle pfedpokladu.
Podle Véty 4.5 plati f'(c) = 0.

Jestlize m < f(a), pak lze postupovat obdobné jako v predchazejicim pfipadé. Alternativné je
také mozné pouzit jiz dokdzané tvrzeni na funkci —f. O

Véta 4.7 (Lagrange). Necht a,b € R, a <b, a f: [a,b] = R je spojitd funkce, kterd md v kaZdém
bodé intervalu (a,b) derivaci. Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze

Diikaz. Myslenka dikazu spo¢iva v prevedeni problému do situace, ve které bude mozné pouzit
Rolleovu vétu (Véta 4.6). Definujme funkcei g predpisem

o) = fa) - O,

Pak ¢ je spojita podle disledku Véty 3.5. Navic lze snadno ovéfit, ze g(a) = g(b). Protoze v
kazdém bodé intervalu (a,b) méa funkce

) —

x M-(m—a), x € [a,b],

b—a
vlastni derivaci a funkce f derivaci, existuje podle Véty 4.2(a) derivace g v kazdém bodé intervalu
(a,b). Diky Vété 4.6 tedy nalezneme bod ¢ € (a, b) spliwjici ¢’(c¢) = 0. Protoze pro kazdé x € (a,b)
plati

—a), x € [a,b].

g = ) - 1O,
dostavame
0=g(e)= (o - 1O
Tedy f'(c) je vlastni a f'(c) = W .

Véta 4.8 (limita derivace). Necht funkce f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje lim,_.q, f'(x).
Pak existuje f' (a) a plati f' (a) = limg,_q, f'(x).



Diikaz. Ozna¢me L = lim, .o, f'(x). Nalezneme dy > 0 takové, Ze pro kazdé x € Py(a,do) je
f/(x) vlastni. Zvolme € > 0. K nému nalezneme § € (0, dy) takové, Ze pro kazdé z € Py (a,d) plati

(14) f'(z) € B(L,e).

Zvolme x € P, (a,0). Pak funkce f méa vlastni derivaci v kazdém bodé& intervalu (a,z). Navic je
funkce f spojita na intervalu [a, z]|, nebot spojitost v bodech intervalu (a,z] plyne z Véty 4.1 a
spojitost v a zprava predpokladame. Dle Véty 4.7 nalezneme ¢, € (a,x) spliujici

f@)—fla) _
T a—a f'lca).
Protoze ¢, € Py(a,d), z (14) mame
f(x)—f(a) EB(L E)
T—a T
Odtud plyne, ze f', (a) = L. O

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 4.8 plati i pro derivaci zleva, a tedy i pro derivaci.
konec 21. pfednasky (13.12.2024)

Poznamka. Piedpoklad spojitosti ve Vété 4.8 nelze vynechat. Napiiklad lim, .o, sign’(x) = 0,
ale sign’, (0) = oo.

Véta 4.9 (vztah derivace a monotonie). Nechl f je spojitd funkce na intervalu I, kterd md v
kazdém vnittnim bodé I nezdpornou (respektive kladnou, respektive zdpornou, respektive nekladnou)
derivaci. Pak f je neklesajici (respektive rostouct, respektive klesajici, respektive nerostouct) na I.

Diikaz. Dokézeme pouze prvni variantu véty. Zvolme a,b € I, a < b. Pak funkce f|[4, je spojita na
[a,b] a mé derivaci v kazdém vnitinim bodé [a, b]. Dle Véty 4.7 nalezneme bod ¢ € (a, b) spliwujici

1oy J(0) = fla)
fe) = T b—a
Podle predpokladu plati
O 26
a tedy f(a) < f(b). Funkece f je tedy neklesajici. O

vvvvvv

nebude uveden.

Vé&ta 4.10 (Cauchy). Necht a,b € R, a <b, f a g jsou funkce spojité na intervalu [a,b], f md v
kazdém bodé x € (a,b) derivaci a g md v kazdém bodé x € (a,b) vlastni nenulovou derivaci. Potom
g(a) # g(b) a existuje ¢ € (a,b) takové, Ze
!
b) —
) £1(€) _ 1)~ fta)
g'(c)  g(b) —g(a)

Diikaz. Podle Lagrangeovy véty (Véta 4.7) pro funkci g nalezneme d € (a,b) takové, Ze

g(b) —g(a)
b—a

g'(d) =
Protoze ¢'(d) # 0, dostavame g(a) # g(b).
Polozme
o(z) = (f(@) = f(a) - (9(b) — g(a)) — (9(z) — g(a)) - (f(b) = f(a)), =€ [a,b].

Pak je funkce ¢ spojitd na [a,b] a v kazdém bodé intervalu (a,b) ma derivaci (V&ta 4.2), nebot
funkce

z = (f(z) = f(a) - (9(b) — g(a))



m4 v kazdém bodé intervalu (a,b) derivaci a funkce

z = (9(x) — g(a)) - (F(b) = f(a))

mé v kazdém bodé intervalu (a,b) vlastni derivaci. Navic ¢(a) = ¢(b) = 0. Podle Véty 4.6 tedy
nalezneme ¢ € (a,b), splimjici ¢’(c) = 0. ProtoZe pro kazdé = € (a, b) plati

¢'(x) = f'(z) - (9(b) — g(a)) — g'(x) - (F(b) = f(a))
dle Véty 4.2, pro x = ¢ mame
0=¢'(c) = f'(c)- (9(b) — g(a)) — g'(c) - (f(b) = f(a)).

Odtud plyne, Ze f’(c) je vlastni, a elementarni apravou dostaneme (15). O

Véta 4.11 (L’Hopitalovo pravidlo). Necht a € RU{—o00}, f,g jsou funkce, existuje
f'(x)

a—ay g'()

a je splnéna jedna z podminek

(a) budlim,_q, f(x) =lim,_,, g(x) =0,
(b) nebo lim,_q, |g(x)| = .

Potom
o f@) L (=)
Il_l)r£1+ g(z) - xli}IEIJr g’(z)'

Poznamka. Obdobné tvrzeni jako ve Vété 4.11 plati i pro limitu zleva, a tedy i pro limitu.

Poznamka. Predpoklady Véty 4.11 nelze vynechat, vizte naptiklad

3r+5 .3 . a8 . 87
im im-=, lim — lm —.
z=02rx4+6 ° z—02 z—oo x + 68inx * z—oo 14+ 6cosx

Poznamka. L’Hospitalovo pravidlo neni vzdy vhodnym nastrojem pro vypocet limity. Naptiklad
primocaré pouziti I’'Hospitalova pravidla pro limitu

1
z

. €
lim
z—04+ 2
vede k limité
_17 _1
. € =-3 . ©
lim = lim .
x—0+ 1 x—0+ .I‘Q

Vypocet posledni limity neni v8ak snazsi nez vypocet pivodni limity.

sin(z) —

Priklad. Spoctéte lim S22 =
x—0 €T

ReSeni. Pouzitim 'Hospitalova pravidla obdrzime

. sin(z)—xz . cos(z)—1 1
hm = lim = ——,
x—0 ,1‘3 x—0 31‘2 6
x
—r—1
Priklad. Spoctéte lim lim ——— .
r—0x—0 X

ReSeni. Pouzitim 'Hospitalova pravidla obdrzime

I e“’—x—l_l. eI—l_l
TILI%) 1‘2 _mli% 2x _2.

arccos x
Priiklad. Spoctéte lim
z—1

~ ye3 — e3z



ResSeni. Jest

. arccos T . arccos? x . arccos?2z 1—=x
lim = lim ———— = lim

z—1_ /3 — 3T a1l e3 — e3T z—1_ 1—2 e3—e3z’
Pouzitim "'Hospitalova pravidla obdrzime

i l—z I -1 1
a:igl, e3 — g3z B zinl{ _3e3 - 3e3
¢ 1
= 2
lim arccos x — lim Viz2 — lim _ \/5

z—1_ /1 —2x z—1_ 2\/71171- z—=1_ /1 +2x

Tedy podle aritmetiky limit, v&ty o limité slozené funkce s podminkou (S) a spojitosti odmocniny
méme celkem

. arccos x 2
lim ———— =/ —.
z—1_ \/e3 — 3T 3e3
4.3. Konvexni a konkavni funkce, inflexni body.

Definice. Necht I je interval a f je funkce definovana alespoii na I. Rekneme, 7e f je
e konvexni na I, jestlize
Va,y € IVA € (0,1): fAz+ (1= N)y) < Af(2) + (1= N f(y),
e konkavni na I, jestlize
Voz,y € IVA € (0,1): f(Az+ (1= XN)y) 2 Af(z) + (1= AN [f(y),
e ryze konvexni na /I, jestlize
Ve,y € Lx Zy VA€ (0,1): f(Ax 4+ (1= XNy) < Af(z)+ (1 =N f(y),
e ryze konkavni na I, jestlize
Ve,y e IL,x Ay VYA€ (0,1): fOz+ (1= XNy) > Af(z)+ (1 =N f(y).
Lemma (ekvivalentni podminky pro konvexitu). Necht I C R je interval a f: I — R. Pak jsou
ndsledujict vyroky ekvivalentni:

(i) f je konvexni na I,

fz2) = f(x1) _ f(ws) — f(=1)

IA

(11) V(El,.’bQ,.’KgGI, 1 < To < I3 s

To — I Tr3 — T1

(111) V171,$2,5E3 S I, r1 < T2 <I3: f(fﬂs) — f(l'l) < f(l’g) — f(x2),
I3 —T1 I3 — T2

(iv) Vo, 20,23 € I, 11 < g < x3: f(@2) = f(z1) < fas) = f($2)
To — X1 I3 — T

Obdobné charakterizace plati pro konkdvni, ryze konvexnt a ryze konkdvnt funkce.

Driikaz. Predpokladejme, Ze x1,zo,x3 € I, 1 < x2 < x3. Polozme A = ﬁ Pak plati A € (0,1)
a e = Ax1+ (1 — A)zg. Oznacme ¢ = Af(z1) + (1 — A) f(x3). Pfimocarym vypoctem pak obdrzime
c— flz1) _ flas) — flz1) _ flas) —c¢

(16) - -
To — X1 xr3 — I I3 — T2

Pokud plati f(z2) < ¢, pak pomoci (16) dostavame
flaz) = fla1) _ flzs) = flz1) _ flas) = fl@a)

To — X1 - I3 — T1 T3 — T

(17)

Pokud plati jedna z nerovnosti v (17) nebo nerovnost

fx2) — f(x1) < f(z3) — f(x2)

To — T1 - XT3 — To

)

pak podle (16) plati nerovnost f(z2) < c.



(i) = (ii) Predpokladejme, Ze x1,x9,23 € I, 1 < 3 < x3. PF oznaceni z pfedchoziho
odstavce dostaneme f(z2) < ¢, nebot f je konvexni. Pak podle (16) dostavame nerovnost

flz2) = f(z1) _ f(x3) — f(21)

< .
T2 — 21 T3 — T

(i) = (i) Predpokladejme, Ze x1,x2,23 € I, 1 < 2 < 3, a ¢ je definovano stejné jako v
tvodnim odstavci. Potom podle predpokladu plati

J(x2) — f(21) < f(x3) — f(z1)

To — X1 - Trs3 — T1

)

takze ¢ > f(x2). Tim je podminka z definice konvexity ovéFena.

Ekvivalenci (i) < (iii) a (i) & (iv) lze pomoci tivah prvniho odstavce ovéfit obdobné. O
Véta 4.12 (konvexita a jednostranné derivace). Necht f je konvexni funkce na nedegenerovaném
intervalu I a a € 1.

(a) Je-li a vnitind bod I, potom existuji vlastni jednostranné derivace f'\(a), f’(a), které
splii [".(a) < f'(a)

(b) Je-li a pravy krajni bod I, pak f’ (a) existuge.

(c) Je-li a levy krajni bod I, pak f! (a) existuje.

konec 22. pfednasky (18.12.2024)

Diikaz. (a) Necht a je vnitini bod I. Nalezneme § > 0 spliwujici B(a,d) C I a definujeme funkce

ole) =TI o e pya,s),
L A}
Pro body w1, y2, 1,22 € P(a, ) splitujici yo < y1 < a < 21 < x5 dostavame z lemmatu
1 a T2 a
a
b = L0 S @
Y2 —a Yy1—a

Tedy ¢ je neklesajici na Py(a,d) a ¢ je neklesajici na P_(a,d). Z lemmatu déle pro kazdé x €
P, (a,é) ay e P_(a,d) plyne

(18) P(y) = = ().

Tedy ¢ je zdola omezena na Py (a,d) a 9 je shora omezena na P_(a,d).
Z Véty 3.9 plyne, ze

f(x) = f(a)

a—y T—a

fla) = Jim == = i el@)
a
o) = Jim TOZHD i oy

existuji vlastni.
Navic z (18) a Véty 3.9 plyne pro kazdé x € Py (a,?)

fLa) = lim ¥(y) < ().
y—a_
Po dalsim pouziti Véty 3.9 dostavame

fl(a) < lim p(z) = fi(a).

T—a4



Tim je dikaz dokoncen.

(b) Necht a je pravy koncovy bod I. Vzhledem k tomu, Ze I neni degenerovany, nalezneme ¢ > 0
spliujici B_(a,d) C I. Na tomto prstencovém okoli uvazujme funkei ¢ z piedchozi ¢asti dikazu.
Potom je ¢ na P_(a, ) neklesajici, a proto f’ (a) existuje.

(c) Dikaz lze provést obdobné jako v &asti (b). O

Poznamka. (a) Jednostranné derivace konvexni funkce f na intervalu I se nemusi v bodé a € Int I
rovnat, a nemusi tedy existovat f’(a). Pfikladem je funkce f(x) = |z| a bod a = 0.

(b) Jednostranné derivace v tvrzeni (b) a (c¢) pfedchozi véty mohou byt nevlastni, vizte napf.
funkci sign uvazovanou na intervalu [—1,0].

Poznamka. Jestlize f je konkavni funkce na intervalu I, potom pro kazdé a € Int I existuji vlastni
fi(a), fL(a) a plati f(a) = f(a).
Vé&ta 4.13 (konvexita a spojitost). Necht I je interval, a je vnitini bod I a f: I — R je konvexni

funkce na I. Potom je f je spojitd v a.

Diikaz. Diky Vété 4.12(a) existuji f’ (a) a f’ (a) vlastni. Odtud plyne, Ze f je v a spojita zleva i
zprava, a tedy spojita. O

Poznamka. Funkce sign, ktera je na intervalu (—1, 0] konvexni, neni spojita v bodé 0. Z konvexity
funkce f tedy nevyplyva spojitost ve vSech bodech intervalu I, na némz je funkce f definovana.

Definice. Necht f je funkce a a € R. Druhou derivaci f v a nazyvame hodnotu

Fa) — tim £@ D) = 1@

h—0 h ’

pokud limita existuje. Jestlize M C R a pro kazdé x € M existuje vlastni f(z), potom definujeme
zobrazeni f”: M — R predpisem f”: z — f”(x). Obdobné pro n € N definujeme n-tou derivaci
funkce f, kterou znac¢ime f(™. Je-li n = 1,2,3, piSeme také po fadé f’, f”, . Symbolem f(©
budeme rozumét f.

Véta 4.14 (druha derivace a konvexita). Necht I je nedegenerovany interval, f: I — R je spojitd
funkce, kterd md v kazdém vnitinim bodé I vlastni derivaci. Necht navic plati, Ze funkce [’ je
spojitd na Int 1.

(a) Necht funkce f' je neklesagici na Int I. Potom je f konvexni na I.

(b) Necht pro kazdé x € Int I plati " (x) > 0. Potom je f konvexni na I.

Diikaz. (a) Zvolme x1 < xo < x3 z intervalu I. Podle pfedpokladi je funkce f spojita na intervalu
[z1,23] a v bodech intervalu (x1,x3) ma derivaci. Diky Lagrangeové vété (Véta 4.7) nalezneme
body ¢ € (z1,%2) a d € (22, x3) spliwjici

flae) = fla1) _ (o) f(x3) — f(x2)

Xro — I Tr3 — T2

= f'(d).
Podle predpokladu plati
f(l‘g) — f(xl) _ f/(C) < f/(d) _ f(x?)) B f(l'Q) )

T2 — X1 T3 — T2
Dle lemmatu ((i)<(iv)) je tedy f konvexni.
(b) Podle Vé&ty 4.9 je funkee f' je neklesajici na Int I, a tedy f je konvexni diky ¢asti (a). O

Poznamka. Obdobné tvrzeni plati pro ryzi konvexitu, konkavnost a ryzi konkavnost.

Definice. Necht f je realna funkce a a € R. Rekneme7 ze f ma v bodé a inflexi nebo také ze a
je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje vlastni f'(a) a existuje § > 0 takové, ze bud

Vo € P_(a,8): f(z) > f(a)+ f'(a)(z — a) a
Vo € Py(a,): f(2) < f(a) + f/(a)(x— a),



nebo
Vo € P_(a,9): f(z) < f(a)+ f'(a)(z — a) a
Vo € Py(a,0): f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).

Véta 4.15 (nutna podminka inflexe). Necht f je funkce, a € R a f"(a) existuje a je riznd od
nuly. Potom a nent inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f(a) > 0. Z definice limity nalezneme § > 0 takové, Ze pro
kazdé x € P(a,d) plati
f'(x) = f'(a)

xr—a

> 0.

Dostavame tedy, ze
Vz € P_(a,6): f'(z) < f'(a) a
Vz € Pi(a,6): f'(z) > f'(a).
Zvolme x € P_(a,d). Protoze f je spojitd na B(a,d) dle Véty 4.1, pomoci Lagrangeovy véty
(Véta 4.7) najdeme c, € (z,a) spliwujici

fla) — f(z

(@)~ ) _ o
a—x
Protoze diky (19) mame f’(c;) < f'(a), obdrzime (z') 1) <« f/(a). Upravou dostévame f(z) >
fla) + f(a)(z — a).
Je-li x € Py (a,d), jako vySe nalezneme d, € (a,x) spliujici
z)— fla
T =IO _ g,y > pia).

Tedy mame f(z) > f(a)+ f'(a)(z — a). Tedy a neni inflexnim bodem f. Obdobné bychom postu-
povali v pFipadé f”(a) < 0. O

(19)

Poznamka. Z podminky f”(a) = 0 neplyne, Ze a je inflexni bod f. Polozme f(z) = * pro z € R.
Potom f”(0) = 0, ale 0 neni inflexni bod f.

Véta 4.16 (postacujici podminka pro inflexi). Necht funkce f md spojitou proni derivaci na
intervalu (a,b), ¢ € (a,b) a plati

(20) Vz € (a,c): f"(x) >0 a  Vze(eb): f(x)<0
nebo
(21) Vz € (a,c): f"(z) <0 a  Vz€(eb): f’(z)>0.

Pak c je inflexnim bodem f.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f spliwje (20). Z Véty 4.9 plyne, Ze f’ je rostouci na (a,c| a
je klesajici na [, b). Zvolme z € (a,c). Podle Lagrangeovy véty 4.7 nalezneme ¢, € (z, ¢) spliujici
fle)— f(z
HOZTD _ prie,) < £/,
c—x
Tedy f(x) > f(c) + f'(c)(z —c).
Podobné pro x € (¢, b) nalezneme d, € (¢, x) spliiujici
f(JC) — f(C) i /
—r 2 = f(d, .
V2T _ pa) < 10
Upravou obdrzime f(x) < f(¢) + f'(¢)(x — ¢). Tedy c je inflexnim bodem f.
V piipadé (21) lze postupovat obdobné. O

Definice. Necht a,b € R a f je funkce. Rekneme, Ze f mé v oo asymptotu az + b, jestlize
$1ergo(f(x) —azx —b) = 0.

Obdobné definujeme asymptotu v —oc.



Véta 4.17 (tvar asymptoty). Necht a,b € R a f je funkce. Potom f md asymptotu ax + b v 00
pravé tehdy, kdyz

lim M:a & lim (f(x) —ax) =b.
Obdobné tvrzent plati pro asymptotu v —oo.

Diikaz. =  Podle véty o aritmetice limit plati

lim 7]‘(33) = lim (f(a:) —ar—b +a+ b) =a,
T—00 T xT—r00 xT €T
a
IILH;O (f(z) —ax) = Ilirgo (f(x) —ax —b+b) =b.
<= Jest
lim (f(x) —ax—b)=b—-b=0,
a tedy = — ax + b je asymptotou funkce f v co. O
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5. TAYLORUV POLYNOM
5.1. Zakladni vlastnosti.

Definice. Necht f je funkce, a € R a f’(a) existuje vlastni. Pak te¢nou ke grafu funkce f v bodé
a nazyvame afinni funkci t: R — R definovanou predpisem

t(x) =fla)+ f'(a)- (x—a), z€eR
Poznamka (aproximac¢ni vlastnost te¢ny). Necht f,¢ a a jsou jako vyge. Pak

o F@) = @) L f@) = f(@) ~ f() (@ —a)

= lﬁl(w ~ /@) = f'(a) = f'(a) = 0.

Funkce ¢ tedy v blizkosti bodu a dobfe priblizuje (aproximuje) chovéani funkce f ve vySe uvedeném
smyslu.

Obdobné pro n € N hleddame polynom P spliwjici st P < n a
S~ P)

T—a (gj — a)"

=0.

Definice. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni (") (a). Pak polynom T;/¢, definovany
pro kazdé z € R predpisem

1 1
T/ (@) = f(@) + fa) @ = a) + 5" (@)@ =0 + -+ — [ @) — o),
nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a fadu n.
Umluva. Vyraz (r—a)° chapeme jako 1, a to i pro x = a. Symbolem f© rozumime f a symbolem
T/ rozumime f(a).

Poznamky. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni f(™)(a). Potom
(a) TIf’a =1,
(b) st T/ < n a tato nerovnost miize byt ostra,
() (Tf) =TL1.

Véta 5.1 (Peaniiv tvar zbytku). Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje viastni f™ (a). Potom
_Tfa
L fa) - T

T—a (aj — a)"

=0.



Diikaz. PouZijeme matematickou indukci podle n. Necht n = 1. Potom plati

o S@ =T M) L fe) — )

T—a Tr—a T—a T —a

=0.

Necht n € N, n > 1. Predpokladejme, Ze existuje vlastni (™ (a) a tvrzeni véty plati pro n — 1. To
znamend, ze pro kazdou funkci g takovou, Ze existuje vlastni g(”_l)(a), plati

gl T )
m —-——----
T—a (;(; — a,)”_l

=0.

Tento piedpoklad vyuZzijeme pro g = f’. Vime, Ze funkce f’ v bodé a vlastni (n — 1)-ni derivaci,
nebot (f')"~V(a) = f™(a) € R. Podle indukéniho piedpokladu tedy plati

(22) o £/ = T (@)

T—a (x — a)"—l

=0.

Funkce f je spojitad v bod& a, nebot existuje vlastni f’(a). Funkce T/® je polynom, a tedy je
také spojitd v bodé a. Z toho plyne, Ze miZzeme vyuzit L’Hospitalova pravidla (Véta 4.11(a)).
Dostaneme
/
fl@) =T @) . (flx) =T )

lim ———" "~ = lim :
T—a (.T — a,)” T—a ((.’E _ a)n)

Podle poznamky (c) plati (T/:’a)l = T,{/fi Tudiz z (22) vyplyva, Ze

a / _ pfha
@ -TfE @) -Tw)
T—a (x —a)® z—a  n(x—a)" 1

=0.
Tim je tvrzeni dokizano. O

Lemma (aproximace polynomu). Necht @ je polynom, n € N, stQ <n,a €R a

im @) _
T—a (1: — a)n
Pak @Q je nulovy polynom.

Diikaz. Predpokladejme, Ze polynom () neni nulovy. Protoze ma ) v bodé a kofen, nalezneme
ke {l,...,n} a polynom R takova, ze Q(z) = (v — a)*R(z) a R(a) # 0. Odtud plyne, Ze

0= limM: lim ﬂ

z—=a (x —a)®  z—a(x—a)"Fk
Posledni limita ale bud neexistuje (je-li ¥ < n a n — k je liché), nebo je nevlastni (je-li kK < n a
n — k je sudé), nebo je vlastni a nenulova (je-li £ = n). Ve vSech piipadech dostavame spor. O

Véta 5.2 (jednoznacnost Taylorova polynomu). Necht f je funkce, a € R, n € N, existuje vlastni
f(a) a P je polynom splitujici st P < n a

=P
Potom P = Tyf*a.
Diikaz. Podle Véty 5.1 vime, ze

im L@ =@ _

T—a (a’: — a)”
Podle véty o aritmetice limit tedy plati

lim M — lim (Tr{ﬂ(x) - f(x) f(l‘) — P(a:)
(x —a)” (x —a)"

)zO—&—OzO.

z—a (x —a)” T—a

Dale plati st (T,{’a — P) < n, a tedy je podle lemmatu T)>* — P nulovy polynom. O



Véta 5.3 (obecny tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a < x, a f md v kaZdém bodé
intervalu [a, z] vlastni derivaci #ddu (n + 1). Necht ¢ je spojitd funkce na [a,z] magjici v kaZdém
bodé intervalu (a,x) vlastnd nenulovou derivaci. Pak existuje & € (a,x) takové, Ze

_i@(x)—@(a) (n+1) )"
S AN CICER

Diikaz. Definujme funkci F': [a, z] — R pfedpisem

PO = £a) = (£ 4 £ =0+ oo L@ -0").

Funkce F' je spojita na [a,z] a ma vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu (a, ), nebot vSechny
funkece vystupujici v definici F' maji vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu [a, z]. Podle Cau-
chyovy véty (Véta 4.10) tedy nalezneme £ € (a, x) takové, Ze

F(z) - F(a) _ F'(§)

(23) o) —pla) PO

Zvolme ¢t € (a,x). Potom
PO == (£O+ O 04 0O =0+t L0 -1

1
_ _ — g(n+1) _\n
= S @) - )"
Dosadime-li ¢t = &, dostaneme
1
F'() = ——f" V()@ — )"
Ziejmé plati F(x) =0 a F(a) = f(z) — T/ %(x). Odtud a z (23) dostavame

) — f.a ) = igp(x)fgp(a) (n+1) T — &
fz) =T (x) PR ST (@ =)

O
Poznamky. (a) Obdobné tvrzeni plati i pro z < a.
(b) Predpoklady Véty 5.3 lze mirné oslabit. Sta¢i pfedpokladat, ze f (") je spojita na [a, z]
a f*1 existuje (vlastni ¢ nevlastni) na (a,z). I za tohoto piedpokladu lze pouzit postup z
uvedeného dikazu.
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Véta 5.4 (Lagrangeiv tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,z € R, a < z, a f md v kazdém
bodé intervalu [a, x] vlastni derivaci Tddu (n + 1). Potom existuje £ € (a,x) takové, Ze

(24 f@) =T (@) = gy O @ — ),

Diikaz. Polozme ¢(t) = (x — t)"*1, t € [a,z]. Pak je ¢ je spojitd na [a,z] a na (a,z) ma vlastni
nenulovou derivaci. Podle Véty 5.3 nalezneme £ € (a, ) takové, Ze
1 0— (CB o a)n+1 - f(”Jrl)(f)(x o a)n+1

) — Tha(y) — — (n+1) T —
flx) = T7%x) o (—(n—l—l)(w—f)")f ) £) (n+1)!

O

Véta 5.5 (Cauchytv tvar zbytku). Necht f je funkce, n €N, a,z € R, a < z, a f md v kazdém
bod¢ intervalu [a, x| viastni derivaci Fddu (n+ 1). Potom ezistuje € € (a,x) takové, Ze

(25) f(@) - TH%@) = ~ Fr () (2 — )"« — a).

n!



Diikaz. Polozme ¢(t) = t, t € [a,z]. Pak je funkce ¢ je spojitad na [a,z] a na (a,r) mé vlastni
nenulovou derivaci. Podle Véty 5.3 nalezneme £ € (a, ) takové, ze

fla) ~ T (@) = 2 ST (e @ — 6" = (e~ 6w )

5.2. Symbol ,,malé o*.

Definice. Necht f a g jsou funkce a a € R*. Rekneme, Ze f je v bodé a malé o od g, znaéime
f(z) = o(g(x)), x — a, jestlize plati

lim @ =0.

z—a g(x)

Poznamky. (a) Vyraz ,,f(z) = o(g(z)), © — a“ chdpeme jako jeden symbol. Znaménko rovnosti
zde neznadi standardni rovnost mezi readlnymi ¢isly nebo funkcemi.
(b) Tvrzeni Véty 5.1 je moZné zapsat ve tvaru

f2) =TI () = o((z — a)"), @ —a.
¢) Symbol f(x) = o(1), z — a, znamena, ze lim,_,, f(z) = 0.

(
(d) Symbol o lze pouZit i pro jednostranné limity.
(e) Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme symbol & — a vynechavat.

Definice. Necht f a g jsou funkce a a € R*. Rekneme, Ze f je v bodé a velké o od g, znacime
f(z) = O(g(x)), x — a, jestlize existuji C,§ € R, C > 0, § > 0, takova, Ze

Vz € P(a,d) : | f(x)] < Clg(x)].
Poznamky. Plati naptiklad

2% = o(2?), © — 0,

22 = o(z?), x — oo,

e ¥ =o(z%), x > oo pro kadé a € R,
1 —x = o(arccosz), = — 1_,

arccosx = O(vV1—x), x — 1_,
sin(2z) = O(z),z — 0, ale sin(2z) # o(x),z — 0,
f(z) =0(g(x)),x = 0, pro kazdé f(z),g(z) € {z,sin(z), tg(z), arcsin(z), arctg(x) }.

Véta 5.6 (aritmetika malého o). Necht a € R*.

(a) Jestlize fi(z) =o(g(z)), z = a a fo(z) = o(9(x)), © = a, potom fi(z) + fo(z) = o(g(z)),
T — a.

(b) Jestlize fi(z) = o(gi(x)), z — a a fa(x) = o(g2(x)), + — a, potom fi(z)f2(z) =
o(g1(2)g2(x)), = = a.

(c) Jestlzze fl( ) = o(gl(x)), x — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom f1(x = ( (z)f2 ), T —a.
(d) Jestlzze f( ) =0(g1(2)), = a alim,_, % je vlastni, potom f(z) = o(g2(2)), z — a.
(e) Jestlize f(z) = (g(x)), x — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a, potom
h(z)f(z) = o(9(x)), z — a.

(f) Jestlize a € R, myn € NU{0}, m < n, a f(z) = o((z — a)"), = a, potom f(z) =
o((zx—a)™), z — a.

Drikaz. Vsechna tvrzeni plynou z véty o aritmetice limit. O

Véta 5.7 (malé o a skladani). Necht a,b € R*, necht ¢ je funkce definovand na néjakém prs-
tencovém okoli bodu a a necht f a g jsou funkce definované na néjakém prstencovém okoli bodu



b. Predpoklidejme, Ze plati f(y) = o(g(y)), y — b, alim,,, p(x) =b. Necht ddle existuje § € R,
6 > 0, takové, Ze
Va € P(a,0): () #b.

Potom f(p(z)) = o(g(e(x)), z — a.
Diikaz. Tvrzeni plyne z véty o limité slozené funkce (Véta 3.3(P)). O

5.3. Taylorovy polynomy elementarnich funkci.

Véta 5.8 (Taylorovy polynomy elementarnich funkei). Nechtn € N a o € R. Pak plati

Pt (2k + 1)!
n
S, (_1)k
© T50@) = 3 (e
k=0
(d) Tlog(l—&-a:),O(w) — i (_1)kxk+1
" okt ’
log }fi 0 n CL'%'H
e O et
£ Tarctg,O _ - _1)k 2k+1
() 2n+1 () 2k+1$ )
k=0
n
)% Q
(8) T (@) = Y (k>x
k=0

Priklad. Odhadnéte velikost zbytku p¥i aproximaci funkce e* Taylorovym polynomem fadu n v
bodé 0 pro z € [0, 1].

Piiklad. Urcete, pro kterd z € R ma aproximace funkce cosz Taylorovym polynomem fadu 2 v
bodé 0 presnost alespoin 107%.

Priklad. Urcete hodnotu sin(1°) s presnosti alespoii na 1075,

Piiklad. Urcete, pro kterd a € R existuje limita

i 22 cos(y/r) — (sin(z)) log(1 + x) + ax?
IL%{F {ES

a pro tato a limitu spoctéte.
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