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Predehra

® “Lasciate ogni speranza o voi ch'entrate.”
(Zanechte v3i nadéje, kdo vstupujete.)

[Dante Alighieri; Bozska komedie, Peklo]

e “Und die Pforte ist enge, und der Weg ist schmal, der zum Leben fiihret; und wenig
ist ihrer, die ihn finden."
(Tésna brana a zka cesta vsak vede k zivotu a malokdo ji nachazi.)

[Matous 7:14; Lutherova Bible]
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Tésna brana a Guzka cesta

® Potfeba stochastického mysleni: 95% & 95% = 7

® T¥i bézné zalezitosti mimo nasi dlouhé cesty:

® Derivace méla byt definovana jako log-derivace, ale ... fyzika

® Centralni limitni véta je pouze svaty predgral, ale vsude nediferencovatelna spojita
funkce, ke které vsechno konverguje, je svaty gral

® Kazdy pouziva neuronové sité, ale pouze hrstka jim rozumi
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Uvodni kurz

# Zakladni kurz
> Pripravny kurz

< Komplexni kurz
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Agenda

Uvod a motivace

1. Nahodné jevy

2. Nahodné veliciny

3. Stredni hodnota

4. Stochastické nerovnosti

5. Stochastické konvergence

. Statistické uceni

o

~

. Statistické funkcionaly
8. Parametricka inference
9. Testovani hypotéz

10. Literatura
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Agenda

Uvod a motivace

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

Literatura
Struktura

Data science
Data mining
Machine learning

6/194



Literatura

® Hlavni zdroj [Wasserman, 2013]
o Ceska castecna alternativa [Dupac and Huskova, 2013]

e Dodate€ny a rozsifujici material
[Casella and Berger, 2001, Chung, 2001, Resnick, 2013, Rosenthal, 2006, Ross, 2020]

7/194



Bloky zvyrazneného textu

Nékteré dualezité texty budou zvyraznény, protoze jsou diilezité.

Definice 0.1 (Nazev definice)

Definice jsou Cervené.

Priklad 0.2 (Nazev prikladu)

Priklady jsou zelené.

Véta 0.3 (Nazev véty)

Véty jsou kurzivou a modre.
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Data science (datova veda)

= Matematicka statistika + Algoritmické vypocty
e Matematicka statistika = od@ivodnéna statistika

I ne pouze “Jako?", ale také “Pro¢?”
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Data mining (dolovani dat?)

+ Statisticka inference = Stochastické modelovani

[Proces generujici data}

Statisticka inference & Data mining Pravdédpodobnost

[Pozorovéna data]
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Machine learning (strojové ucent)

¢ Statistical learning (statistické ucent)

Matematicka statistika Strojové uceni
odhadovani uceni

klasifikace uceni s ucitelem
shlukovani uéni bez ucitele
data trénovaci soubor
kovariaty znaky
klasifikator hypotéza
hypotéza —

interval spolehlivosti —
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Agenda

1. Nahodné jevy

11
1.2
1.3
1.4
15

Meé¥itelny prostor
Pravdépodobnostni prostor
Nezavislé udalosti
Podminéna pravdépodobnost
Bayesova véta
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Meritelny prostor

Vybérovy prostor Q je mnozina vysledkii experimentu. Prvky w € Q se nazyvaji elementarni
jevy, vysledky nebo realizace. Podmnoziny Q se nazyvaji (nahodné) jevy/udalosti.

Priklad 1.1 (Dvojnasobny hod minci)

Pokud hodime minci dvakrat, pak Q = { PP, PO, OP, OO}. Udalost, zZe prvni hod je
panna, je A ={PP, PO}.

Definice 1.2 (Méfitelny prostor)

Necht Q # 0 je néjaka mnozina a necht 29 predstavuje jeji potenéni mnozinu.
Podmnozina A C 2 se nazyva o -algebra nebo o -pole, pokud spliuje:
(i) 0 e A,
(i) pokud A € A, pak AC € A;
(iii) pokud Ay, As,... € A, pak U2 A; € A.

Dvojice (Q, A) se nazyva méritelny prostor.
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Pravdepodobnostni prostor

Kazdé udalosti A € A priradime realné Cislo P(A), které nazyvame pravdépodobnost
udalosti A.

Priklad 1.3 (Dva hody minci)

Necht H; je udalost, ze pfi prvnim hodu padne panna, a necht H; je udalost, Ze pFi
druhém hodu padne panna. Pokud jsou viechny vysledky stejné pravdépodobné, pak
pravdépodobnost, ze padne alespon jedna panna (tj. Hy U Hy), je 3/4.

Definice 1.4 (Pravdépodobnostni prostor)

Necht (Q, A) je méfitelny prostor. Zobrazeni (mnozinova funkce) P: A — [0,1] je
pravdépodobnostni mira, pokud spliuje:

(i) P(Q) = 1;
(i) pokud Ay, As,... € A jsou (dvojice) disjunktni, pak P(U2, A;) = 377, P(A;).

Trojice (Q, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.
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Zakladni vlastnosti pravdéepodobnosti

Definice 1.4 jasné implikuje: P(0) =0, P(AC) =1 -P(4), A B = P(A) < P(B),
ANB=0=P(AUB)=P(4)+P(B)

Lemma 1.5 (Pravdépodobnost sjednocent)
Pro libovolné udélosti A, B € A plati:

P(AU B) =P(A) +P(B) - P(An B).

Véta 1.6 (Spojitost pravdépodobnosti)

Bud A, T A nebo A, | A, pak
P(A,) — P(A).

15 /194



Konecné vyberové prostory

Predpokladejme, ze vybérovy prostor Q = {w1,...,ws} je kone€ny.

Priklad 1.7 (Hod dvéma kostkami)

Q ma 36 prvki: Q={(7,7): 1,7 € {1,...,6}}. Pokud jsou viechny vysledky stejné
pravdépodobné, pak P(A) = |A|/36, kde | A| oznaCuje pocet prvkil v A. Pravdépodobnost,
Ze soucet na kostkach je 11, je 2/36, protoze dva vysledky odpovidaji této udalosti.

Pokud je Q konecéné a pokud jsou viechny vysledky stejné pravdépodobné, pak

A
F(A) = 1o

€oZ nazyvame rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti.
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Nezavislost |

Definice 1.8 (Nezavislé udalosti)

Dvé udalosti A, B € A jsou nezavislé, pokud
P(AN B) =P(A)P(B)

a zapisujeme A 1 B. Mnozina udalosti {A; € A : 1 € I} je nezavisla, pokud

(4| =] [Ba)

1eJ 1eJ

P

pro kazdou kone€nou podmnozinu J C I. Pokud A a B nejsou nezavislé, zapisujeme

AT B.

® Nezavislost miize byt nékdy predpokladana (véfena) nebo nékdy odvozena (dokazana)

® Disjunktni udalosti s kladnou pravdépodobnosti nejsou nezavislé
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Nezavislé experimenty

Priklad 1.9 (Hod spravedlivou minci 10krat)

Necht A ="alespon jedna panna”. Necht T je udalost, Ze pfi 7-tém hodu padne orel. Pak

P(A) =1 -P(AL)
=1 — P(samé orly)
=1-P(TyN...N Thp) pouzivame nezavislost
=1-P(Ty)...P(Tho)
=1-(1/2)'° ~ .999.
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Podminéna pravdepodobnost

Definice 1.10 (Podminéna pravdépodobnost)

Pokud P(B) > 0, pak podminéna pravdépodobnost A za podminky B je

P(AN B)

P(A|B) = 5

Muzete si predstavit P(A|B) jako podil pfipadi, kdy nastane A, mezi témi, kdy
nastane B. Pro pevné B takové, ze P(B) > 0, je P(:|B) pravdépodobnost.
Obecné P(A|B) # P(B|A).

Udalosti A a B jsou nezavislé tehdy a jen tehdy, kdyz P(A|B) = P(A), za
predpokladu, ze P(B) > 0.

P(AnN B) =P(A|B)P(B) =P(B|A)P(A), za predpokladu, ze P(A)P(B) > 0.
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Citlivost a specificita |

Priklad 1.11 (Lékarsky test na nemoc D s vysledky + a —)

Pravdépodobnosti jsou:

| b DC
+ | .009 .099
- | .001 .891

Podle definice podminéné pravdépodobnosti:

P(-nDC) 891 o
p(DC) ~ .891+.099

PND) 009 o p ey

P(+|D) = = =
+1P) = =55y~ ~ D09+ 001

Zda se, Ze test je pomérné presny. Nemocni lidé vykazuji pozitivni vysledek v 90 % pripadi
a zdravi lidé negativni vysledek pfiblizné v 90 % pripada.
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Citlivost a specificita Il

Priklad 1.12 (Lékarsky test na nemoc D s vysledky + a — (pokracovani))

Predpokladejme, ze jdete na test a vysledek je pozitivni. Jaka je pravdépodobnost, ze
mate nemoc? Vétsina lidi odpovi .90. Spravna odpovéd je:

P(DN+)  .009
P(+)  .009+.099

P(Dl|+) = .08.

Nevérte své intuici.

Nicméné ani Cerné skririce nelze slepé diivéfovat: Nahodné vybrana osoba je posuzovana
(nikoli symptomaticka).

21/194



Zakon Gplné pravdéepodobnosti a Bayesova veta

Véta 1.13 (Zakon aplné pravdépodobnosti)

Necht A1, Ao, ... je disjunktni spocetny rozklad Q takovy, Ze P(A;) > O pro kazdé 1 € N.
Pak pro libovolnou udalost B plati:

P(B) = ) P(B|A:)P(A)).

1=1

P(A;) je apriorni pravdépodobnost A; a P(A;|B) je aposteriorni pravdépodobnost A;.

Véta 1.14 (Bayesova véta)
Necht A1, Ao, ... je disjunktni spocetny rozklad Q takovy, Ze P(A;) > 0 pro kazdé 1 € N.
Pokud P(B) > 0, pak pro kazdé i plati:
P(B|A:)P(A;)
2521 P(B|A;)P(4;)

P(A;|B) =
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Filtrovani emaili

Priklad 1.15 (T¥i kategorie emaild)

Ai=,spam”, A=, nizka priorita“ a Asz=,vysoka priorita“. Na zakladé pfedchozi zku3enosti
zjistime, ze P(A1) =.7, P(Az) = .2 a P(A3) = .1. Samozfejmé .7+ .2+.1 = 1. Necht B je
udalost, Ze email obsahuje slovo ,zdarma”. Na zakladé pfedchozi zkusenosti vime, Ze
P(B|A;) = .9, P(B|Aj) = .01, P(B|As) = .01. (Poznamka: .9+ .01 +.01 # 1.) Prijde
vam email obsahujici slovo ,zdarma“. Jaka je pravdépodobnost, ze jde o spam? Bayesova

véta rika: -
9x.
P(Ay|B) = = .995.
IOx.7+.01x.2+.01x%x.1
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Agenda

2. Nahodné veliciny
2.1 Meéritelna zobrazeni
2.2 Rozdéleni ndhodné veliciny
2.3 Hustota
2.4 Distribuéni funkce
2.5 Diskrétni a spojita rozdéleni
2.6 Kvantil
2.7 Diskrétni nahodné veliciny
2.8 Spojité ndhodné veliciny
2.9 Nahodné vektory
2.10 Marginalni rozdéleni
2.11 Nezavislé nahodné veliciny
2.12 Podminéné rozdéleni
2.13 Mnohorozmérna rozdéleni
2.14 Transformace nahodnych velicin

2.15 Transformace nahodnych vektori
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Méritelnd zobrazeni

Definice 2.1 (Nahodna veli¢ina)
Necht (L, A) je méritelny prostor. Nahodna veliina je méritelné zobrazeni, které prirazuje
kazdému vysledku w realné &islo X (w). To znamena, ze

X: Q>R & {weQ: X(w)<z}eA YV eR.

¢ [XeAl=X"1A) ={weQ: X(w) € A}
® B(R) je borelovska o-algebra na R
e X: (QA) > R,B(R) & VBeBR): {weQ: X(w)e BfeA

Priklad 2.2 (Hod minci desetkrat)
Necht X (w) je pocet licti v posloupnosti w. Pokud w = HHTHHTHHTT, pak
X (w) = 6.
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Rozdeleni pravdepodobnosti

Definice 2.3 (Rozdéleni nahodné veliciny)

Rozdélenim nahodné veliciny X : (Q, A) — (R, B(R)) nazveme indukovanou
pravdépodobnostni miru Px na (R, B(R)) definovanou jako

Px(B) :=P[{weQ: X(w) € B}, BeBR).
® Px je obraz miry P v zobrazeni X a (Q, A, P) se zobrazi na pstni pr. (R, B(R),Px)

Véta 2.4 (O prenosu integrace)

Budiz g méritelnd funkce na méritelném prostoru (M, M) a X : (Q, A,P) — (M, M).
Necht Px je mira na M indukovana zobrazenim X, tj. Px (M) =P[X~1(M)] pro
M e M. Potom, pokud je alespon jedna strana definovana,

/ 91X ()] dP(w) = / 9(2)dPx (2).
Q /A

e Uzitecné volby: (., M) = (R, B(R)) nebo (4, M) = (R%, B(R?)) 26/ 194



Hustota

® Nepotrebujeme znat celé (Q, A,P) a X, ale staci nam Px na (R, B(R))
e Radon—Nikodymova véta: u, v jsou o-konecné miry na (M, M):

v<pu = 3(az na mnu p-miry 0)f € LY (n), f > 0: v(M) :/ fdu, VM e M
M

e Znacime f = dv/du a nazyvame Radon—Nikodymova derivace (nebo hustota)

Definice 2.5 (Hustota ndhodné veliciny vzhledem k mire)

Bud X nahodna velicina s rozdélenim Px a Px < u je o-koneéna mira na (R, B(R)).
Potom fx = dPx /du se nazyva hustota ndhodné veliciny X vzhledem k mire u.

Véta 2.6 (Vypocet psti)
Necht X je ndhodna velicina s rozdélenim Px a B € B(R). PakP[X € B] =Px(B).
Je-li navic fx hustota X vzhledem k o--konecné mire u, potom P[X € B]| = fB Fxdu.
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Distribucni funkce

Definice 2.7 (Distribucni funkce)

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Distribu¢ni funkce (CDF) nahodné veliciny
X je funkce Fx : R — [0, 1] definovana jako

Fx(z)=P(X <z), Yz e R.

* Fx(z) =Px((-,z]), Vz e R

® Mnozinovy systém {(—oo, z], £ € R} je uzavfeny na priiniky, pro B, = (—oco, n],
n € N plati B, TR, a Px je konecna mira, takze z véty o jednoznaénosti miry plyne,
ze distribucni funkce jednoznaéné uréuje rozdéleni Px nahodné veli¢iny X

® Fx(z)=Fy(z),VTeR=>P[X € B]|=P[Y € B], VB € B(R)

e Ale riizné nahodné veli¢iny (definované na riiznych pstnich prostorech, nebo na
stejném pstnim prostoru, ale s riznymi hodnotami pro stejna w € Q) mohou mit

stejnou distribuéni funkci (a tedy stejné rozdéleni)
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Hod minci dvakrat

Priklad 2.8

Hodime spravedlivou minci dvakrat a necht X je pocet lici. Pak
P(X =0)=P(X =2)=1/4 a P(X =1) =1/2. Distribuéni funkce je

0, T < 0;
Fy(z) 1/4, 0<z <1
) =
* 3/4, l<z<2

1, T > 2.

Vsimnéte si, ze funkce je zprava spojita, neklesajici a Ze je definovana pro vsechna z,
prestoze nahodna veli¢ina nabyva pouze hodnot 0, 1 a 2.
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Vlastnosti distribucni funkce

Véta 2.9 (Ti zakladni vlastnosti)
Pokud F' je distribu¢ni funkce nahodné veliciny X, pak:

(i) F' je neklesajici: 1 < xp implikuje F(z1) < F(x).
(ii) F' je normovana: lim,| o F'(z) =0 a limgpieF'(z) = 1.
(iii) F je zprava spojita: F'(z) = F'(z*) pro vsechna z, kde F(z*) = limy |+ F(y).

® Diikaz opaéného sméru — konkrétné, ze pokud funkce F' zobrazujici R na [0, 1]
spliuje (i), (ii) a (iii), pak je distribucni funkci néjaké nahodné velic¢iny — vyzaduje
hlubsi nastroje analyzy.

e Navic existuje pravé jedna konecna borelovskd mira u na R takova, ze
F(z) = u((—o0,z]), Y € R — Lebesgue—Stieltjesova mira.

®* P[X €(a,b]]=P[X <b]-P[X <a]=Fx(b)-—Fx(a),a<bd

I obecné: P[X € (a,b)] = Fx(b")— Fx(a) & P[X € [a,b]] = Fx(b)— Fx(a™)
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Rozklad rozdeleni pravdéepodobnosti
Rozklad borelovské miry na (R, B(R)):

Px = paspoj + Msingn + Hdiska
® [aspoj je absolutné spojita mira vzhledem k Lebesgueové mire A
Haspoj <A (YB € B(R) : A(B) =0 = taspoi (B) = 0)
® [lsingn Je singularni neatomicka mira vzhledem k Lebesgueové mire A
VT € R: psingn({2}) =0 & pgingn L A (AN € B(R) : A(N) =0& psingn (R\N) =0)
® [lgiske je diskrétni (atomicka) mira vzhledem k Lebesgueové mire A
A spocetnd S CR: A(S) =0& pgiska(R\ S) =0

pak taiska (") = Yseg as1{s € -}, kde 1{s € -} =: 65(-) je Diracova mira v atomu s

31/194



Diskrétni rozdéleni

Definice 2.10 (Diskrétni nahodné veliciny)

Nahodnou veli¢inu X nazveme diskrétni, pokud existuje (konecna nebo spocetna)
indexova mnozina I C N a posloupnosti {z;};c; C R a {p;}icr C (0, 1], takové, ze

Px =Zp¢6a.-¢ a sz:l,

el el
kde §, znaéi Diracovu miru v u € R.

e Diskrétni distribuéni funkce odpovidajici rozdéleni Px diskrétni nahodné veliciny X

T;<T
Fx(z) = Zpiﬂ[zi,oo)(m) = Zpiﬂ{fﬂi <z}= Z Di
el el el
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Pravdepodobnostni funkce a diskrétni rozdeleni

Necht X je diskrétni nahodna veli¢ina z definice vyse a v &itaci mira na {z;};c; C R, pak:
° Py v

® Hustota fx nahodné veli¢iny X vzhledem k Citaci mife v se nazyva také
pravdépodobnostni funkce diskrétniho rozdéleni X

Di, T =Ty,
* fx(z) =
{O’ zé {aﬁ}iel-

Priklad 2.11
1/4, z=0;
1/2 =1;
Pravdépodobnostni funkce pro Priklad 2.8 je fx(z) = /2. e=1;
1/4, z=2;
0, jinak.
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Spojita rozdeleni

Definice 2.12 (Spojité nahodné veliciny)

Nahodnou veli¢éinu X nazveme (absolutné) spojitou ndhodnou veli¢inou, pokud Px < 4,
kde A znaci Lebesgueovu miru na R.

® Distribu¢ni funkce F'x absolutné spojité nahodné veliciny ma derivaci F'j, A-skoro
vSude a pro hustotu fx nahodné veliciny X vzhledem k A plati

fx = F}'{ A-s.v.

e Absolutné spojita distribucni funkce odpovidajici rozdéleni Px absolutné spojité
veliciny X
T
Fx(:l:) = / fx(t)dt, Vz e R
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Dasledky definice distribucni funkce

Lemma 2.13 (Dasledky definice distribucni funkce)
Necht F' je distribuéni funkci nahodné veliciny X . Potom:
1. (X =z)=F(z)- F(z7), kde F(z7) = limy1,- F(y);
2. P(z < X <y)=F(y) — F(z),
3. P(X >z)=1- F(x);
4. Pokud X je spojita, pak

F(b)—F(a)=Pla<X <b)=Pla< X <b)
=Pla< X <b)=P(a <X <b).
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Kvantilova funkce

Definice 2.14 (Kvantil)

Necht X je ndhodna veli¢ina s distribuéni funkci F'. Inverzni distribu¢ni funkce neboli
kvantilova funkce je definovana jako

Fl(g) = inf{:z: : F(z) > q}, q € (0,1).

® Pokud je F' striktné rostouci a spojita, pak F~1(q) je jediné z € R takové, Ze

F(z)=q.
e Kvantilova funkce je neklesajici a zprava spojita.
® 7 F~! Ize jednoznacné uréit F', takze také charakterizuje rozdéleni Px.
e F~1(1/4) je prvni kvartil, F=1(1/2) je median (neboli druhy kvartil) a F~1(3/4) je

treti kvartil.
® Dvé nahodné veliciny X a Y jsou stejné rozdélené — zapisujeme X 2y _ pravé

tehdy, kdyz F'x(xz) = F'y(z) pro viechna z. To viak neznamena, ze X = Y.
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Priklady — Diskrétni nahodné veliciny |

Priklad 2.15 (Bodové rozdéleni — Konstanta skoro jisté)

X ma bodové rozdéleni v bodé a pravé tehdy, kdyz P[X = z] = 1{z = a}, z € R.
Zapisujeme X ~ &, (Diracovo rozdéleni v bodé a). Potom Fx(z) = 1{z > a}.

Priklad 2.16 (Diskrétni rovnomérné rozdélen)

X ma diskrétni rovnomérné rozdéleni na {1,..., k} pravé tehdy, kdyz

1/k, proz=1,...,k;

fx(@) = {0, jinak.
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Priklady — Diskrétni nahodné veliciny Il

Priklad 2.17 (Bernoulliho rozdéleni — Alternativni rozdéleni)

X ma Bernoulliho (nebo alternativni; 0-1) rozdéleni s parametrem p € (0, 1) pravé tehdy,
kdyz fx(z) = p*(1 - p)'~% pro z € {0,1}. Zapisujeme X ~ Alt(p) nebo X ~ Be(p).

® Rozdéleni indikatoru nahodného jevu, tuspéch vs. neaspéch.
Priklad 2.18 (Binomické rozdéleni)
X ma binomické rozdéleni s parametry n € N a p € (0, 1) pravé tehdy, kdyz

fx(z) = (Z)pz(l -p)" "z €{0,...,n}}.

Zapisujeme X ~ Bi(n, p).
¢ Rozdéleni souctu nezavislych alternativnich veli€¢in (po¢tu Gspéchd mezi n pokusy).
® Presngji, jsou-li 1L X; ~ Alt(p), 1=1,...,n, pak X7 ; X; ~ Bi(n, p).
e Bi(1, p) jest Alt(p). 38/1904



Priklady — Diskrétni nahodné veliciny Il

Priklad 2.19 (Geometrické rozdélent)
X ma geometrické rozdéleni s parametrem p € (0,1) (X ~ Geo(p)) pravé tehdy, kdyz

fx(z) = p(1-p)* pro z € Np.

® Pocet neaspéchii pfed prvnim Gspéchem v posloupnosti nezavislych pokust.

Priklad 2.20 (Negativné binomické rozdélen)

X ma negativné binomické rozdéleni s parametry n e N a p € (0,1) (X ~ NB(n, p))
pravé tehdy, kdyz
n+z—-1

fX(fE)=( -

)p"(l - p)* pro z € Np.

® Rozdéleni poétu neuspéchii predchazejicich n-tému aspéchu v posloupnosti
nezavislych pokus.

® NB(1,p) jest Geo(p).
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Priklady — Diskrétni nahodné veliciny IV

Priklad 2.21 (Poissonovo rozdélent)

X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A > 0 (X ~ Po(1)) pravé tehdy, kdyz

fx(z) = exp{-1}1%/z! pro z € Ng.

Pokud X ~ Po(1x) a Y ~ Po(dy) jsou nezavislé (1L), potom
X +Y ~Po(dx +Ay) (pozdéji snadné).

Neplati bez 1 (zkuste kontrapriklad).

< netrivialni (Raikovova véta).

Jestlize n — o0 a np — A < oo, pak Bi(n, p) konverguje k Po(2) (v zmyslu
konvergence hustot).
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Priklady — Spojité nahodné veliciny |

Priklad 2.22 (Rovnomérné rozdéleni)

X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu [a, b] pravé tehdy, kdyz
fx(z) = (b-a) *1{z € [a, b]}. Zapisujeme X ~ U(a, b) nebo X ~ R(a, b).

Pfiklad 2.23 (Normalni nebo Gaussovo rozdélent)

X ma normalni (nebo Gaussovo) rozdéleni s parametry u € R a 02 > 0 (X ~ N(u,0?))
pravé tehdy, kdyz
N2

fx(z) =

}, z € R.
2

2ro
X ~N(u,0%) = Z = (X - p)/o ~N(0,1) (standardni normalni rozdé&leni)
X ~N(ux,0%) L Y ~N(uy,0%) = X+ Y ~N(ux +uy, 0y +03) (pozdéji)
Neplati bez 1L
& netrivialni (Cramérova véta o dekompozici)
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Priklady — Spojité nahodné veliciny Il

° Distribuéni funkce N(0,1): ®(z) = /z ¢(t)dt ... nelze vyjadrit uzavrené, kde
() = exp{ z2/2}, = € R je hustota
standardn/ho/normovaneho/standard/zovaneho normalniho rozdéleni

Priklad 2.24
Predpokladejme, ze X ~ N(3,5). Najdéte P[X > 1]. ReSeni je:

-3
] = 1 - ®(-0.8944) = 0.81.
5

|
K

]P’[Xz1]:P[X>1]:1—]P’[Xsl]:1—]P[Zs =

Nyni najdéte z = F)_{l(O.2). Reseni: Z “tabulek” vime, ze ®(—0.8416) = 0.2.

O.Z:P[XSm]:P[ZS m_”]:ob[m_“ .
o g

Proto —0.8416 = Z=£ = 2=2 3 tedy z = 3 — 0.8416V5 = 1.1181.
a \8 42/194



Priklady — Spojité nahodné veliciny IlI

Priklad 2.25 (Exponencialni rozdéleni)
X ma exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0 (X ~ Exp(2)) pravé tehdy, kdyz

fx(z) = dexp{—-Az}1{z > 0}.

Priklad 2.26 (Gamma rozdéleni)

X ma Gamma rozdéleni s parametry a, p > 0 pravé tehdy, kdyz

aP
I'(p)

kde I'(p) = fooo tP~lexp{—t}dt je Gamma funkce. Zapisujeme X ~ Gamma(a, p) nebo
X ~I'(a,p).

e X ~Exp(a) = X ~ Gamma(a,1)
e X ~Gamma(a,px) L Y ~ Gamma(a,py) = X + Y ~ Gamma(a, px + Py)  43/104

P lexp{—az}1{z > 0},

fx(z) =




Priklady — Spojité nahodné veliciny IV

Priklad 2.27 (Beta rozdélent)
X ma Beta rozdéleni s parametry a, 8 > 0 pravé tehdy, kdyz

_T(a+p) - _
i (I)—Wz L1 -2 M1{z € (0,1)}.

Zapisujeme X ~ Beta(a, 8) nebo X ~ B(a, B).

Priklad 2.28 (y2-rozdéleni)
X ma y2-rozdéleni s p stupni volnosti (X ~ )(Zz,) pravé tehdy, kdyz

1
I(p/2)2p/?

* Pokud X1,..., X, £ N(0,1), pak 7, X2 ~ 2.

fx(z) = zP/?lexp{-z/2}1{z > 0}.
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Priklady — Spojité nahodné veliciny V

Priklad 2.29 (Studentovo t-rozdéleni)

X ma Studentovo t-rozdéleni s v stupni volnosti (X ~ t,) pravé tehdy, kdyz

_T((v+1)/2) 1
(@) = T ey (v a2 )R

°X~N(0,1)JJ_Y~)(,2,=>‘/§_/~1‘,V

e Standardni normalni rozdéleni odpovida t-rozdéleni s v = o

Priklad 2.30 (Cauchyho rozdélent)
Cauchyho rozdéleni je specialni pfipad t-rozdéleni, kdyz v = 1 (X ~ Cauchy).

* X ~ Cauchy = fx(z) = ==

n(1+z2)
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Mnohorozmeérna ndhodnost

Definice 2.31 (Nahodny vektor)

Necht (Q, A) je méFitelny prostor. Nahodny vektor je méritelné zobrazeni, které kazdému
vysledku w priradi redlny d-rozmérny vektor X(w). To znamena, ze

X: Q>R & {weQ: X(w) < x}eA, Vx eR%

Definice 2.32 (Rozdéleni nahodného vektoru)

Rozdélenim nahodného vektoru X : (Q, A) — (R, B(R?)) nazveme indukovanou
pravdépodobnostni miru Px na (R%, B(R%)) definovanou jako

Px(B) =P[{w e Q: X(w) € B}], B e BR?).

® Px je obraz miry P v zobrazeni X a (Q, A, P) se zobrazi na pstni prostor
(R%, B(R?), Px) — analogie s nahodnymi velicinami.
e X=[Xi,...,X4] je nahodny vektor < X, je ndhodna veli¢ina V¢ € {1,...,d}.
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Sdruzena distribucni funkce

Definice 2.33 (Sdruzena distribucni funkce)

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Sdruzena distribucni funkce nahodného
vektoru X = [ X1, ..., X4]7 je funkce Fx : R — [0, 1] definovana jako

Fx(x) =P(X <x) =P(N&, {X¢r < z}), Vx=[z1,...,24]7 €R%

Véta 2.34 (Vlastnosti sdruzené distribucni funkce)

Pokud je F' sdruzena distribucni funkce d-rozmérného nahodného vektoru X, pak plati:
(i) F' je po slozkach neklesajici a zprava spojita;

(i)
limg, |- F(x) =0 prokazdét=1,...,d

1ingT+oo veF'(x) =1,
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Marginaly

Véta 2.35 (Marginalni distribucni funkce)
Pokud je F'x je sdruzen distribucni funkce ndhodného vektoru X = [ Xy, ..., X4]|7, pak

My, pro0 Fx(T1s - - Ta) = Fixy o Xg a7 (B1s -2 Tgm1), VX = [21,...,24]T € RY,

X, 4] Je distribucni funkce nahodného (pod)vektoru [Xi, ..., X4-1]7.

.....

e Limitni pfechod miizeme zopakovat vicekrat a “marginalizovat” az na jednorozmérny
pripad (tedy nadhodnou veli¢inu)

® Slozky mazeme zapermutovat permutaci w: {1,...,d} — {1,...,d} a pak plati:

..... X7 (T, o Zq) = Flaxy,.. n(x)1r (m(21), ..., w(zq))
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Rozdeleni podvektorii

Definice 2.36 (Rozdéleni nahodného podvektoru — Marginalni rozdélent)

Necht J C {1,...,d} a |J| = m. Rozdélenim nahodného podvektoru
Y = {X¢}tees: (2, A) > (R™, B(R™)) nazveme marginalnim rozdélenim.

® Marginalni rozdéleni podvektoru Y je pak indukovana pravdépodobnostni mira Py na
(R™, B(R™)) takova, ze

Py(B) :=P[{w € Q: Y(w) € B&{X¢}¢eqr...aps €RT ™}, B e BR™).

® Specialné kdyz J = {1,..., m}, pak Py(B) = Px(B xR¢™™).

e Kdyz |J| =1, jedna se o ndhodnou veli¢inu.
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Diskrétni ndhodné vektory

Definice 2.37 (Diskrétni nahodny vektor)
Nahodny vektor X = [Xj,..., X4]T nazveme diskrétni, pokud existuje (konecna nebo
spocetna) indexova mnozina I C N a posloupnosti {x;};c; € R% a {p;}ser € (0,1],

takové, ze
Px = Z Pidx, 2 Z pi =1,
1€l 1€l

kde 6y znaéi Diracovu miru v u € R%.

e Diskrétni sdruzena distribuéni funkce odpovidajici rozdéleni Px diskrétniho ndhodného

vektoru X
X; <X
Fx(x) = ) Pl () = ) pil{xs <x}= ) py
el el el
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Spojité nahodné vektory

Definice 2.38 (Spojity nahodny vektor)

Nahodny vektor X = [Xj,..., X4]T nazveme (absolutné) spojity nahodny vektor, pokud
Px < A%, kde 1% znaci Lebesgueovu miru na R¢.

° Sdrudiené distribuéni funkce F'x absolutné spojitého nahodného vektoru ma derivaci
#@FX A%-skoro viude a pro sdruzenou hustotu fx nahodného vektoru X
vzhledem k 1% plati

a¢ d
=— —F A%-s.v.
Ix 0z ...014 X Y

® Absolutné spojitd distribuéni funkce odpovidajici rozdéleni Px absolutné spojitého
nahodného vektoru X

1 Tq
FX(X)=/ / fx(ty, ... t)dtg.. . dts, Vx=[z1,...,z4]7 € R?
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Hustota mnohorozmeérného rozdéleni

Véta 2.39 (Hustota vzhledem k soucinové referencni mire)
., X4]T a necht existuji o-konecné

Necht Px je rozdéleni nahodného vektoru X = [ X3, ..
miry ug, € € {1,...,d} na R takové, Ze pro ich soucin platiPx < u1 ® ... ® ugq. Potom
Px, < ue, V€ €{1,...,d}. Dale pak existuji nezaporné méritelné funkce (hustoty)

fx: R%— [0,00) afx, : R—[0,00), £ €{1,...,d} takové, Ze:

Px (x5, (=00, z¢]) = Fx(x) = / KOd(p1 ® ... pg)(t), Vx = [z1,...,24]7;

xd_ (—co,z¢]

Px(B) = /B fx(Od(u ® ... ® ug) (1), VB € BERY),
Navic Fx,(z¢) = [0 fx, (t)due(t), Var € R, VE € {1,...,d}, kde pro ys-s.v. t; € R:

Ix,(te) = / fx(t, . o t)dui®. .. QU1 ®@uer1®. .. @ug)(tr, ..., te—1, tests - -, ta)-
Rd-1 52/194



Pravdepodobnostni funkce pro mnohorozmerné

Necht X je diskrétni nahodny vektor a v Gitaci mira na {x;};e; C R?, pak:
°* Px v
e Hustota fx ndhodného vektoru X vzhledem k citaci mife v se nazyva také
pravdépodobnostni funkce diskrétniho mnohorozmérného rozdéleni X

. _|»i
fx() = {0, X ¢ {X;}ier-

X = X,

Dvojrozmérné rozdéleni nahodného vektoru [ X, Y]T:
Y=0 Y=1
X=0] 1/9 2/9 | 1/3
X=1| 2/9 4/9 | 2/3
/3 2/3 | 1

Pak fix,yjr(1,1) =P(X =1,Y = 1) =4/9.
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Hustota pro mnohorozmeérné rozdeleni

Priklad 2.41

Necht dvourozmérny nahodny vektor [ X, Y|T je rovnomérné rodélen na jednotkovém
ctverci. Pak fix.yir(z,y) = 1{(z,y) € [0,1]%}. Uréete P[X < 1/2, Y < 1/2].

Udalost B ={X < 1/2,Y < 1/2} odpovida podmnoziné jednotkového Etverce. Integrace
fix,v]r pres tuto podmnozinu v tomto pripadé odpovida vypoctu plochy mnoziny
{z <1/2,y <1/2}, ktera je 1/4. Takze P[X < 1/2,Y <1/2] =1/4.
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Marginalni rozdeleni — Diskrétni a spojité

Disledek 2.42 (Marginalni rozdéleni pro dvourozmérné nahodné vektory)

Pokud diskrétni nahodny vektor [ X, Y |T ma sdruzenou pravdépodobnostni funkce
fix,y)r, pak marginalni pravdépodobnostni funkce pro X je

fx(z) =P ZP =2, Y=yl =) fixv;(z9).
Y

Pokud spojity nahodny vektor [ X, Y'|T ma sdruzenou hustotu fix y|:, pak marginalni
hustota pro X je

) = / froe. v (e, 9)dy.

® |ze snadno zobecnit pro vicerozmérné nahodné vektory — Véta 2.39
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Nezavislost |l

Vsimnéte si, ze
limg pycovie(t,... k() Fx(X) = limg proovie (1. k() P[ X1 < 21, ..., Xa < z4]
=P[X¢ < x¢] = Fx,(z¢).

Definice 2.43 (Nezavislé nahodné veliciny)

Nahodné veliciny X3, ..., X4 jsou nezavislé, pokud

d
Fx(x)=[ | Fx.(@) pro kazdé x = [a1,...,24] € R,
=1

kde X =[Xq,..., X4]".
Pokud jsou X a Y nezavislé ndhodné veliciny, piseme X 1L Y. Pokud nejsou nezavislé

(jsou zavislé), piseme X TV Y .
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Nezavislé ndhodné vektory

Analogie s predchozi Definici 2.43

Definice 2.44 (Nezavislé nadhodné vektory)

Nahodné vektory Xi, ..., Xy jsou nezavislé, pokud
d d
Fx(x) = n Fx,(x¢) pro kazdé x = [x],...,x]]T € RZe=1 %,
=1

kde X = [X],...,X]]™ a X¢ je dg-rozmérny nahodny vektor pro vsechna ¢ € {1,..., d}.
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Diskrétni a spojita nezavislost

® Nosi¢ diskrétni ndhodné veliciny X ... S(X)={z eR: P[X =z] > 0}
® Nosi¢ spojité nahodné veliciny X ... S(X)={z € R: fx(z) > 0}

Véta 2.45 (Ekvivalentni charakterizace nezavislosti)

Necht sdruzena pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahodného vektoru
X=[X1,...,Xq]" je fx(x) =P[X =x]. Pak plati 1L {X3,..., Xz} pravé tehdy, kdyz
d
P[X=x] = HP[Xg =xy| pro vsechna x = [zy,...,24]7 € nglS(Xg).
=1

Necht sdruzena hustota spojitého nahodného vektoru X = [ X1, ..., X4]7 je fx(x). Pak
plati 1L {X3,..., X4} pravé tehdy, kdyz

d
fx(x) = ]_[fxf(xg) sy x = [z, .., 24)7 € XL, S(Xp).
=1
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Kartézsky nosic a nezavislost

® Nosi¢ diskrétniho nahodného vektoru X ... S(X) = {x: P[X =x] > 0}
® Nosi¢ spojitého nahodného vektoru X ... S(X) = {x: fx(x) > 0}

Disledek 2.46 (Kartézsky soucin nosicii a nezavislost)

Predpokladejme, ze S([ X, Y]T7) = S(X) x S(Y). Pokud pro sdruzenou
pravdépodobnostni funkci diskrétniho nahodného vektoru [ X, Y|T plati

P[X =z,Y =y] =g(z)h(y)

pro néjaké méritelné funkce g, h, a pro vsechna [z,y]T € S([X, Y]T), pak X 1. Y.

Pokud pro sdruzenou hustotu spojitého nahodného vektoru [ X, Y|T plati
fix,vir(z,y) = g(z)h(y)

pro néjaké méritelné funkce g, h, a pro A%-s.v. [z,y]T € S([X, Y]T), pak X 1L Y.

® g a h nemusi byt nutné hustoty nebo pravdépodobnostni funkce, ale g := /—gg jiz N0 o



Alternativni definice nezavislosti

Véta 2.47 (Alternativni charakterizace nezavislosti)

Nahodné veliciny X, ..., Xy jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

d
Px = (X) Px,.
=1

kde X = [Xq,..., X4]".
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Podminéné rozdéleni

Definice 2.48 (Podminéna pravdépodobnostni funkce a hustota)
Pro diskrétni ndhodny vektor [ X, Y'|T je podminéna pravdépodobnostni funkce X za
podminky Y = y:

friv(aly) =P[X = 2|V = y] = P[XP[:;’:;/]: ul f[X’;:jE;;”’ Y) pokud BLY = g] > 0.

Pro spojity ndhodny vektor [ X, Y|T je podminéna hustota X za podminky Y = y:

By (aly) = XY id f () > 0.
fr(y)
Podminéné pstni fce a hustota jsou funkce argumentu z s parametrem y
Jinak definovany libovolné
Diskrétni ... P[X € AlY =y] =2 caP[X =2|Y = y]
Spojité ... P[X € A|Y =y] = fAfX|y(z|y)d:1: 6119



Mnohorozmeéerné normalni rozdéeleni

Definice 2.49 (Mnohorozmérné normalni rozdélent)

Nahodny vektor X = [ X3, ..., X4]T ma d-rozmérné normalni rozdéleni s parametry
ueR?aXeR¥™ pokud existuje k-rozmérny nahodny vektor Y = [Y1,..., Yi]T
a matice A € R%** takové, ze

(i) L{Yy,..., Y}
(i) Y; ~N(0,1), V5 € {1,...,k};
(i) AAT =%;
(iv) X=AY +pu.
® Znaceni: X ~ Ng(u,X)
® Specialni pfipad: standardni d-rozmérné normalni rozdéleni u =0 a X = I, tj.
X ~ Ng(0, Iy)

® Matice A je deterministicka (nenahodna); vektor u je téz deterministicky (nenadhodny)
62/194



Transformace diskrétnich ndhodnych velicin

e Transformace Y = t(X) (ne nutné monoténni)
® Mé&jme znamé diskrétni rozdéleni veli¢iny X, tj. P[X = z]
e CiljeP[Y =y]:
t(z)=y
P[Y = y] =P[¢(X) = y] =Plw: t(X(w)) =yl =P[X et (y)] = ) P[X =ag],

T

kde t~1 uréuje viechny vzory
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Transformace spojitych ndhodnych velicin

e Transformace Y = t(X) (ne nutné monoténni)
® Méjme znamé spojité rozdéleni veliciny X, tj. fx(z)
o Cil je fr(v):
1. Pro kazdé y najdeme mnozinu 7 (y) = {z : t(z) < y}
2. Distribué¢ni funkce je
Fy(y) =PlY <yl =P[t(X) <y] =Plw: t(X(w)) <y] = T(y)fx(ﬂi)dm

3. Pokud je F'y absolutné spojita, hustota je fy (y) = F},(y)
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Transformace diskrétnich ndhodnych vektori

® Transformace Z =t(X,Y), kdet: RZ - R
® Méjme znamé diskrétni rozdéleni vektoru [ X, Y7, tj. P[X =2, Y = y]
e Cilje P[Z = z]:

P[Z=2] =P[t(X,Y)=2] =P[w: t([X, Y] (w)) = 2] =P[[X, Y]T € t"1(2)]
t(z,y)=2
= Z P[X =2z,Y =y],
[z.y]

kde t~1 urcuje viechny vzory

65 /194



Transformace spojitych ndhodnych vektort

® Transformace Z =t(X,Y), kdet: RZ - R

® Méjme znamé spojité rozdéleni vektoru [X, Y7, tj. fix v (z,y)
e Cil je fz(2):

1. Pro kazdé z najdéte mnozinu 7 (2) = {[z, y] : t(z,y) < 2}

2. Distribuéni funkce je

Fz(2)=P[Z <z]=P[t(X,Y) <z] =Plw: t([X, Y] (w)) < 2]
=/ fix. vy (z, y)dzdy
T (2)

3. Pokud je F'z absolutné spojita, hustota je fz(z) = F(z)
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Agenda

3. Stredni hodnota
3.1 Definice
3.2 Diskrétni a spojity pfipad
3.3 Stfedni hodnota transformace
3.4 Moment
3.5 Vlastnosti
3.6 Rozptyl
3.7 Kovariance a korelace
3.8 Varianéni-kovarianéni matice
3.9 Momentova vytvorujici funkce
3.10 Charakteristicka funkce
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Stredni hodnota nebo ocekdvana hodnota

Definice 3.1 (Stfedni hodnota)
Stredni hodnota nahodné veli¢iny X je

E[X] EEX:/XdPE/X(w)dP(w),

pokud prava strana existuje.

e Nepraktické pro vypocet, ale mame vétu o pfenosu integrace
® Pomoci obrazu pravdépodobnostni miry Px (-) :=P[X € -] = P[X~1(-)], kde Px je
rozdéleni nahodné veliiny X:

Véta 3.2 (Vypocet stredni hodnoty)
Stredni hodnota nahodné veliciny X je EX = f zdPx (z), pokud prava strana existuje.
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Stredni hodnota pro diskrétni a spojité veliciny

Pomoci Radon—Nikodymovy véty:

Véta 3.3 (Diskrétni a spojita stfedni hodnota)

Stredni hodnota veliciny X je

(o9

EX = f_m zfx (z)dz pokud je X spojita;
- 2zes(x) TP[X =z] pokud je X diskrétni,

za predpokladu, Ze prava strana je dobre definovana.
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Pozor na stredni hodnotu

Priklad 3.4 (Cauchyho rozdélen)
Pokud X ~ Cauchy, pak EX neexistuje. Pomoci per partes,

0 T - ) B
‘/0 mdm = [zarctan(z)], —/0 arctan(z)dz = co.

Tedy pro f_ozo mdm neni oo — co definovano.
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Stredni hodnota a transformace

Transformace Y = £(X).

Véta 3.5 (Pravidlo liného statistika)
Bud' t: R — R méritelna funkce a necht Y = t(X). Pak

EY = / t(z)dPx (),
pokud prava strana existuje.

e Také znamé jako Zakon nevédomého statistika
® Diskrétni ... EY = Z:EGS(X) t(QJ)P[X = (B]
* Spojita ... EY = [ t(z)fx (z)dz
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Moment

Definice 3.6 (Moment)
k-ty moment X je definovan jako E[X*] za predpokladu, ze E[|X|*] < co.

Véta 3.7 (Vyssi momenty)

Pokud existuje k-ty moment, pak existuje -ty moment pro jakékoli 0 < £ < k.

Priklad 3.8 (Studentovo t-rozdéleni jako “kontra” priklad)

t-rozdéleni s v = 3 stupni volnosti: EX =0, EX? = co, EX?3 neexistuje.

Definice 3.9 (Absolutni moment)

k-ty absolutni moment X je definovan jako E[| X |¥] za predpokladu, Ze existuje.
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Vlastnosti stredni hodnoty

Definice 3.10 (LP-prostory nahodnych velicin)
X e LP = LP(Q A,P), pokud E[| X|P] < .

Véta 3.11 (Linearita)
Pokud Xi,...,X4 € £L* a ay,...,aq jsou konstanty, pak B(X2% , ar X;) = X2, afEX,.

Véta 3.12 (Nasobeni pfi nezavislosti)
Pokud X, ..., X4 € L* jsou nezavislé nahodné veliciny, pak B( 1%, X¢) = [1%_, EX;.
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Rozptyl

Rozptyl méfi “variabilitu” (disperzi) rozdéleni.

Definice 3.13 (Rozptyl a smérodatna odchylka)

Rozptyl X je definovan jako
VarX = E(X - EX)?,

za predpokladu, Ze prava strana je dobre definovana. Pak smérodatna odchylka X je
sd(X) = VVarX.

® Nemiizeme pouzit E(X —EX) jako miru variability, protoze E(X —EX) = 0.
® Mazeme a nékdy pouzivame E|X — EX| jako miru variability, ale €astéji pouzivame

rozptyl.
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Vlastnosti rozptylu

Véta 3.14 (Vlastnosti rozptylu)

Za predpokladu, ze uvazované druhé momenty jsou konecné, potom:

VarX =E(X?) - (EX)? > 0;

® pokud a,b € R, pak
Var(aX + b) = a?VarX;

® pokud Xi,...,X4 € L? jsou nezavislé a ay, ..., aq jsou reilné konstanty, pak
d d
Var( Z ang) = afVang.
=1 £=1

75 /194



Kovariance

Kovariance a korelace mezi X a Y méfi, jak silny je linearni vztah mezi X a Y.

Definice 3.15 (Kovariance a korelace)

Kovariance mezi X a Y je definovana jako
Cov(X,Y)=E{(X ~EX)(Y —EY)}.

Pokud Var(X)Var(Y) > 0, pak je korelace mezi X a Y definovana jako
Cov(X,Y)

VVar(X)Var (V)

Vsimnéte si, ze E[t(X, Y)] = fRZ t(z,y)dPix, v (z,y) a tedy,

f_+;° _+OZ° zyfix,v)(z, y)dzdy pokud X a Y jsou spojité,
2zeS(X)yes(y) TYP[X =z, YV =y] pokud X a Y jsou diskrétni

px,y =Corr(X,Y) =

EXY:{
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Vlastnosti kovariance a korelace

Véta 3.16 (Vlastnosti kovariance a korelace)
e Cov(X,Y)=E(XY) - (EX)(EY).
¢ —1<Corr(X,Y) <1.
® |Corr(X,Y)| =1 < J(a#0& beR): Y =aX + b s pravdépodobnosti 1.
® Pokud jsou X a Y nezavislé, pak Cov(X,Y) =0.

Obecné plati, ze Cov(X,Y)=0=» X 1L Y.

Disledek 3.17 (Rozpyl souctu)

Pokud X1,..., X4 € L% a ay,..., aq jsou redlné konstanty, pak

Var( Zd: ang) = Zd: a;Var Xy + 2 Z Z ajar,Cov(X;, Xe).

=1 1<j<l<d

SN
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Variancni-kovariancni matice

Definice 3.18 (Mnohorozmérna stredni hodnota)

Stredni hodnota nahodného vektoru X = [ X3, ..., X4]T je definovana jako

EX = [EXy,...,.EX4]7.
Vsimnéte si, ze Cov(X, Y) =Cov(Y,X) a Cov(X, X) = VarX.

Definice 3.19 (Varian&ni-kovarian¢ni matice)

Varianéni-kovarianéni matice nahodného vektoru X = [ X, ..., X4]7 je definovana jako

Vaer COV(Xl, Xg) 500 COV(Xl, .Xd)
COV(XZ, X]_) Vaer cen COV(XZ, Xd)
VarX = . ) ) . :
Cov(Xg, X1) Cov(Xg, Xz) ...  VarXy
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Vlastnosti variancni-kovariancni matice

Véta 3.20 (Vlastnosti varian¢ni-kovariancni matice)

® Pokud je X nahodny vektor, a je realny vektor a b je realné Cislo, pak
E(aTX+b) =aTEX+b a Var(aTX+bd)=aT(VarX)a.
® Pokud je X nahodny vektor, A je redlnd matice a b je realny vektor, pak

E(AX+b) = AEX+b a Var(AX+b)=A(VarX)AT.
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Momentova vytvorujici funkce

Definice 3.21 (MGF)
Momentova vytvorujici funkce (MGF) X je definovana jako

Ux(t) =E[exp{tX}] = /Rexp{tx}dPX(a:), t eR,

pokud prava strana existuje.
W x (—t) se nazyva Laplaceova transformace X
Véta 3.22 (Vlastnosti MGF)
* Je>0Vte (€6 Ix(t) = ¢¥7(0)=EX™, m e N.

® Pokud Y = aX + b, pak ¢y (t) = exp{bt}y x(at).
* Pokud Xy, ..., Xg jsou nezavislé a Y = Y& X;, pak gy (t) = 12, vx, (¢).

Pokud ¢ x (t) = ¢y (t) pro véechna t v otevieném intervalu kolem 0, pak X fy. 80/194



Charakteristickd funkce

Definice 3.23 (CF)
Charakteristicka funkce (CF) X je definovana jako

¢x(t) =E[exp{itX}] = /exp{itz}d]?x(:z:), t eR.
R
® Charakteristicka funkce je dobre definovana pro vsechna ¢t € R (na rozdil od MGF)

® Fourierova transformace: E[exp{—itX}] = px(—1)
® ox(t) =E[cos(tX)] + iE[sin(tX)]
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Vlastnosti charakteristické funkce

Véta 3.24 (Vlastnosti CF)

(i) @x existuje pro jakékoli rozdéleni X

(i) ¢x(0)=1

(i) lex(t)] <1 VteR

(iv) ¢x je stejnomérné spojita —Ve >0 36 > 0: |px(t) — ¢x(s)| < € kdykoli |t — s| < 6
)
)
)

(V) @aspx(t) = e"px(bt) VteR Va,beR
(Vi) o_x(t) = @x(t) VteR (komplexni sdruzeni)

(vii) ¢x(t) eR VteR < P[X > z] =P[X < —-z] Yz > 0 (rozdéleni symetrické
kolem nuly)

(Viii) X ULY = oxiv(t) =px()ey(t) ViteR
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Jednoznacna charakterizace rozdéleni

Véta 3.25 (Inverzni formule)

Pro jakékoli a < b,

1 T _—ita _ ,—1tb PIX = PIX =
limT%—/ e (Bdt=Pla< X < b] + X = @l +PIX =b]
om ) r it 2

CF jednoznaéné urcuje rozdéleni.
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Charakteristicka funkce pro nahodny vektor

Definice 3.27 (CF pro nahodny vektor)
Charakteristicka funkce nahodného vektoru X = [ X1, ..., X4]7 je definovana jako

ox(t) = E[exp{it™X}] = /R ) exp{it"x}dPx(x), te R

® Poznamenejte, ze vlastnosti jednorozmérné CF Ize rozsifit na vicerozmérny pripad.
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Agenda

4. Stochastické nerovnosti
4.1 Markovovy nerovnosti
4.2 Nerovnosti pro stfedni hodnotu
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Markovovy nerovnosti |

Véta 4.1 (Markovova nerovnost)

Necht X je nezdpornd nadhodna velicina a predpokladejme, ze E[ X | existuje. Pro kazdé

>0,
E[X]

&

P[X >¢] <

Dasledek 4.2 (Zobecnéna Markovova nerovnost)

Necht X je nezdporna ndhodna veli¢ina a predpokladejme, Ze E[ X "] existuje pro néjaké
r > 0. Pro kazdé ¢ > 0,
E[X"]

g

P[X >¢] <
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Markovovy nerovnosti ||

Véta 4.3 (Cebysevova nerovnost)

Necht X je ndhodna velicina a predpokladejme, Ze E[ X ] je existuje. Pro kazdé & > 0,

Var[X
P[|X -EX| > £] < afg I
E
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Nerovnosti pro stredni hodnotu

Véta 4.4 (Cauchy-Schwarzova nerovnost)

Pokud maji X a Y konecné rozptyly, pak

IEXY| < VEX2EY?2

|Cov(X, Y)| < VVarXVarY.
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Nerovnosti pro stredni hodnotu (pokracovani)

Véta 4.5 (Jensenova nerovnost)

Pokud je g konvexni, pak
Eg(X) = g(EX).

Pokud je g konkavni, pak
Eg(X) < g(EX).
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Agenda

5. Stochastické konvergence

5.1
52
53
54
55
5.6
5.7
5.8

Typy stochastické konvergence
Vztahy mezi typy konvergence
Véta o spojitém zobrazeni
Slutského véta

Lévyho véta o spojitosti

Slaby zakon velkych Cisel
Centralni limitni véta

Delta metoda
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Typy stochastické konvergence |

Definice 5.1 (Konvergence v pravdépodobnosti a v distribuci)

Necht X3, X5, ... je posloupnost nahodnych veli¢in a necht X je jind ndhodna veli¢ina.
Necht F', oznacuje distribu¢ni funkci X, a necht F' oznacuje distribuéni funkci X.

(i) X, konverguje k X v pravdépodobnosti, znaéime X, _r, X, pokud pro kazdé
n—oo
>0,
P[| X, — X| > &] —» 0 kdyz n — oo.

(i) Xn konverguje k X v distribuci, znaCime X, L X, pokud
n—00

limy, 0 Fr(z) = F(z) pro véechna z kde je F' spojita.
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Typy stochastické konvergence ||

Definice 5.2 (Konvergence v Lebesgueovych prostorech a skoro jisté)

Necht X7, X5, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in a necht X je jind ndhodna veli¢ina.
L
(i) X, konverguje k X vL, pro p > 1, znaime X, —5 X, pokud
n—0oo
E| X, - X|? — 0 kdyz n — oo.
P-5.j.
(i) X, konverguje k X P-skoro jisté, znacime X, 0 x, pokud
n—0o0

Pllim, 0o Xp = X] =Plw € Q: lim, 0 Xp(w) = X(w)] = 1.

Konvergence v L; = konvergence v stfedni hodnoté
Konvergence v Ly = konvergence podle kvadratického stredu
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Vztahy mezi konvergencemi

Véta 5.3 (Implikace mezi typy konvergence)

P-s.7.

a) X — X = X, —>X

(a)
(b)le:Xn—>X:>Xn—>X
(c)quZl:XniX:thX
d) Xp 5 X = X 5 X

()

e PokuanRXaP[X:c]:lpronéjakéceR, paaniX.
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Obracené implikace neplati |

Priklad 5.4 (Konvergence v pravdépodobnosti neimplikuje konvergenci skoro jisté)

Q=1[0,1], A=B(Q), P=2A. Kazdé kladné celé ¢islo mizeme jednoznacné zapsat jako
2"+ m, m=0,1,...,2" — 1 a definovat

Xonym(w) = H{w e (m2™™, (m+1)27"]}, we [0,1].

Napriklad, protoze 33 = 2% + 1, dostaneme X33(-) = 1{- € (27°,274]}. Pak pro kazdé
£ € (0,1) dostaneme P[| Xonipm| > €] =27 — 0 kdyz n — oo. Tedy, X, 5o
Nicméné, pro kazdé w € (0,1], X;(w) =1 a Xj(w) = 0 pro nekonecné mnoho j a tedy

. e P-s.7.
posloupnost nekonverguje skoro jisté, tj. X, ~——.
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Obracené implikace neplati Il

Priklad 5.5 (Konvergence v pravdépodobnosti neimplikuje L, konvergenci)
Q=[0,1], A =B(Q), P=A. Mazeme definovat

Xonsm(w) = 2" H{w € (m-1)2"", m2™"]}, we[o,1].

Pak opét, pro kazdé € € (0, 1) dostaneme P[|Xonym| > €] =27 — 0 kdyz n — oo. Tedy,
Xy 2 0.

Nicméné, E|Xonym — 0] = 2"P[ Xonym = 2™] =227 ™ =1 a tedy posloupnost nekonverguje
L L
vLi, tj. X, . Tedy, X, =, p > 1.
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Obracené implikace neplati Il

Priklad 5.6 (L4 konvergence neimplikuje L, konvergenci, kdyz p > ¢ > 1)
Q=10,1], A = B(Q), P = A. Miizeme definovat

Xorem (@) = 2" 1{w € (M -1)27", m2™™]}, w € [0,1].

Pak, E|Xgnim — 0] = 2L%/2IP[ Xyn,p = 2] = 21721277 5 0 kdyz n — 0. Tedy,
X, 20,

Nicméné, E|Xanim — 0|2 = 2"P[ Xonym = 27] = 22L7/212-7 1 kdyz n — oo a tedy

. . L
posloupnost nekonverguje v Lo, tj. Xy .
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Obracené implikace neplati IV

Priklad 5.7 (Konvergence v distribuci neimplikuje konvergenci v pravdépodobnosti)
X ~N(0,1) a X, :=-X, n € N. Tedy, X,, ~ N(0,1) pro kazdé n € N. Takze, trivialng,
lim, 0 Fr(z) = F(z) pro vdechna z € R. Tedy, X, 5 x.

Nicméng, P[| X, — X| > €] = P[|2X]| > €] =P[|X| > /2] # 0 (coz nezavisi na n) a tedy

. oL P
posloupnost nekonverguje v pravdépodobnosti, tj. X, —».
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Veta o spojitém zobrazeni

Véta 5.8 (Véta o spojitém zobrazeni (CMT))

Necht X, X1, Xo, ... jsou d-rozmérné nahodné vektory a g : R* — R™ je spojita
v kazdém bodé mnoziny C takové, ze P[X € C] = 1.

P-s.7. P-s.7.
* X, —55 X = g(Xn) —2 g(X)
¢ X, 5 X = g(X,) > g(X)
* X, 5X= 9(Xyp) EN 9(X)

L, Ly
I Obecné: X,, — X = 9(X,) — g(X)
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Cramér—Slutského veéeta

Véta 5.9 (Slutského véta)

PokuanRXa YniceR, pak
« X, +Y, > X+c;

o XV, cX.

Diisledek 5.10
Pokuanﬂ a€Ra Yni b e R, pak
° Xn+YnE> a+b;

o X, Y, ab.
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Konvergence v distribuci a bodova konvergence
charakteristickych funkci

Véta 5.11 (Lévyho véta o spojitosti)

D
X, = X & ¢x, (1) — ¢x(t), Vt € R?

Priklad 5.12 (CF normalniho rozdélen)
X ~N(u,0?) = px(t) =exp{iut — 0c?t?/2}, t e R

Definice 5.13 (Posloupnost nezavislych nahodnych velicin)

{Xn}nen je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in, pokud

Fixye,({gitjer) = l_[ Fx,(z;) V{zj}jes eRYL, VI CN, |J] < .
jeJ
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Slaby zakon velkych cisel

Definice 5.14 (IID posloupnost; IID = Nezavislé a identicky rozdélené)

{Xn}nen je posloupnost /D nahodnych velicin, pokud je to posloupnost nezavislych
nahodnych veli¢in majicich stejnou distribuéni funkci.

Vyse uvedené |ze definovat i pro ndhodné vektory.

Véta 5.15 (Slaby zakon velkych cisel (WLLN))
Pokud { X, }nen je 1ID posloupnost ndhodnych velicin s E| X;| < oo, pak
X, =n"! Wiy 5% L EX; kdyz n — oo.

Silny zakon velkych cisel (SLLN): nahrazeni 5 za 220

Koneény rozptyl neni vyzadovan. Ackoli, zakladni diikaz by byl jednodussi,
viz. Cebysevova nerovnost.

Nezavislost Ize uvolnit.

Identické rozdéleni lze uvolnit.
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Centralni limitni veta pro IID

Véta 5.16 (Centralni limitni véta (CLT))
Pokud { X, }nen je 1ID posloupnost nahodnych velicin s EX12 < o0 a VarX; > 0, pak

Xn—EXl D

Zn =\In — Z ~N(0,1), n — oo.
" VVarX; (0.1)

Jinymi slovy,
T

1
lim, ,P[Z, < z] = DP(z) = / ——exp{-t?/2}dt, Vz eR.
—00 V27T

Zkracené,
Zn —2 N(0, 1).
n—oo
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Mnohorozmeérna centralni limitni véta

Diisledek 5.17 (Cramér-Woldova véta)

D D
X, > X e t'X, - t7X, Vt € R4
Cramér—Woldova véta je trivialnim disledkem Lévyho véty o spojitosti.

Véta 5.18 (Mnohorozmérna CLT)

Pokud {X;, }nen je IID posloupnost d-rozmérnych ndhodnych vektorii s pozitivné definitni
varianéni-kovarianéni matici VarX;, pak

\/H(Xn —EXl) 2, N4(0, VarXy), n — oo.
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Delta metoda

Véta 5.19 (Delta metoda)

Pokud \n(Yy — p) 2, N(0,02) a g je spojité diferencovatelna v okoli u tak, Ze
g’(p) #0, pak

Va(g(Ya) - () = N(0. (¢'()*0%), n — e,
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Agenda

6. Statistické uceni
6.1 Nahodny vybér
6.2 Statisticky experiment
6.3 Stochastické modely
6.4 Parametrické modely
6.5 Neparametrické modely
6.6 Zakladni pojmy v inferenci
6.7 Odhad
6.8 Standardni chyba
6.9 Stredni kvadraticka chyba
6.10 Konfidenéni mnoziny
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Statistické uceni

Statistické uceni alias Statisticka inference

Proces pouzivani dat k odvozeni rozdéleni, které data generovala

Mame-li nahodny vzorek (vybér) Xi,..., X, np F, jak odvodime F'?

~J
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Nahodny vyber

Definice 6.1 (Nahodny vybér a rozsah vybéru)

Pokud jsou X3, ..., X, nezdvislé a kazda ma stejné marginaini rozdéleni s distribuéni
funkci F, fikame, ze X3, ..., Xy jsou |ID (nezavislé a stejné rozdélené) a piseme

X1,...,Xp X F.

Také Xy, ..., X, nazyvdme ndhodny vybér rozsahu n z F.
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Data z experimentu

® Uvazujeme / myslime si / predpokladame:
® méritelné zobrazeni X; : (Q,A) —» (R, B(R)),1=1,...,n

® Pozorujeme / méfime / ziskavame:
® reilnd data X;(w) €R, 1=1,...,n pro jedno konkrétni w € Q
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Stochasticky model

® Stochasticky model ~ pravdépodobnostni model, statisticky model, ...

® Parametricky model
® Mnozina F, kterou lze parametrizovat konecnym poctem parametril

® Neparametricky model
® Mnozina F, kterou nelze parametrizovat konecnym poctem parametrii
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Parametrické modely

Ptiklad 6.2 (Normalni model)

2 2072

- {_ (z - p)?

:{f(m;,u,(rz): },,uER,0'2>O}.

2o

e Data pochazeji z normalniho rozdéleni se dvéma parametry u a o2

e Obecng,

F={f(0): 6 c® cR}
e Nékteré notace: Py[X € A] fAf(a: 0)dz, Eg[g(X)] ng(:z:)f(a: f)dz
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Neparametrické modely

Priklad 6.3 (Model Sobolevova prostoru)

F = {f: /R{f"(ac)}zda: < oo}.

® Data pochéazeji z rozdéleni s hustotou, ktera neni prilis “vinita”

® Rozdil mezi parametrickymi a neparametrickymi modely je subtiln&jsi, ale pro nase
acely nepotfebujeme rigorézni definici

e Napriklad, celd funkce hustoty mize byt povazovana za nekoneéné dimenzionalni
parametr

® Semi-parametrické modely
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Bodovy odhad

Definice 6.4 (Odhad)

Bodovy odhad §n parametru 0 je méFitelnd funkce t nahodnych veli¢in X3, ..., Xj:
0, = t(X1,...,X).
® Zde obecné neni pozadovano, aby Xi,..., X, byly nezavislé a stejné rozdélené
e Dilezité:
® Parametr 6 je pevné realné &islo (vektor), ale neznamé

* Odhad 6,, je nahodna velicina (méfitelna funkce nahodnych velicin), ale znama (tj.,
ziskatelna z dat)
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Konzistentni odhad

° 0, je nestranny, pokud ]E[On] =0 pro véechna n € N

® Nestrannost byla dfive velmi dalezita, ale dnes je méné relevantni

Mnoho odhadii, které budeme pouzivat, neni nestrannych
Vychyleni odhadu je definovana jako bias(y,) = E[gn] -0

® Rozumnym pozadavkem na odhad je, aby "konvergoval’ k pravé hodnoté parametru s
rostoucim mnozstvim dat

Definice 6.5 (Konzistentni odhad)

Bodovy odhad @, parametru @ je konzistentni, pokud 85, Lo pro nm — oo.

® (slabd) konzistence < v pravdépodobnosti « silng konzistence < skoro jisté
® Kuvalitativni vlastnost
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Standardni chyba

e Rozdéleni 8,, se nazyva vybérové rozdéleni
e Standardni odchylka 8, se nazyva standardni chyba: se(8,) = \/Vargn

e (asto standardni chyba zavisi na neznamém F

® \/ téchto pfipadech je se neznama velic¢ina (parametr), ale obvykle ji mtzeme
odhadnout

® Odhadnuta standardni chyba je oznacena Seé (nebo odhad standardni chyby)

Priklad 6.6 (Standardni chyba v alternativnim modelu — Hod minci)

Bernoulliho ndhodny vybér X3, ..., X, 1 Be(p) a parametr p € (0, 1)
.. Pp=n"t X, X, relativni Eetnost jako odhad ... $&(Pn) = VPn (1l — Dn)/n.
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Stredni kvadratickd chyba

e Kvalita bodového odhadu se nékdy posuzuje pomoci stredni kvadratické chyby
MSE (8,,) = By [0y, — 0]”

® Méjte na paméti, ze Eg se v pfipadé nezavislych a stejné rozdélenych X't vztahuje
k ocekavané hodnoté vzhledem k rozdéleni

f(@i@0;0) = | | F(=i50),
1=1

které generovalo data
® Kvantitativni vlastnost

Véta 6.7 (Rozklad stredni kvadratické chyby na rozptyl a vychyleni)

MSE(8,,) = bias®(6,) + Var(6,)

115 /194



Slaba konzistence

Véta 6.8 (Postacujici podminka pro konzistenci)

bias(8,) — 0 & Var(6,) — 0 = 8, Lo (konzistentni estimator)

Priklad 6.9 (Konzistence — Hod minci)

Piiklad 6.6: E(By) = p & Var(pn) = p(1 = p)/n — 0 = Pn - p

Definice 6.10 (Asymptoticky standardné normalni odhad)

Odhad 8,, parametru @ je asymptoticky standardné normalni, pokud

6, — 6
"% B NWO,1), n— oo
se(fn)
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Konfidencni mnoziny

Definice 6.11 (Konfidenéni interval — Interval spolehlivosti)

(1 — @)-konfidenéni interval pro parametr @ je interval C,, = (a, b), kde
a=a(Xy,...,X,)ab=>b(Xy,...,X,) jsou méfitelné funkce dat takove, ze

Pg[@ € C,] =1—a pro viechna 8 € ©.

Asymptoticky (pfiblizny) (1 — @)-konfidenéni interval pro parametr 6 je interval C,, takovy,
Ze
lim,_,Pg[0 € Cr,] =1 —a pro viechna 8 € ©.
Slovné, (a, b) zachyti 6 s pravdépodobnosti (pfiblizné) 1 — «
1 — a nazyvame pokryti konfidenéniho intervalu (Cl)
Pozor: C, je ndhodny a 0 je pevné
0 € R, d > 1: konfidenéni mnozina (jako koule/elipsoid) misto intervalu
CI neni pravdépodobnostni vyrok o 6, protoze 6 je pevné, nikoliv ndhodna veli¢ina
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Cl Normalni model

Priklad 6.12 (Cl — Normalita)

Priklad 6.2: X3,..., X, o N(u, 02) a parametr u € R je neznamy a ma byt odhadnut

(bodovy odhad a konfidenéni interval), 02 > 0 je predpokladano znamé
Bodovy odhad p: fin, =n 3%, X; = X,
® Linearita normalnich rozdéleni: Vn (i, — u)/o ~ N(0,1), Yn € N

Kvantily standardniho normalniho rozdéleni:

X, —
P|-ui_qj2 < VR— 2,u

S+u1_a/2]:1—cx, VneNaVueR
o

Konfidencni interval pro u: (Yn - ul_a/m/%z, X+ ul_a/Z,/‘TTz)
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Délka konfidencniho intervalu

Délka Cl v normalnim modelu pro u se znamym (danym) o2 > 0:

_ 2 2
Cl: X, ul_a/zﬂo—— = Délka: 2u;_4/2 -
n

n

® \/yssi pokryti 1 — @ = sirsi Cl
* V&tsi rozptyl 02 = sirsi Cl

® Mensi rozsah vybéru n = sirsi Cl

2 2
1-a/29

4
Kolik pozorovani potrebuji pro Cl uzsi nez d? ... n > { ¢ e +1
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Konfidencni interval zalozeny na normalite

Véta 6.13 (Cl zalozeny na normalité)

Predpoklidejme, Ze 0,, je asymptoticky standardné normalni odhad parametru @ a $&(8y,)
. . == S == P . .
Je konzistentni odhad se(60y), tj. se(0y) —se(6r) — 0. Necht u;_q/2 je (1 —a/2)-kvantil
standardniho normalniho rozdéleni a

Cn = (gn = ul_a/gsﬁ(gn), gn + U1_a/25’é(§n)) .

Pak,
Pg[0e Cpr]l > 1—a, mn — oo.

e Neformalng: 6, ~ N(G,s%(gn))
® Priblizné: Pro 95%-konfidencni intervaly je@=0.05a ugrs = 1.96 ~ 2 vedouci k
pribliznému 95%-konfidenénimu intervalu 6,, + 2se(6,,)
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CLT konfidencni interval

Priklad 6.14 (Cl — Hod minci)
Priklad 6.9:
® Dn 5 p & se(Dy) = Vo(1 - p)/n & %(By) := VPn(1 = Pn)/n & Slutského véta =
() - 5e(Bn) — 0

° CLT = 2222 5 N(0,1)

Pak podle Slutského véty jesté jednou = SE;T(L—;") 5 N(0,1). Tedy,

511 + Up_q/2 V’ﬁn(l - 5n)/n

je asymptoticky (priblizny) (1 — @)-konfidenéni interval pro p.
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7. Statistické funkcionaly

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
1.7

Empiricka distribu¢ni funkce

Vlastnosti ECDF

Statisticky funkcional

Linearni statisticky funkcional

Empirickad mira

Plug-in odhad

Plug-in odhad pro linearni statisticky funkcional
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Empiricka distribucni funkce

e Xi,..., X, D g je ndhodny vybér z F s rozsahem vybéru n

e Odhadnout F' jeji empirickym protéjskem

Definice 7.1 (ECDF)

= 1
F,(z) = - X; <z}, ze€R.

n
1=1

e ECDF pfifazuje vahu 1/n kazdému pozorovani X;

® Relativni ¢etnost X mensich nebo rovnych pevnému z, tj. #{X; < z}/n
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ECDF — Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import statsmodels.api as sm

# Example data

data

= [1, 3, 4, 5, 5, 7, 8, 10, 10, 13]

# Compute ECDF

ecdf

= sm.distributions.empirical_distribution.ECDF (data)

# Plot ECDF

plt

plt.
plt.
.xlabel (’Data’)
.ylabel (’ECDF’)
plt.
.grid (True)
.show ()

plt
plt

plt
plt

.figure(figsize=(6, 6))

hlines(ecdf.y[:-1],ecdf .x[:-1],ecdf.x[1:], color=’black?’)
scatter (ecdf .x, ecdf.y, marker=’0’, color=’black’)

title(’Empirical Cumulative Distribution Function (ECDF)’)
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ECDF - R

1 data <- c(1, 3, 4, 5, 5, 7, 8, 10, 10, 13)
2 plot (ecdf (data), xlab=’Data’, ylab=’ECDF’, main=’Empirical Cumulative
Distribution Function (ECDF)’)
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ECDF — Python & R

Empirical Cumulative Distribution Function (ECDF) Empirical Cumulative Distribution Function (ECDF)

1.0 4 ]

S 4 -
P —
-—
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— o
g - —
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s 3 —
. <

34

0.4 ] .

— S A -~
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o
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Dat
ata Data

126 /194



Vlastnosti ECDF

Véta 7.2 (Bodové vlastnosti ECDF)

Pro libovolné pevné = € R,
* E [ﬁn(m)] = F(z);

® Var [f’n(m)] = Lziofel),
e MSE (ﬁn(m)) = F@U-F@} _, g kefys n — co;

n

° ﬁ'n(av) 5 F(z) kdyz n — oo.
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Statisticky funkcional

Funkcional je jen funkce funkce.

Definice 7.3 (Funkcional)

Funkcional je zobrazeni T': ¥ — R, kde F je néjakd mnozina funkci.

Definice 7.4 (Statisticky funkcional)

Statisticky funkcional je zobrazeni T', které prifadi rozdéleni Px realné Cislo.

Vektorovy funkcional Ize také definovat (staci nahradit obor hodnot R%).

Priklad 7.5 (Stfedni hodnota, Rozptyl, Median)
e u=EX =fa:d]PX(a:) ... stfedni hodnota
° 0?=VarX = [(z - u)?dPx(z) ... rozptyl
® median(X) = F~1(1/2) = inf {z : Px ((—co0,z]) > 1/2} ... median
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Linearni statisticky funkcional

Definice 7.6 (Linearni statisticky funkcional)

Pokud T'(Px) = f r(z)dPx (z) pro néjakou méritelnou funkci 7, pak T' se nazyva linearni
statisticky funkcional.

Dtivod, pro¢ se T'(Px) = /r(a:)d]P’X(a:) nazyva linearni funkcional, je ten, ze T splauje
T(aPx +bPy +c)=aT(Px)+bT(Py)+c, a,b,ceR,

pokud obé strany existuji. Tedy T je linearni ve svych argumentech.
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Empirickd pravdepodobnostni mira

Definice 7.7 (Empiricka mira)
Necht X3, ..., X, je ndhodny vybér z F' s rozsahem vybéru n, kde
Xi: (QAP) - (R,B(R)) proz=1,...,n. Pak

P,(B) := % ) 1{Xie B} = %iéxi(B), VB € B(R)

n
1=1 =1
se nazyva empiricka (pravdépodobnostni) mira.

® Pozor! Jedna se o nahodnou pravdépodobnostni miru.

e P, je diskrétni rovnomérné pravdépodobnostni rozdéleni na nahodnych bodech
{X1,...,Xn}.

P, je vazeny soucet (smés) Diracovych mér v nahodnych bodech {Xi,..., X,} s

vahou 1/n.
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Plug-in (empiricky) odhad

Definice 7.8 (Plug-in odhad)
Plug-in odhad neznamého parametru 8 = T'(Px) je 0, = T(@n).

Staci dosadit empirickou miru @n za neznamou miru Px ... alias empiricky odhad

Priklad 7.9 (ECDF)
Fn(z) =Pp((-0,2]), Vz €R
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Plug-in odhad pro linearni statisticky funkcional

Definice 7.10 (Empiricky odhad pro linearni statisticky funkcional)

Empiricky (plug-in) odhad pro linearni statisticky funkcional T'(Px) = f r(z)dPx (z) je

T(Bn) = / r(z)dPy(z).

Véta 7.11 (Plug-in odhad pro linearni statisticky funkcional — vypocet)

Pro empiricky odhad linearniho statistického funkcionalu T (Px) = / r(z)dPx (z) plati

T(Bn) = r(X).

S|+~
Nk

.
1l
_

Priklad 7.12 (Stfedni hodnota — empiricka stfedni hodnota — vybérovy priimér)
p=T(Px) = [2dPx(2) = fin = [ 2dPn(2) = X
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Empiricky rozptyl

Priklad 7.13 (Rozptyl)
VarX = 02 = T(Px) = [(z - p)*dPx(z) = [ 22dPx(z) - ([ zdPx(2))* =

ag_/ zdPn(m)—(/ xdfp?n(x))z
5[5 5w

=1 =1

Dalsi rozumny odhad o2 je vybérovy rozptyl

1 < — \2
=n—1Z(Xi_X”)
=1
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Empirickd korelace

Priklad 7.14 (Korelace)
Necht Z = [X, Y]T a necht p = T(Px,v}r) = B(X — ux)(Y —uy)/(ocxoy) oznacuje
korelaci mezi X a Y. Miizeme napsat

T(Px,y)r) = a(Ti(Prx,vin), To(Pix,vie), Tas(Pix,vt)s Tu(Pix,vye), Ts(Prx,vyr))s

Tl(P[X,Y]T)=/JJdP[X,Y]r(JJ,y); Tz(P[X,Y]r)=/ydP[x,Y]r($,y);
Ts(P[x,y]r)=/$ydP[X,Y]T($,y); T4(P[X,Y]T)=/$2dP[x,Y]T($,y);
tz3 — tito

Ts5(Pix,v)r) = / Y2dPx, v (2, y);  a(ty, b, B3, ta, ts) = :
V(- )t - 82)

134 /194



Empirickad korelace (pokracovani)

Priklad 7.15 (Korelace (pokracovani))

Nahradime P x yjr pomoci @n v
T1(Pix,vr) T2(Prx,vy7), T3(Pix,v)r)s Ta(Prx,v)7), T5(Pix,y]r) a vezméme

p=T(Pn) = a(Ti(Bn), T2(Br), T3(Br), Ta(Pr), Ts(Pn)),

Dostaneme . .
2i(Xi = Xp)(Yi = Yn)

Vo X - X2 (Vi - T2

coz se nazyva vybérova korelace.

5=
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Empirické kvantily

Priklad 7.16 (Kvantily)
Pro p € (0,1) je p-ty kvantil definovan jako

T(F) = F~(p) = inf{z . F(z) > p}.

Nyni definujeme
T(F,) = F-(p) = inf{:c . Fo(z) > p}

a nazyvame to p-ty vybérovy kvantil. Tedy vybérovy median je ﬁ',;l(l/2). Navic,

mezikvartilové rozpéti (IQR) T (F) = 1(3/4) — F~(1/4) Ize odhadnout pomoci

vybérového mezikvartilového rozpéti T(Fn) = F;%(3/4) - ,;1(1/4).
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8. Parametricka inference

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
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Parametricka rodina

Metoda momenti

Metoda maximalni vérohodnosti

Asymptotické vlastnosti maximalné vérohodniho odhadu
Invariance

Skérova funkce a Fisherova informace

Asymptoticka normalita MLE
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Parametrickd rodina

® Parametricka rodina modelt (nebo rodina parametrickych modeli):
F={f(;0): 6 € ® CR%},

kde O je parametricky prostor a @ = (01, ...,04) je parametr

7 Jak bychom vibec védéli, ze distribuce, ktera generovala data, patfi do néjakého
parametrického modelu?

I Rozumna aproximace & diagnostika (testy dobré shody, ...)
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Parametr zajmu

® Zajimame se pouze o né&jakou funkci T'(9)

Napftiklad, pokud X; b N(u, o2), pak parametr je 8 = (u, 0?)

Pokud nasim cilem je odhadnout u, pak g = T'(6) je nazyvan parametrem zajmu a
o2 je nazyvan nezadoucim / rusivym parametrem

Parametr zajmu mize byt komplikovanou funkci 6
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Parametr zajmu (pokracovani)

Priklad 8.1 (Gamma model)

Pripomenme si, Zze X ma rozdéleni Gamma(a, p), pokud

ap
fx(z;a,p) = g’ lexp{-az}, z>0;
['(p)

kde a,p >0 a
I'(p) = _/0 y? exp{-y}dy

je Gamma funkce. Parametr je 6 = (a, p). Gamma rozdéleni se nékdy pouziva pro
modelovani délek zivota lidi, zvifat a elektronickych zafizeni. Pfedstavme si, ze chceme

odhadnout priimérnou délku zivota. Pak, T'(a,p) =E¢X = p/a.
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Parametrické odhady

Uvazume nahodny vybér X, ..., X, rpes

Priklad 8.2 (Pouze kone¢na stredni hodnota)

F={F(u): Ep(u) = p & |p| < oo}
* X, je konzistentni a nestranny odhad u

® Xj je nestranny, ale ne konzistentni odhad u

Priklad 8.3 (Pouze konecny rozptyl)
F ={F(0? : Varp(,2) =02 & 02 < o}
° G2=n"1Y" (X;— Xn)? je konzistentni, ale ne nestranny odhad o2

° S2=(n-1)"13" (X; - X,)? je konzistentni a nestranny odhad o2
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Parametricky odhad (pokracovanti)

Ptiklad 8.4 (Poissoniiv model)
F ={Po(1), 1 >0} a 6 =P[X; =0]
°*0,=n"t Y1 I{X; = 0} je konzistentni a nestranny odhad A

° 09, = (”T‘l)zi=1 X je také konzistentni a nestranny odhad A

Priklad 8.5 (Poissoniiv model — Zvlastni pfipad)
F ={Po(1), 2 > 0} a 6 = exp{—24}

e Jediny nestranny odhad 6 je (=1)*1, nicméné nikdy nedosahne pfipustné hodnoty
exp{-241}
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Metoda momenti

Metoda pro ziskani parametrickych odhadi

Odhady MoM nejsou optimalni, ale €asto jsou snadno vypocitatelné

Jsou také uzite€né jako pocatecni hodnoty pro jiné metody, které vyzaduji iterativni
numerické algoritmy

Definujme k-ty (necentralni) moment

= 1, (0) = EgXF = / zFd Fy(z)

® Definujme k-ty vybérovy moment

-1y

3II—‘
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Odhady MoM

Definice 8.6

Odhad metodou momentii 6, je definovan jako hodnota @, pro kterou plati

H1(0n) =y, po(O0n) =iy, .. pg(6n) = [

Alternativné mohou byt pouzity centrované k-té momenty spolu s jejich empirickymi
protéjsky.

Priklad 8.7 (Odhad metodou momentd pro alternativni distribuci)

11D

Xi,...,Xp ~ Be(p). Pak, ui =Ep Xy =papu; = X . Rovnost téchto hodnot nam dava
odhad
1 n
Pn = n Z;‘ Xi
1=

a je to opét stejny plug-in (empiricky) odhad.
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Odhady MoM (pokracovani)

Priklad 8.8 (Odhad metodou momentii pro normalni rozdélent)

1D ,
X1,..., Xn = N(u,0?). Pak, My =EoX1=u a
why =B (o2 X2 = Var(, ,2) X1 + (B¢, »2)X1)? = 02 + y®. Musime vyfeSit rovnice
1< 1<
fin = ;;Xi a 2+02= ;;Xf.

Toto je soustava dvou rovnic se dvéma neznamymi. Reseni je

= . 1Y ~
Hn =X, a UiZZZ;(Xi_Xn)z-
1=
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Odhady MoM (pokracovani II)

Pfiklad 8.9 (MoM v Gamma modelu)
X1, ..

, Xn b Gamma(a, p), kde

D
fx(z; a.p) = ——aP lexp{-az}, > 0;

I'(p)

kde a,p >0aTI(p) = fooo yP lexp{-vy}dy je Gamma funkce. Pak, odhady MoM

X, X2
an = =5 a Pn=—=;
O-n O-n

jsou konzistentni a AN.
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Odhady MoM (pokracovani Ill)

Priklad 8.10 (MoM v modelu rovnomérného rozdéleni — oba koncové body neznamé)

X1, ..., Xn 2 U601, 65). Odhady MoM

jsou konzistentni a AN.

Priklad 8.11 (MoM v Beta modelu)
Xi,. .., Xn 2 Beta(e, 8). Odhady MoM

a'\n :Yn {_Xn(l_Xn) _1} a En = (1_yn){xn(1,\—; Xn) _1}

s

sou konzistentni a AN.
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Metoda maximalni vérohodnosti

® Nejbéznéjsi metoda pro odhad parametrii v parametrickém modelu je metoda
maximalni vérohodnosti

Definice 8.12

Funkce vérohodnosti je definovana jako

Ln(0) = | | £(X:;9).
1=1

Funkce logaritmické vérohodnosti je definovana jako €,(0) = log L, (0).

® Funkce vérohodnosti je vlastné sdruzend hustota pozorovani, s tim ze ji povazujeme
za funkci parametru 6

® Tedy, L, : ® — [0, )

® Funkce vérohodnosti neni hustota: obecné neni pravda, ze L, (@) se integruje na 1
(vzhledem k )
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Odhad metodou maximalni véerohodnosti

Definice 8.13 (MLE)

Odhad metodou maximalni vérohodnosti MLE, oznacovany jako 0, je hodnota parametru
0, ktera maximalizuje L, (0).

® Maximum funkce L, (6) nastava na stejném misté jako maximum funkce ¢, (6)

Priklad 8.14 (Odhad metodou maximalni vérohodnosti pro alternativni rozdélent)

X1,..., X, 2 Alt(p). Hustoty je f(z;p) = p®(1-p)'~%, z € {0,1}. Potom,

n n
In(p) = [ [f(Xiip) = [ [ P¥ (1 - p)t % = pZa X1 - p)nTia X,
=1 =1

Tedy, ¢, (p) = (logp) Z;‘zl X; + {log(1-p)}(n - ?:1 X;). Polozime d¢,(p)/0p L 0.

MLE je By, = Xn.
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MLE

Priklad 8.15 (Odhad metodou maximalni vérohodnosti pro normalni rozdélent)

IID

Xi,...,Xp '~ N(u,0?). Potom,

Ln(p,0®) = (znr"/?(frz)-“/zexp{ - L e mz}.
1=1

Polozime 8Ly (11, 72) /8 (1, 2)T = 0y. MLE je fip = Xn a 02 = n1 37 (X; — Xn)2.
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MLE (pokracovanti)

Priklad 8.16 (Odhad metodou maximalni vérohodnosti pro rovnomérné rozdéleni —

Komplikovany pripad)

Xi,..., Xn "2 U(0,6). Potom,

Ln(0) =07"1{0 > X(n)},

coz nenijiferencovatelné funkce podle 8. Nicméng, miize byt maximalizovana, a tedy
MLE je Hn = X(n) = maxlsisn{Xi}.
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MLE (pokracovani Il)

Priklad 8.17 (MLE v exponencialnim modelu)

IID
Xi,...,Xp '~

Exp(1). MLE je A, = 1/X .

Priklad 8.18 (MLE v Gamma modelu)

Xi,...,Xp 1D Gamma(a, p). MLE p,, pro parametr p je feSenim nelinearni rovnice

U'®n) __ Xn

I'(pr) - BV ?:1 Xi.

MLE @, pro parametr a je pak @y = Dn/X n.

log’ﬁn -
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Vlastnosti maximalnée vérohodnich odhadi

MLE je:
e konzistentni
e ekvivariantni ... 6 ~ 8, < g(8) ~ g(6,)
® asymptoticky normalni
® asymptoticky optimalni nebo efektivni ... to znamena, Ze mezi viemi dobfe
chovajicimi se odhady ma MLE nejmensi rozptyl, alespon pro velké rozsahy vybérii

® priblizné Bayesovsky odhad
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Identifikovatelnost

Definice 8.19 (ldentifikovatelny model)

Rekneme, ze model F je identifikovatelny, pokud f(z; @) = f(z;d) pro s.v. £ € R
implikuje 6 = .

® To znamena, ze riizné hodnoty parametru odpovidaji riiznym rozdélenim
e Od této chvile budeme predpokladat pouze identifikovatelné modely
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Invariance MLE odhadi

Véta 8.20 (MLE invariance)

Necht T = g(8) je méfitelna funkce 6. Necht 8., je MLE pro 6. Pak T,, := g( n) je MLE
pro T.

S

Princip invariance pro maximalni vérohodnost tedy fika: g(6), = g(6)

Priklad 8.21
Xi,..., b N(6,1). MLE pro 0 je 0, = Xn. Necht t = exp{0}, pak MLE pro 7 je

Tn = exp{Xn}-
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Skdére a informace

Definice 8.22 (Skérova funkce a Fisherova informace)

Skérova funkce je definovana jako

dlogf (X;0)

S(X;0) = —

Fisherova informace je definovana jako

I (8) = Vargy

n n
D smwﬂ = > Varg[S(X;;0)].
1=1 1=1

® Pro n =1 nékdy piseme I(#) misto [;(0)

® S(X;0) je d-rozmérny nahodny vektor

® [,(0) je (d x d)-ropzmérna deterministicka matice
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Podminky regularity

* Necht nas parametricky model ¥ = {f(+;0) : @ € ® C R%} je identifikovatelny
® Necht 6 je skutecna neznama hodnota parametru 6

Definice 8.23 (Podminky regularity)

Podminky regularity jsou:

(i) 6o € int O a S(X) nezavisi na 6;

(ii) f(z;0) je dvakrat spojité diferencovatelna podle 6 na int ©;

(iii) |[logf(z;0)| < d(z) pro VO € int®, V z € S(X) a Eg,[d(X)] < oo;

(iv) [|0f(z;0)/00] < e(z) pro VO €int®, V z € S(X) a / e(z)dv(z) < oo;

(v) [|0%logf (z;0)/00788]| < g(z) pro V0 € int @, V z € S(X) a Eg,[9(X)] < oo;

(vi) 110%f(z;0)/00730| < h(z) pro VO € int®, V z € S(X) a fh(a:)dv(:c) < 00;
)

(vii) I(6o) je pozitivné definitni.
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Score a informace pod podminkami regularity

® (d této chvile budeme predpokladat, ze podminky regularity plati
® Oznaéme [-]®? := [][-]T

Lemma 8.24 (Stredni hodnota a rozptyl skére)
Eo[S(X;0)] =04 a Varg[S(X;6)] =Ee[S®*(X;0)].

Lemma 8.25 (Alternativni definice informace)

I,(0) =nI(0) a I(0)=-Ey [W] .

00700

Diisledek 8.26 (Limitni informace)

F > 5(X:;6) g}: Ng(04.1(8)).
=1
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Asymptotickd normalita MLE

Véta 8.27 (AN MLE)

Necht 8¢ je skutecna hodnota neznamého parametru 0. Necht plati podminky regularity.
Pak je MLE 0., pro 8 asymptoticky normalni, tak Ze

Vn (6, - 6o) n%: Ng (04, 171 (80)).

Definice 8.28 (Asymptoticky rozptyl)

Za podminek regularity je asymptoticky rozptyl MLE 8, rovny avar(8,) = n"1I"1(6o).

® Asymptoticky rozptyl NENI limitni rozptyl
e Neformalng, 6, ~ Ng (60, n 1 I171(80))
® Intervaly spolehlivosti zalozené na normalnim rozdéleni (d = 1) ... Theorem 6.13

159 /194



Priklady MLE

Priklad 8.29 (MLE ve specifickém pripadé Beta modelu)
Xiyo o X "2 £(2:0) = 0(1 - )9 11{z € (0,1)} a necht 6, je skuteéna hodnota

neznameho parametru § > 1. Pak,

-~ D
V(6 — 6o) —— N(O, 63).

Priklad 8.30 (MLE v modelu normalniho rozdélen)

X1,... H~D f(z;0) = exp{ (z 0) } z € R a necht 6g je skuteéna hodnota

neznameho parametru 6 > 0 Pak

V(6 — B0) —— N(0,263/(260 + 1)).
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Priklady MLE (pokracovani)

Priklad 8.31 (MLE v Bernoulliho modelu — Hazeni minci)

Uvazujme priklad 8.14. Dostavame

X 1-X X 1-X
S(X;p)=—-—"— a S X;p)=—-"-—"—.
Vi) p 1l-p el p* (1-p)?
Takze
1 o 1 Xn(l-X,)
I = a se = = 5
" a-p )= G n

Pfiblizny 95% interval spolehlivosti je X, + U.g755€(Dn).
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Priklady MLE (pokracovani Il)

Priklad 8.32 (MLE v normalnim modelu)
Uvazujme priklad 8.15, kde o2 je znamé. MLE pro u je fin = X . Dostavame

X —u 1

S(Xip) = a S(Xip=-—.

Potom

1 o2

I(#):% a S’é(/:l\n):—,rﬁ)= e

Takze fin, ~ N(u,02/n) (neformalng; pro velké n). Normalni aproximace je ve skutecnosti
pfesna, tj. fin ~ N(u, 0?/n).
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Priklady MLE (pokracovani Ill)

Priklad 8.33 (MLE v Poissonové modelu)
Xi,..., X, b Po(1), kde 4 > 0. MLE pro A4 je An = X,,. Dostavame
X , X

Potom

Jo@) '

Pfiblizny 95% interval spolehlivosti je X ,, + u.g75\/Yn/n.
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Agenda

9. Testovani hypotéz
9.1 Nulova hypotéza a alternativni hypotéza
9.2 Statisticky test
9.3 Zamitnout nebo ne?
9.4 Hladina a sila testu
9.5 Typy hypotéz a testi
9.6 Waldiiv test
9.7 Dualita v testovani hypotéz a intervalech spolehlivosti
9.8 p-hodnota
9.9 Permutacni testy
9.10 Test podilem vérohodnosti
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Testovani — Motivacni priklad

Priklad 9.1 (Porovnani dvou predikénich algoritmii)

Testuje se vykon dvou predikénich algoritmi. Algoritmus 1 testujeme na prvnim
testovacim souboru a algoritmus 2 na druhém testovacim souboru.

Nulova hypotéza: Pravdépodobnost spravné predikce je pro oba algoritmy stejna.

Alternativni hypotéza: Pravdépodobnost spravné predikce neni stejna.

Hy: py =p> versus Hi: p1 # po.
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Formalni ramec testovani

Ziistavame u parametrickych modeli

Rozdélujeme prostor parametrii ® na dvé disjunktni mnoziny @q a 4, tj.
O=0UB; aO;NO, =0
Chceme testovat

Hy: 0@y proti Hi: 0€0®;

® Hy nazyvame nulovou hypotézou a H; alternativni hypotézou
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Rozhodnuti pomoci testovani hypotéz

® Necht X je nahodny vektor (napf. ndhodny vybér) a necht X je obor hodnot X

® Hypotézu testujeme tim, ze najdeme vhodnou podmnozinu vysledkti R c X,
nazyvanou kriticky obor
® Rozhodnuti je nasledujici:

® X € R = zamitnout Hy
® X ¢ R = nezamitnout Hy proti Hy (zachovat Hp)

e Odmitaci oblast R |ze obvykle prepsat ve formé
R={x: T(x) e C},

kde T je testova statistika a C' je kriticky obor

Definice 9.2 (Statisticky test)
Statisticky test (7', C) je dvojice sestavajici z testové statistiky T a kritického oboru C.
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Vysledky testovani hypotéz

e Existuji dvé mozné chyby, které miizeme udélat:
® Zamitnuti Hy, kdyz je Hy pravdiva, se nazyva chyba typu |
® Zachovani Hy, kdyz je H; pravdiva, se nazyva chyba typu Il
® Zamitnout nebo ne?

‘ Nezamitnout nulovou Hy ‘ Zamitnout nulovou Hy proti alternativé H;
Hj pravdiva ve chyba typu |
H; pravdiva chyba typu Il Ve

® Nezamitdme Hp, pokud neni silny diikaz pro zamitnuti Hy
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Hladina — Sila

Definice 9.3 (Silofunkce a hladina vyznamnosti)

Sila testu s kritickym oborem R je definovana jako
B(0) =Pg[X € R].
Hladina testu je definovana jako
@ = sUPgee,B(0).

e Alternativné plati 8(6) = Py[ T'(X) € C], kde (T, C) je statisticky test
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Typy hypotéz a testi

® Hypotéza ve tvaru 0 = g, tj. 8 € Og = {0y}, se nazyva jednoducha hypotéza

® Hypotéza ve tvaru 0 € @, kde @q obsahuje vice nez jeden prvek, se nazyva slozena
hypotéza

® Test ve tvaru Hp : @ = 0 versus Hy : 0 # 0 se nazyva oboustranny test

® Test ve tvaru Hy: @ < ¢ versus Hy : 0 > 0y nebo Hy: @ > 0¢ versus Hy : 0 < 0
se nazyva jednostranny test

® NejCastéjsi testy jsou oboustranné
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Funkce sily pro parametr stredni hodnoty |

Priklad 9.4 (Sila testu pro stfedni hodnotu v normalnim modelu)

X1,...,Xp 1D N(u,0?), kde 02 > 0 je znamé. Chceme testovat Hy : u < O versus

Hy: p>0. Tedy Og = (—0,0] a ©®; = (0, +c0). Uvazujme test
zamitneme Hy pokud T'(X) > c,
kde T(X) = X ,,. Kriticky obor je
R={(z1,...,2n): T(x1,...,Z4) > C}.

Protoze Vn (X, — u)/o ~ N(0, 1), sila testu je

ﬂ(#):PyI:Yn>C:|:PM \/ﬁxn_ﬂ>\/ﬁc_ﬂ
Z o
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Funkce sily pro parametr stredni hodnoty II

Priklad 9.5 (Sila testu pro stfedni hodnotu v normalnim modelu (pokracovani))

Funkce sily B(u) je rostouci v u (viz obrazek na dalsim slajdu). Proto hladina testu je

c
sup,<oB(1) = B(0) =1 - @ (VA=)
Nastavime tuto hodnotu rovnu @ a fesime pro ¢, abychom ziskali

oo oc®1(1-a)
= —\/ﬁ .

Zamitame, pokud X, > c® 1(1 — @)/vn. Vsimnéme si, ze ug = 0. Ekvivalentné
zamitame, pokud

X
Vn 7;_ > U_q =P (1-a).
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Graf sily testu pro parametr stredni hodnoty

B(1)

Hy Hy H

e Hladina testu je nejvétsi pravdépodobnost zamitnuti Hy, kdyz Hy je pravdiva
e K tomu dochéazi pfi u = 0 a proto hladina je 8(0)

e Kritickou hodnotu ¢ volime tak, aby 8(0) = «
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Waldiv test

* Necht @ je skalsrni parametr, 8 je odhad 6 a §&(9) je odhad smérodatné chyby 6.

Definice 9.6 (Waldiv test)

Uvazujme testovani Hy : 6 = 6 proti Hy : 6 # 6. Predpokladejme, Ze 6 je asymptoticky
normalnf: _
6-6
Wi=2"2 2, N(0,1).
se(f) n—

Waldtiv test na hladiné a: zamitni Ho, pokud |W| > u;_ /2.

Véta 9.7 (Asymptoticka hladina Waldova testu)

P@o[l WI > ul_a/z] — a, n — oo,

174 /194



Sila Waldova testu

e Alternativni verzi Waldovy testové statistiky je W = (8 — 6g)/seo(8), kde 560(5) je
smérodatna chyba pocitana pfi 6 = 0.

® Obé verze testu jsou platné.

Véta 9.8 (Sila Waldova testu pfi alternative)

Predpokladejme, Ze skutecna hodnota 0 je 61 + 0o. Sila f(01) — pravdépodobnost
spravného zamitnuti nulové hypotézy — je priblizné

6o — 01 0o — 61
— + ul—a/2) +‘1)( G - ul—a/Z) '

se(0) se(6)

1-9

® Pfipomehme, ze s’é(5) se zmen3uje s rostoucim rozsahem vybéru.
e Sila je velka, pokud je 6; daleko od 6y.

e Sila je velka, pokud je rozsah vybéru velky.
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Testovani dvou pravdepodobnosti — Porovnani
dvou vzorki

Priklad 9.9 (Porovnani dvou predikénich algoritmi (pokracovani))

Pokracujme s motivaénim prikladem 9.1. Testujeme predikéni Algoritmus 1 na testovaci
mnoziné velikosti m a Algoritmus 2 na druhé testovaci mnoziné velikosti . Necht X je
pocet spravnych predikci pro Algoritmus 1 a Y pocet spravnych predikci pro Algoritmus 2.
Potom X ~ Bi(m,p1) a Y ~ Bi(n, p3). Pro testovani nulové hypotézy p; = py pisSeme
Hy: 6§ =0 proti H; : § #0, kde § = p1 — po. MLE je 6= p1 — P2 s odhadem smérodatné
chyby

_ =~ [(-P)  P(1-D
5(3) = \/Pl( p1) " P2 Pz)‘
m n
Waldtiv test na hladiné @ je zamitnuti Ho, pokud |W| > u;_4/2, kde W = (5 - 0)/52(5).
Sila testu je nejvétsi, pokud je p; daleko od ps a rozsahy vybéri jsou velké.
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Testovani dvou pravdepodobnosti — Parové
porovnani

Priklad 9.10 (Porovnani dvou predikénich algoritmi (upravené))

Pokracujme s prikladem 9.9. Co kdybychom pouzili stejnou testovaci mnozinu pro oba
algoritmy? Vzorky jiz nejsou nezavislé. Pouzijeme nasledujici strategii. Necht X; =1,
pokud Algoritmus 1 pfedpovi spravné na testovaci mnoziné ¢, a X; = 0 jinak. Necht
Y; =1, pokud Algoritmus 2 pfedpovi spravné na testovaci mnoziné ¢, a Y; = 0 jinak.
Definujme D; = X; — Y;. Necht

0=ED;, =EX; -EY; =P[X;=1]-P[Y; =1] = p1 — po.

Empiricky odhad 6 je 6 = D,, = n~1 X2, D;a 52(3) = S/\m, kde
S=n"tY¥" (D; - Dy)? Pro testovani Hy: 6 =0 proti Hy : § # 0 pouzijeme
W =5/5e(5) a zamitneme Hp, pokud |W| > U — )2
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Testovani dvou ocekavani — Problém dvou vzorki

Priklad 9.11 (Porovnani dvou strednich hodnot)

Necht Xi,..., X, a Y1,..., Y, jsou dva nezavislé vybéry z populaci s kone¢nymi
kladnymi variancemi a stfednimi hodnotami 1 a us. Testujeme nulovou hypotézu, ze
M1 = pa. _Zapiseme ji jako Hg: 6 =0 proti Hy : § #0, kde § = 3 — us. Empiricky odhad
§je 6 = Xm— Xn s odhadem smérodatné chyby

=2 =2

- ot O
8(5) == + =2,

m n
kde G2=m LY (X, - Xm)2aG2=n"t 3", (Y~ Yn)? jsou vybérové rozptyly.
Waldtiv test velikosti @ je zamitnuti Hy, pokud |W/| > u;_4/2, kde W = (6 - 0)/s’é(5).
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Dualita v testovani hypotéz a intervalech
spolehlivosti

® Existuje vztah mezi Waldovym testem na hladiné @ a (1 — @) asymptotickym
intervalem spolehlivosti 6 + u;_,/25€(6).

e Testovani hypotézy je ekvivalentni rozhodnuti, zda nulova hodnota spada do intervalu
spolehlivosti.

Véta 9.12 (Ekvivalence testovani hypotéz a intervalu spolehlivosti)
Waldiv test hladiné @ zamita Hy : 6 = 0 proti Hy : 0 # 0y pravé tehdy, kdyz

0o ¢ (5— u1—a/255(§), 0+ ul—a/zsAe(a)) .
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p-hodnoty

Rozhodnout “zamitnuti Hy" nebo “nezamitnuti Hy" neni pfilis informativni

Misto toho bychom se mohli ptat, zda pro kazdé @ test zamita na této Grovni

Obecné plati, ze pokud test zamita na arovni @, zamita i na arovni o’ > @

® Proto existuje nejmensi «, pri které test zamita, a toto €islo nazyvame p-hodnota

Definice 9.13 (p-hodnota)

Pro konkrétni w € Q necht pozorované hodnoty jsou X(w) = x. Predpokladejme, ze pro
kazdé a € (0,1) mame test na hladiné a s kritickym oborem R,. Potom

p-hodnota =inf {a : x € R,}.

To znamena, ze p-hodnota je nejmensi hladina, pri které miizeme zamitnout Hy.
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p-hodnoty (pokracovani)

Neformalné je p-hodnota mirou evidence proti Hy: &im mensi p-hodnota, tim siln&jsi
ditkaz proti Hy
Typicky vyzkumnici pouzivaji nasledujici skalu evidence:

< .01 ... velmi silny ditkaz proti Hg

.01 -.05 ... silny dtikaz proti Hy

.05 —.10 ... slaby diikaz proti Hy

® > 1... maly nebo zadny ditkaz proti Hp

| Velka p-hodnota NENI silny diitkaz ve prospéch Hy
Velka p-hodnota mize nastat ze dvou diivodi:

(i) Ho je pravdiva nebo
(i) Ho je nepravdiva, ale test ma malou silu

e Nezaménujeme p-hodnotu s P[ Hy|Data]
| p-hodnota NENI pravdépodobnost, Ze nulova hypotéza je pravdiva
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Jak vypocitat p-hodnotu

Véta 9.14 (Vypocet p-hodnoty)

Predpokladejme, Ze test na hladiné &« ma tvar
zamitnuti Hy pokud T (X) > c,.

Potom
p-hodnota = supgce,Po [T (X) > T(x)],

kde x je pozorovand hodnota X. Pokud ®q = {6g}, potom
p-hodnota =Py, [ T (X) > T'(x)] .

® p-hodnota je pravdépodobnost (za Hp) pozorovani hodnoty testové statistiky stejné
nebo extrémnéjsi, nez byla skuteéné pozorovana
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p-hodnota pro Waldiiv test

Véta 9.15 (p-hodnota pro Waldav test)

0(x)— 6o

Necht w = ===
se(0)

je pozorovana hodnota Waldovy statistiky W . p-hodnota je dana
vztahem

p-hodnota = Py, [| W] > |w|] — 2®(—|w|), n — oo.
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Permutacni test

® Neparametrickd metoda pro testovani, zda jsou dvé rozdéleni stejna

e Exaktni test, coz znamena, Ze neni zalozen na aproximacich teorie velkych vzorki

IID IID
o Xi,....Xm ~ Fx UL Y7,...,Y, =~ Fy

® Hy: Fix = F'y versus Hy : Fx # F'y

® Necht T je n&jaka testovd statistika, napfiklad
T(X1’~-~7Xm9 Y]."-" Yn) = |Xm - Ynl

® Necht N = m +n a uvazujme viechny N! permutace dat X1,..., X, Y1,..., Y,
® Pro kazdou permutaci vypocitejme testovou statistiku T’

e Tyto hodnoty oznacime jako T4i,..., Tyt

® Pod nulovou hypotézou jsou viechny tyto hodnoty stejné pravdépodobné

® Presnéji feceno, pod Hp, vzhledem k usporadanym datiéim jsou
X1,...,Xm, Y1,..., Y, rovnomérné rozdéleny pres N! permutaci dat
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Permutacni test (pokracovani)

® Rozdéleni Py, které dava vahu 1/N! kazdému Tj, se nazyva permutace rozdéleni T'
® Necht t,ps je pozorovana hodnota testové statistiky

® Predpokladame-li, ze zamitame, kdyz je T velké,

p-hodnota = Po[ T > tops] = il ZH{T > tops}
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Algoritmus pro permutacni test

® Obvykle neni praktické pocitat vsech N! permutaci
® p-hodnotu miizeme aproximovat ndhodnym vybiranim z mnoziny permutaci
® Podil pripadi, kdy T} > tops, mezi témito vzorky aproximuje p-hodnotu

1. Vypocitejme pozorovanou hodnotu testové statistiky
tors = T(X1,..., X, Y1,..., Y)

2. Nahodné promichejme data a znovu vypocitejme statistiku pomoci permutovanych

dat
3. Opakujme predchozi krok B krat a oznaéme vysledné hodnoty jako T1i,..., T

4. P¥iblizna p-hodnota je

B
1
p-hodnota = 5 ]Z_:‘ HTj > tops}
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Waldovy vs permutacni testy — dle Marka Twaina

Priklad 9.16 (Mark Twain)

V roce 1861 se v deniku New Orleans Daily Crescent objevilo 10 eseji. Byly podepsany
‘Quintus Curtuis Snodgrass’ a néktefi lidé méli podezieni, ze je ve skutecnosti napsal Mark
Twain. Abychom to prozkoumali, budeme se zabyvat podilem tripismennych slov v
autorovych textech.

Z osmi Twainovych eseji mame:
0.225 0.262 0.217 0.240 0.230 0.229 0.235 0.217
Z deseti Snodgrassovych eseji mame:
0.209 0.205 0.196 0.210 0.202 0.207 0.224 0.223 0.220 0.201

Pfipomenme si priklad 9.11.
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Mark Twain dle Abrahama Walda v Pythonu |

X [0.225,0.262,0.217,0.240,0.230,0.229,0.235,0.217]
Y = [0.209,0.205,0.196,0.210,0.202,0.207,0.224,0.223,0.220,0.201]

import numpy as np
from scipy.stats import norm

np.random. seed (2024)

X = np.array (X)

Y = np.array(Y)
x_hat = X.mean ()
y_hat = Y.mean()

diff_hat = x_hat - y_hat
se_hat = np.sqrt(X.var(ddof=1)/len(X) + Y.var(ddof=1)/len(Y))
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© 0 N O U A W N R

10
11

Mark Twain dle Abrahama Walda v Pythonu II

u = norm.ppf (0.975)
confidence_interval = (diff_hat - u * se_hat, diff_hat + u * se_hat)

w = diff_hat / se_hat
p_value = 2 * (1 - norm.cdf (abs(w)))

print (’Estimated difference of means:\t %.3f’ ) diff_hat)

print (’Estimated SE: \t\t\t %.3f’ % se_hat)

print (°95%% confidence interval:\t (%.3f, %.3f)’ ) confidence_interval)
print (°Wald statistic: \t\t %.3f’ % w)

print (’Wald test p-value: \t\t %.4f’ % p_value)

Ar - fs =0.022, se(fir —is) =0.006, CAN(95%) = (0.010,0.034)
W =3.704, p-value = 0.0002
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Mark Twain skrz permutatacni test v Pythonu

# Permutation test using random shuffling
B = 1000000

full_series = np.concatenate ([X, Y])

nx = len(X)

diff_boot_count = 0

for i in range(B):

np.random.shuffle (full_series)

xx, yy = full_series[:nx], full_series[nx:]
diff_boot = xx.mean() - yy.mean()

if diff_boot > diff_hat:

diff_boot_count += 1

p_value_perm = diff_boot_count / B
print (’Permutation test p-value: \t\t %.4f’ % p_value_perm)

p-value = 0.0005
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Test podilem verohodnosti

Definice 9.17 (Statistika testu podilu vérohodnosti)

Uvazujme testovani Hy : 6 € @q proti Hy : 0 ¢ Og. Statistika poméru vérohodnosti je

supgeoLn(6) _ ., Ln(9)

A=2lo = =
gsupaeé)g L, (0) gLn(ao)

b

kde 8 je MLE (maximalné vérohodny odhad) a 0o je MLE, kdyz je 8 omezeno na @.

Véta 9.18 (Test pomérem vérohodnosti)

Za predpokladu platnosti nulové hypotézy
Hy: 0€@o={0€R%: [04i1,...,04]7 = [0g41.0---504.0]7} plati, Ze
D

A —>X§_q,

kde d — q je rozdil dimenze ® a dimenze @y.

191 /194



Agenda

10. Literatura

192/194



Seznam literatury

[§ Casella, G. and Berger, R.L. (2001)
Statistical Inference, 2nd Edition
Pacific Grove, CA: Duxbury

[§ Chung, K.L. (2001)
A Course in Probability Theory, 3rd Edition
San Diego, CA: Academic Press

[§ Dupaé, V. and Huskova, M. (2013)
Pravdépodobnost a matematicka statistika
Praha, CZ: Karolinum

[§ Resnick, S.I. (2013)
A Probability Path, 2014th Edition
Basel, CH: Birkhauser

[d Rosenthal, J.S. (2006)

A First Look at Rigorous Probability Theory,
2nd Edition
Singapore, SG: World Scientific

Ross, S.M. (2020)
A First Course in Probability, 10th Edition
London, UK: Pearson

Wasserman, L. (2013)

All of Statistics: A Concise Course in
Statistical Inference

New York, NY: Springer

193 /194



Konec

michal.pesta@mff.cuni.cz

194 /194


mailto:michal.pesta@mff.cuni.cz

	Úvod a motivace
	Literatura
	Struktura
	Data science
	Data mining
	Machine learning

	Náhodné jevy
	Měřitelný prostor
	Pravděpodobnostní prostor
	Nezávislé události
	Podmíněná pravděpodobnost
	Bayesova věta

	Náhodné veličiny
	Měřitelná zobrazení
	Rozdělení náhodné veličiny
	Hustota
	Distribuční funkce
	Diskrétní a spojitá rozdělení
	Kvantil
	Diskrétní náhodné veličiny
	Spojité náhodné veličiny
	Náhodné vektory
	Marginální rozdělení
	Nezávislé náhodné veličiny
	Podmíněné rozdělení
	Mnohorozměrná rozdělení
	Transformace náhodných veličin
	Transformace náhodných vektorů

	Střední hodnota
	Definice
	Diskrétní a spojitý případ
	Střední hodnota transformace
	Moment
	Vlastnosti
	Rozptyl
	Kovariance a korelace
	Varianční-kovarianční matice
	Momentová vytvořující funkce
	Charakteristická funkce

	Stochastické nerovnosti
	Markovovy nerovnosti
	Nerovnosti pro střední hodnotu

	Stochastické konvergence
	Typy stochastické konvergence
	Vztahy mezi typy konvergence
	Věta o spojitém zobrazení
	Slutského věta
	Lévyho věta o spojitosti
	Slabý zákon velkých čísel
	Centrální limitní věta
	Delta metoda

	Statistické učení
	Náhodný výběr
	Statistický experiment
	Stochastické modely
	Parametrické modely
	Neparametrické modely
	Základní pojmy v inferenci
	Odhad
	Standardní chyba
	Střední kvadratická chyba
	Konfidenční množiny

	Statistické funkcionály
	Empirická distribuční funkce
	Vlastnosti ECDF
	Statistický funkcionál
	Lineární statistický funkcionál
	Empirická míra
	Plug-in odhad
	Plug-in odhad pro lineární statistický funkcionál

	Parametrická inference
	Parametrická rodina
	Metoda momentů
	Metoda maximální věrohodnosti
	Asymptotické vlastnosti maximálně věrohodního odhadu
	Invariance
	Skórová funkce a Fisherova informace
	Asymptotická normalita MLE

	Testování hypotéz
	Nulová hypotéza a alternativní hypotéza
	Statistický test
	Zamítnout nebo ne?
	Hladina a síla testu
	Typy hypotéz a testů
	Waldův test
	Dualita v testování hypotéz a intervalech spolehlivosti
	p-hodnota
	Permutační testy
	Test podílem věrohodností

	Literatura

