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METODA BOOTSTRAP

Zuzana Praskova

Klicova slova: Bootstrap, wild bootstrap, blokovy bootstrap.

Abstrakt: V tomto ¢lanku jsou shrnuty zakladni vlastnosti metody boot-
strap. Je popsan klasicky pfistup zalozeny na nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veli¢inach a také modifikace této metody pro ¢asové rady.

1 Zakladni myslenka metody bootstrap

Metoda bootstrap patii mezi tzv. intenzivni pocitacové metody pro statis-
tickou analyzu dat. Prvni ¢ldnek o bootstrapu [4] vyvolal velky ohlas a brzy
po jeho zvefejnéni byla publikovana tada dalSich teoretickych i simula¢nich
studii, které mély za cil zkoumat pouziti, i¢innost a spolehlivost této metody
v nejruznéjsich aplikacich.

V tomto ¢lanku uvedeme zakladni vliastnosti metody bootstrap a zminime
se i o soucasnych trendech.

Uvazujme nezavislé stejné rozdélené (#d) nahodné veli¢iny X7, ..., X,
jejichz distribu¢ni funkce F neni blize specifikovdna. Necht 0 = 0(F) je néjaka
charakteristika rozdéleni; je to pro nas neznamy parametr, ktery ma byt
odhadnut na zakladé realizace ndhodného vybéru.

Necht T,, = T,,(X1,...,X,) je statistika pro odhad parametru 6, necht
R, = R,(X1,...,X,) je jeji vhodné standardizovana verze, napf. R, =
V/n(T,, — 0), nebo néjaka jeji funkce. Necht

Hy(z) = P[Ru(X1, ..., Xn, F) < 1]

znaci distribuc¢ni funkci statistiky R,,.

Explicitni odvozeni rozdéleni H,, i vypocet ¢iselnych charakteristik mohou
byt v jednotlivych pripadech zna¢né obtizné, ¢i dokonce analyticky neprovedi-
telné a to i tehdy, kdyz je distribuéni funkce F' zndma. V takovém piipadé (pfi
znédmé distribucni funkci) lze postupovat metodou Monte Carlo, generovat
dlouhou sérii nezavislych ndhodnych vybéra z rozdéleni s danou distribuc¢ni
funkei (tj. mnohokrat uméle opakovat experiment), pro kazdé opakovani spo-
¢itat hodnotu prislusné charakteristiky a jeji skutec¢né rozdéleni aproximovat
empirickym rozdélenim ziskanym z fady takto uméle ziskanych hodnot.

Je-1i skutecna distribu¢ni funkce F' neznama, coz je mnohem castéjsi pri-
pad, je mozné aproximovat H,, asymptotickym rozdélenim, které 1ze odvodit
na zakladé limitnich vét teorie pravdépodobnosti. Presnost takové aproxi-
mace vSak je ovlivnéna a omezena poc¢tem pozorovani, kterd jsou skutecné
k dispozici.

Metoda bootstrap nabizi feseni, které kombinuje tzv. substitucni princip
a metodu Monte Carlo.
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Vysvétleme nejdiive substituéni princip. Necht F),(x) je néjaky odhad
distribu¢ni funkce. Nejcastéji se uvazuje empiricka distribuéni funkce zalozena
na ndhodném vybéru Xq,..., X,, tj.

F,(z) = %ZI[}Q < a,

kde I[A] znaéi indikdtor mnoziny A. Pii danych hodnotéch X,..., X, je F,
znamd funkce.

Necht X7, ..., X je nezdvisly ndhodny vybér z F,,, tj. pti danych pozoro-
vénich Xi,..., X, jsou X7,..., X} (podminéné) nezavislé, stejné rozdélené
nahodné veli¢iny, z nichz kazda nabyva hodnot Xi,..., X, s pravdépodob-
nosti % Soubor X7{, ..., X} se nazyva bootstrapovy vybér. V dalsich tivahach
puvodni vybér nahradime bootstrapovym vybérem a neznamou distribu¢ni
funkci F' zndmou distribu¢ni funkci F,,. Dostaneme parametr 6* = 6(F,)
a statistiky T = T, (X7, ..., X)) a R} = R, (X7,..., X}, F).

Nyni miizeme definovat charakteristiky jako

BT = /Tn(:cl,...,:cn)d(Fn(:Jcl)...Fn(acn)),

var* T = /[Tn(xl, o xn) = BT 2d(Fy(21), ... Fp(zn))
a distribuéni funkci

Hy

() = P*(Ra(X?,..., X", F,) < 7)
=P(R,(X{,.... X F,) <z|X1,...,Xn);

jsou to tzv. teoretické charakteristiky a teoretickd distribucni funkce ziskané
metodou bootstrap.
Rekneme, ze H je konsistentni odhad H,,, jestlize

p(H:, H,) — 0 pfin — oo

v pravdépodobnosti (slaba konzistence) nebo skoro jisté (silnd konzistence),
kde p je néjaka metrika na prostoru distribu¢nich funkci. Nejcastéji pouzivané
metriky v tomto ptipadé jsou supremdlni metrika

poo(G, H) = igglG(af) — H(x)|

nebo tzv.Mallowsova vzddlenost, ktera je pro distribuéni funkce G a H z ro-
diny distribuénich funkci s koneénymi r—tymi momenty definovana predpi-
sem
pr(G,H) = inf (E|X —Y|")Y/",
Tx,y
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kde 7x y je mnozina vSech moznych sdruzenych rozdéleni vektort (X,Y), je-
jichz margindalni rozdéleni jsou G a H. O vlastnostech Mallowsovy vzdalenosti
a souvislosti s konvergenci v distribuci ndhodnych veli¢in viz napf. [2].

Konzistence bootstrapovych charakteristik se definuje prirozenym zpi-
sobem. Rekneme napi., ze var *T* je konzistentni odhad rozptylu var T},
jestlize

var T /varT,, — 1 pfin — oo
bud v pravdépodobnosti nebo skoro jisté.

Pro praktické pouziti jsou teoretické bootstrapové charakteristiky vhodné

jen v pripadé, ze jsou explicitnimi funkcemi pozorovani X, ..., X,,. Pfesné
stanoveni bootstrapového rozdéleni by vyzadovalo provedeni vsech n™ moz-
nych vybéri s vracenim z populace pozorovanych hodnot Xi,...,X,,. To je

vsak uskutecnitelné jen pro vybéry o malém rozsahu. I kdybychom se omezili
jen na vzajemné ruzné vybéry, mame takovych vybéru stale jesté (2"7:1), co%
jiz pro n = 10 je hodnota 92 378.

Nejcastéji se proto na bootstrapovy vybér X, ... X" a znamou distri-
buéni funkci F, aplikuje metoda Monte Carlo, kdy se mnohokrat (B-krat)
generuje nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni F,,, pfi kazdém opakovani se
spoctou hodnoty T}7, R} a z nich se stanovi aritmeticky prameér. Dostaneme
tak bootstrapové odhady ptuvodniho rozdéleni a puvodnich charakteristik.

Napft. bootstrapovy odhad rozptylu T,, dostaneme tak, ze opakujeme ne-
zavisly ndhodny vybér z rozdéleni F,, celkem B—krat a spocteme vzdy hod-
notu statistiky 7,;. Dostavame tak hodnoty T 4,..., T} g, ze kterych spoc-

teme
B

1 1 i
var*T:{:EZ< ;ﬂb—E;TgQ :

b=1

Podobné odhadneme distribuc¢ni funkci statistiky R,, jako

B

- 1 . .

H:L(x) = EZI{R"(XLIN' ) n,van) < x},
b=1

kde {X7,,..., X}, b =1,..., B, jsou nezdvislé vybéry z F,,. Pro nekteré
ucely se 1épe hodi histogram porizeny z hodnot R .

1.0.1 Priklad. Nechf X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se stiedni
hodnotou p a rozptylem o2. Pfirozenym odhadem parametru § = e* je sta-
tistika T, = eX», kde X, je vybérovy pramér. Zabyvejme se odhadem smé-
rodatné odchylky s,, = v/varT,.

V piipadé, ze X; ~ N(u,0?), mé statistika T, logaritmicko-normalni

v ’ 2
rozdéleni s parametry p a Z—, tedy

Sp = {62M+% (e% - 1)} . (1)

W=
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n Sn gn Sboot
50 | 9,760 | 9,798 | 10,492
200 | 4,407 | 4,384 | 4,484
500 | 2,731 | 2,736 | 2,748

Tabulka 1: Porovnani odhadi smérodatné odchylky 7T, = eX"; s,, 5y, resp.
Shoot znaci skuteénou, simulovanou, resp. bootstrapovou smérodatnou od-

chylku.

V tabulce 1 jsou porovniny odhady skuteéné hodnoty s, ze vzorce (1) pro
riizné rozsahy ndhodného vybéru z normalniho rozdéleni (3, 9) jednak me-
todou Monte Carlo, tj. opakovanim nahodného vybéru Xi,..., X,,, jednak
metodou bootstrap. Hodnota s,, je hodnota spo¢tend metodou Monte Carlo
z 10000 opakovani ndhodného vybéru N (3,9) o rozsahu n. Hodnota spoer
zna¢i primérnou hodnotu bootstrapového odhadu zalozeného na B = 500
realizacich bootstrapového vybéru o rozsahu n spoctenou pro 10000 simu-
la¢nich experimenti.
Dale se zabyvejme odhadem distribuéni funkce statistiky

Ry = (T, — 0) = /(X —e). (2)

Ptedpokladame-li stale, ze X; ~ N(u,0?), zjistime snadno, ze R, méa
distribu¢ni funkci
T n
(o) = @ (1n(= + ) - b)) 3)

g

a hustotu

vn x
hp() = ————— ( In(—
@ = e reavm? (n(\/ﬁ
kde @ a ¢ znadi distribuéni funkci a hustotu N(0,1).
Pokud bychom rozdéleni ndhodnych velicin Xj, ..., X,, neznali, mohli
bychom se pokusit nalézt asymptotické rozdéleni. Z Taylorova rozvoje do-

staneme, ze

2w

+et) —n)

R, = vn(eX —e") = (X, — p)e" + o,(1),

tedy R, m& asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylem e?#o?2.

Dalsi z moznosti je pouzit bootstrap. Necht X7, ..., X" je bootstrapovy
vybér porizeny z pozorovani Xi,...,X,. Potom X7i...., X} jsou #d, pro
které plati

E*X=p* =

S|

n s 1 n o
YoX; =X, varX{=o2" ==Y (X~ X,)%
j=1 i=1

n 4
a bootstrapova statistika je

Ry = V(T —07) = V(i — o) = V(X — 5. (5)




Metoda bootstrap 303

x10°
8

~

0
-200 -100 0 100 200 300 400

Obréazek 1: Hustota statistiky /n(eX» —e*) : skuteéné (tucna ¢ra), asympto-
ticka (slabd ¢ara) a bootstrapova (histogram).

Na obrazku 1 je zndzornéna hustota skutecného rozdéleni statistiky (2)
spo¢tend podle (4) pro ndhodny vybér o rozsahu n = 100 z normélniho
rozdéleni N (3,9) (silnou éarou), hustota asymptotického norméalniho rozdé-
leni (slabou ¢arou) a histogram odpovidajici bootstrapové statistiky (5) pro
B = 10000 bootstrapovych vybeéri.

Uvahy, které jsme dosud provedli, se daji zobecnit na vicerozmérny p¥i-

pad. Jsou-li Xy,...,X,, nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory s distri-
buéni funkci F lze spocéitat empirickou distribu¢ni funkci a definovat boot-
strapovy vybér X7, ..., X" jako nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni s touto

empirickou distribu¢ni funkci. Bootstrapové odhady lze potom definovat zcela
analogicky jako v jednorozmérném pripadé.

2 Vlastnosti bootstrapovych aproximaci

2.1 Presnost aproximace rozdéleni

Teoretické vysledky zkoumajici pfesnost bootstrapové aproximace rozdéleni
jsou zalozeny na centralnich limitnich vétach a jejich zpfesnénich pomoci
Berryovy- Esséenovy nerovnosti a Edgeworthova rozvoje pro normované, pri-
padné studentizované statistiky. Zakladni vysledky lze nalézt v pracech [16],
(2], [1], [7], jejich shrnuti napf. v [15].

Uvedme nejprve zakladni vysledky tykajici se vybérového praméru. Uva-
zujme distribuc¢ni funkce vybérovych statistik a jejich bootstrapové verze
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— —*

Hy(x) = P(Vn(Xn —p) <), Hi(z) =P (Vn(X, —p') < 2),

J— —%

*

o) = P(vat =l <o), ) = Pr(Vate s <o),

g

kde p, o? jsou stfedni hodnota a rozptyl a p* = X, a 02* = L 3" (X, —

X ,,)? jsou ptislugné bootstrapové protéjsky. Potom lze zformulovat nasledu-
jici velmi dulezité tvrzeni.

2.1.1 Véta Necht Xq,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné ve-
li¢iny s distribué¢ni funkei F.

(i) Jestlize EX? < oo, potom

poo(Hy, Hy) :L_) 0.

n—oo

(ii) Jestlize EX{ < oo, potom

* 32
m\/ﬁpoo(Hn,Hn): var(Xy — ) .

n—oo loglogn 202/2me

(iii) Jestlize F|X1]® < oo a I je Fesetovit, tj. existuji konstanty ¢, h takové,
ze Y oo P(X1=c+kh) =1, potom

— U h

(iv) Jestlize F|X1|3 < oo a F neni fesetovita, potom

Vitpeo (H, Hy) =235 0,

n—oo

Diikaz. Viz [16].

Tvrzeni (i) je dikaz konzistence pro nestandardizované statistiky, tvr-
zeni (ii) udévé rychlost této konvergence. Tvrzeni (iii) a (iv) udavaji rychlost
konvergence bootstrapové aproximace rozdéleni standardizovaného vybéro-
vého priméru. Porovnejme ji s rychlosti aproximace norméalnim rozdélenim.
Ta je pro Fesetovitd i nefesetovita rozdéleni podle Berryovy-Esséenovy ne-
rovnosti f4du O(n=2) a neda se zlepsit. Pro nefesetovité rozdéleni je tudiz
podle (iv) bootstrapova aproximace lepsi.

Déle uvedme podobné vysledky pro hladké funkce vybérového priméru.
Lze totiz ukazat, ze mnoho vybérovych statistik je mozno prepsat jako funkci
vybérového prumeéru néjakych ndhodnych vektort.
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Méjme nezavislé stejné rozdélené p-rozmérné nahodné vektory X, ..., X,

s distribuc¢ni funkci F', se stfedni hodnotou p a varianc¢ni

matici 3. Daéle

uvazujme funkci g z RP do R, Vg(x) := I(x) necht je gradient g spocteny

v bodé x. Oznac¢me
s = 1" ()= 1(p), s =11 (") =" 1(p*),

n

kde

S = IT(X,)ZU(X,), S =I1T(X,")Z (X0,

— 1 — I
= n 3= — i n i nTZEn-
w=X, © =1y x-X)x X

Nyni uvazujme distribuéni funkce statistik

H,(z) = P(Vn(9(X ) — g(p)) < ),
Hi(z) = P*(Vn(9(X,) — g(u*)) < ),

E’n(x) _ P(\/ﬁg(Y")

ﬁn(x) _ P(\/ﬁg(Y")

Sn

- 9(m) _ x) A7 () = P*(ﬁgﬁbzg(u*) < x)

S

—9) x) b () = P*(\/ﬁ.q(ﬁ)s%g(u*) < x)

2.1.2 Véta Necht X;,...,X,, jsou iid p-rozmérné vektory se stiedni hod-

notou p a varianéni matici X. Nechf g je funkce z RP do R.

(i) Necht E[|X;||? < oo, necht g je spojité diferencovatelna v p a I(p) # 0.

Potom )
poo(H?, Hy,) —L 0.

n—oo

(ii) Necht E|X;|® < oo, necht pro charakteristickou funkci ¢(t) ndhod-
ného vektoru X plati |¢(¢t)] < 1 pro t # 0. Necht g je tiikrét spojité
diferencovatelnd na okoli p a I(u) # 0. Potom pro distribu¢ni funkce

standardizovanych statistik plati

Vipeo(H?, Hy) =22 0.

n—oo

Pro distribué¢ni funkce studentizovanych statistik plati

Vipeo(H? Hy) =22 0.

n—oo

Diikaz. Viz [1].
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2.2 Redukce vychyleni odhadu bootstrapem

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s konecnou stfedni hodnotou
p a rozptylem o?. Necht g je spojita funkece, takova, ze E|g(X,)| < oo;
uvazujme parametr § = g(u). Vime, Ze vybérovy primér X,, je nestranny
a konzistentni odhad parametru y, tj. £ X, = pa X, — u skoro jisté. Potom

9(X,) — g(p) skoro jisté, tj. g(X,) je konzistentni odhad g(u), ale obecné
je vychyleny, nebot Eg(X,) # g(u), pokud g neni linedrni.

Studujme velikost vychyleni b, = Eg(X,)—g(u). Nadale predpokladejme,
ze g je dostateéné hladka funkce a X; maji koneéné momenty takového radu,
ze plati Taylortiv rozvoj

9(Xn) —g(p) = (X0 — g’ () + %(Yn — 1)*g" (1) + Rn, (6)

kde ER,, = O(n~?%) (viz napt. [5, kap. 5.4]). Oznac¢ime-li

102
B, ==—g"
59 (1),

potom
~ 1o* -2 -2 -1
bn = E(9(Xn) = g(p)) = 59" (1) + O(n™7) = By + O(n™") = O(n"").
Nyni uvazujme bootstrap. Je-li X7,..., X bootstrapovy vybér, potom bo-
otstrapova verze (6) je
— - S — 1, — = — .

kde diky silnému zdkonu velkych ¢isel plati E* R = O(n~2) skoro jisté. Pro
bootstrapové vychyleni b7, = E*g(X,) — g(X,,) tak mame
* —_— 1 0'*2

B (9(X) — 9(Xa)) = 55— (Ka) + 002 s.j

Z dalsiho Taylorova rozvoje dostaneme g”(X,,) = ¢" (1) + 5(Xn — p)g”" (1) +

R,, a odtud spocteme

n

> (i = Xa)2g" (1) + O(n~2) = By + O(n™2).

J=1

1

Eb* = E(—
" 2n2

Uvazujme nyni misto odhadu g(X,) jeho opravu g(X,) — b%. Vychyleni
tohoto opraveného odhadu je

Elg(Xn) = by] — g(u) = b — E},
=B,+0(n %) —B,+0(n % =0(n?),

coz je ve srovnani s b, radové lepsi vysledek.
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odhad | B, | redukce (%) | rmse
b0 | 5,186 25,821 19,675
65, |-1,011 5,034 14,712
050 | 1,863 9,275 9,941
6, | -0,145 0,721 8,893
0100 | 0,940 4,682 6,514
050 | -0,041 0,207 6,195

Tabulka 2: Redukce vychyleni odhadu T, = eX» metodou bootstrap.

V tabulce 2 jsou uvedeny vysledky simulacni studie, kterd srovnava vy-
chyleni b, = E@‘\n — 0, kde 0 = Ae“,gnA = eX», a vychyleni opraveného od-
hadu 0% = 6,, — b}, kde b}, = E*0 — 0,,, v zavislosti na rozsahu ndhodného
vybéru. Nahodné vybéry byly generovany z norméalniho rozdéleni N(3,9),
skutecna hodnota 8 = 20, 086. Pro kazdy vybér o rozsahu n bylo generovano
500 bootstrapovych vybéra. Ve sloupci B, je uveden vzdy rozdil odhadnuté
a skuteéné hodnoty, ve sloupci redukce je podil |Be"|, ve sloupci rmse od-
mocnina ze stfedni kvadratické chyby pro 10 000 simulacnich experimentt

(pfevzato z [18]).

2.3 Intervaly spolehlivosti

2.3.1 Studentizované intervaly spolehlivosti. Oznac¢me jako GAn od-
had parametru € a uvazujme studentizovanou statistiku

0, —0
R =
" S’IL
a jeji bootstrapovy protéjsek

n

Je-li H,, distribuéni funkce R,, a 7, je pfislusny p—kvantil, potom interval
spolehlivosti pro 6 s koeficientem 1 — « je

(en - 717%Sn7 en - ’Y%Sn)
Bootstrapovy interval spolehlivosti je
(on - Vf,% Sn; on - 7*% Sn)a
kde v, je p—kvantil distribu¢ni funkce H;; statistiky R}, spocteny jako v, =

R’(“[B o)’ tj. vybérovy kvantil spoc¢teny z usporadaného vybéru R’(*l), cee R(*B).
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skuteeny | (5,4634; 30,4683)
asymptoticky | (9,7289; 33,3495)
Lybridoi | (5,3061; 30,6092)
percentilovy | (12,4691; 37,7722)

Tabulka 3: 95%—ni intervaly spolehlivosti parametru e* pro vybér o rozsahu
100 z N (3,9), pouzito 10000 bootstrapovych vybért.

Lze ukézat [7, kap. 3 a 5], Ze takto sestrojené intervaly pokryvaji ne-
znamy parametr s presnosti, ktera je lepsi nez klasické intervaly vyuzivajici
asymptotickou normalitu statistiky R,. Nevyhodou tohoto postupu je velky
pocet vypocetnich operaci. Bootstrapovy odhad S} totiz vétsinou hledame
metodou Monte Carlo; k tomu potfebujeme By bootstrapovych vybéra. Dal-
gich By vybért potiebujeme pro odhad kvantili, tedy celkem Bj - By vybért.
Je-li By = 200 a By = 1000, budeme potfebovat 100000 bootstrapovych
vybéru.

2.3.2 Percentilové intervaly. Tato metoda pocitd intervalovy odhad pa-
rametru ¢ pomoci kvantili distribu¢ni funkce nestandardizované statistiky
0%, tj. z distribuéni funkce G} (x) = P*(0; < z). Dostaneme intervalovy

odhad o o
*—1 *—1

Tato metoda se hodi v pfipadé, ze neznamy parametr je kvantil distribucni
funkce uvazovaného ndhodného vybéru.

~

2.3.3 Hybridni intervaly. Je-li H,(z) = P(y/n(0, —0) < z), je interval
spolehlivosti pro 6 s koeficientem 1 — «

~

en — 01_% en

~ 1
(o= 75
kde ¢, je p— kvantil distribu¢ni funkce H,,.
Je-li Hy(z) ~ Hf(z) = P*(/n(6% — 6,) < z), miizeme misto neznamych
kvantilii ¢, uvazovat odpovidajici kvantily c; distribuéni funkce H,, a potom
dostaneme interval spolehlivosti

1
e 7z):

N * 1 0 * 1
(Gn—cl_%%, Gn—c%ﬁ)

V tabulce 3 jsou pro ilustraci uvedeny intervaly spolehlivosti pro para-
metr 6 = e* z piikladu 1.0.1. Skutec¢né intervaly jsou zalozeny na kvantilech

distribu¢ni funkce statistiky R, = v/n(eX" — et).
Vice podrobnosti o konstrukei intervalovych odhad 1ze nalézt napr. v kni-
ze [15].
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2.4 Nékteré vypocetni aspekty

2.4.1 Volba poc¢tu bootstrapovych vybéru. Soucasné pocitace jsou
dostatecné rychlé, abychom ve vétsiné pripadt mohli zvolit pocet opakovani
bootstrapovych vybérti B mnohem vétsi nez rozsah n. Vétsi pocet opakovani
vSak Casto neprinasi dalsi podstatné zlepseni nasich vysledkt. Chyba aproxi-
mace metodou Monte Carlo, kterou pouzivame pro pofizeni bootstrapovych
statistik, by vSak méla byt zanedbatelna vzhledem k chybé teoretického bo-
otstrapového odhadu.

Zabyvejme se dvéma zakladnimi okruhy problémii, totiz odhady rozptylu
a odhady distribu¢ni funkce (podrobnéji viz [15, kap. 5.4]). Ozna¢me

B 2
V/a‘FKT; = %Z ( Z ) - Uboot (7)

b=1

) . , . : B _ B £
Lze ukazat, ze pro bootstrapovy koeficient variace pro sp, , = /v, , Pii-
blizné plati

* o B
Var Sboot 1

Ex Sboot \/ﬁ,

kdyz se zanedba bootstrapovy koeficient Sikmosti. Potom pro pozadovanou
miru variability ¢ je B = %c’Q, napf. pro ¢ = 5% je B = 200. Ukazuje se,
Ze pro varianéni odhady typu (7) se presnost prili§ nezlepsi velkym poc¢tem
opakovani, tj. zvétsovanim B. Obecné se pro odhady momenti doporucuje
volit B mezi 200-600, podle jinych doporuceni vsak stac¢i jen 50-200.

c= OV*(sgjot) =

Distribu¢ni funkci H,, statistiky R,, odhadujeme jako

e ZI{R Xipoo X Fa) S b= Hi (). (8)

Podle [15] je asymptotickd chyba metody Monte Carlo
pOO(ngotaH;):en+ B-1lloglog B,

kde €, = poo(Hy, H}) je chyba bootstrapové aproximace. Ma-li byt chyba
Monte Carlo zanedbatelnd vzhledem k en, méli bychom volit B tak, aby

“lloglog B = o(€2). Pokud €, = Op(n~1), je mozno volit B = n?loglogn.
Pro n = 30 tak dostaneme pfiblizné B ~ 1100 opakovani. Obecné pro od-
hady kvantilti a distribuc¢ni funkce se doporucuje B = 1000 jako minimalni
hodnota.

2.4.2 Redukce poctu operaci. Existuje celd fada postupu jak zefek-
tivnit a urychlit bootstrapové vypocty. Zminme napi. rovnovazny bootstrap,
podle kterého lze B bootstrapovych vybért poridit nasledujicim postupem.
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Nejprve se kazdé pozorovani zkopiruje pravé B—krat; dostaneme posloupnost
délky nB. Nyni se provede ndhodna permutace na prvky této posloupnosti.
Prvky s poradim 1,...,n této zpermutované posloupnosti tvori bootstra-
povy vybér X7, ..., X} |, prvky s pofadim n + 1,...,2n bootstrapovy vy-
bér X{,,..., ;,2, atd, prvky s pofadim (n —1)B+1,...,nB bootstrapovy
vybér X7 p,.... X] 5.

Dalsi uzivané techniky Monte Carlo pro bootstrap, napt. importance re-
sampling, jsou popsany v [7] a [15].

2.4.3 Odlehla pozorovani Odlehld pozorovani mohou ovlivnit bootstra-
pové vypocty. Je-li mezi hodnotami Xj,..., X, jedno odlehlé pozorovani,
potom pravdépodobnost, Ze nebude obsazeno v bootstrapovém vybéru, je
(1- %)”, coz pro velka n bude pfiblizné e~ 1, tj. asi 37%. Ukazuje se ale, Ze
histogram hodnot bootstrapovych priamért 72 neni prilis citlivy na pfitom-
nost odlehlych pozorovani. Naopak histogram statistiky 7; — YZ(I{), kde

1 n—k
Xo(k) = — > Xy
i=k+1
je bootstrapova verze k-useknutého vybérového priméru, je velmi citlivy na
odlehld pozorovani a pritomnost takovych pozorovani se projevi v tom, ze
histogram statistiky X, (k) nebude unimodélni. Statistiku X, — X (k) lze
uzit k detekci odlehljch pozorovani. Teoretickd zdtvodnéni lze nalézt napft.
v ¢lanku [17].

2.5 Meze pouzitelnosti metody bootstrap

V predchozich odstavcich jsme se pokusili vysvétlit nékteré prednosti metody
bootstrap, zejména schopnost redukovat vychyleni odhadt a zpresnovat roz-
déleni statistik a tedy i presnost pokryti nezndmych parametra konfidenénimi
intervaly pro pivotalni, resp. studentizované statistiky. Od r. 1979, kdy vy-
gel zakladni ¢lanek o bootstrapu [4], byla teoreticky zkoumana pouzitelnost
a konzistence metody bootstrap v mnoha nejriiznéjsich statistickych tilohach.
Obecné teoretické vysledky, za kterych je bootstrap konzistentni, jsou uve-
deny napf. v knize [11].

Zminme se aspon o nékolika prikladech, které ukazuji, ze bootstrap nelze
pouzivat automaticky.

e Pro rozdéleni s nekoneénym rozptylem neodhaduje bootstrap konzis-

tentné rozdéleni hladkych funkci vybérového praméru.

e Bootstrap neodhaduje konzistentné rozdéleni odhadt parametri, které

lezi na hranici parametrické mnoziny.

e Bootstrap neodhaduje konzistentné rozdéleni extremélnich odhadi.
Radu dalsich ptikladii lze nalézt napt. v [15]. Pro vétsinu nich lze dokazat, ze
metoda je konzistentni pro bootstrapové vybéry rozsahu m, pro které > — 0
pri m,n — oo.
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e Jestlize X, nejsou nezavislé, bootstrapové statistiky nedavaji konzis-
tentni odhady parametrt a rozdéleni. V tomto pripadé je tfeba metodu
bootstrap modifikovat tak, aby bootstrapovy vybér odrazel zavislostni
strukturu.

3 Bootstrap pro zavisla pozorovani

Existuje cela fada modifikaci metody bootstrap pro zavisla pozorovani, které
se lisi tim, jakym zptsobem vyuzivaji informaci o procesu, kterym jsou ge-
nerovana data.

3.1 Bootstrap zavisly na modelu (parametricky)

Predpokladejme, Ze proces, kterym jsou generovana data, je specifikovan az
na néjaké parametry. Nejcastéji pouzivanou bootstrapovou technikou je tzv.
rezidudlni bootstrap. Tato varianta se hodi v pripadé, ze data jsou identifiko-
vana jako parametricky model typu AR nebo ARMA, piipadné jako dyna-
micky regresni model. Pfedpokladejme napi., ze ndhodné veli¢iny X5, ..., X,
se Fidi autoregresnim modelem AR(p)

Xt:ﬁlXt—l—""'—"ﬁpXt—p—i_Katzlv"'a”? (9)

kde Y; jsou iid s nulovou stfedni hodnotou a koneénym kladnym rozptylem
o2, Xo,...,X1_, jsou pocateéni pozorovani a jsou splnény predpoklady pro
stacionaritu posloupnosti { X; }. Bootstrap v klasické podobé zde pouZit nelze,
nebot Xy, ..., X, nejsou nezavislé. Nezavislé chyby Y; vétS§inou nezname, ale
miizeme je odhadnout. Pouzijeme-li konzistentni odhady pro neznamé para-
metry 31, ..., Bp, potom odhadnuté rezidua se chovaji pfiblizné jako nezévislé
nahodné veli¢iny. Generovani bootstrapového vybéru potom probihéd podle
nasledujiciho algoritmu, ktery lze zobecnit i na ARMA modely.

e Nejprve se odhadnou rezidua }Aft = X; — BlXt_l — = BpXt_p, kde
Bi, ..., Bp jsou konzistentni odhady parametrt 3q,. .., Gp.

e Spocte se empiricka distribuéni funkce F, centrovanych rezidui }Aft —
Y., kde Y, je aritmeticky primér z hodnot Y;,...,Y,,. Centrovani je
nezbytné, pokud nemame model s interceptem.

e Generuji se ndhodné veli¢iny Y7*,...Y", které jsou (podminéné pii da-
nych Xq,...,X,,) #d a maji distribuéni funkci F,.

e Bootstrapovy vybér, ktery kopiruje strukturu pavodnich dat je gene-
rovan predpisem

X;=BiXi 4+ X, + Y, t=1,...,n,
kde se polozi X7, =0,..., X5 =0mnebo X{_, =X;_,,..., X5 = Xo.

Bose [3] dokazal konzistenci této metody a jeji zpfesnéni proti normalni apro-
ximaci pro rozdéleni bootstrapovych odhadi pro parametry i, ..., [, me-
todou nejmensich ¢tvercl, Préskova [12] rozsifila tento vysledek na hladké
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funkce primeéri jistych vektort a z nich plynouci studentizované odhady. Kre-
iss a Franke [9] dokézali konzistenci metody bootstrap pro tfidu M-odhadi
v modelech ARMA. Ptehled dalsich vysledku, zabyvajicich se pouzitim vari-
anty rezidudlni bootstrap v modelech AR a ARMA lze nalézt napf. v [10].

Dalsi pouzivanou metodou je tzv. wild bootstrap. Tato modifikace me-
tody bootstrap byla ptivodné odvozena pro regresni modely s heterogennimi
chybami, napf. [19], [11]. Lze ji vSak aplikovat i na ¢asové fady v situacich,
kdy je identifikovan parametricky model (napt. ARMA), ve kterém ale nelze
sum modelovat jako posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in. Sem patii i v soucasné dobé velmi popularni modely s podminénou
heteroskedasticitou (modely typu ARCH, GARCH), nebo autoregresni mo-
dely s ndhodnymi parametry, které maji podobnou strukturu jako modely
ARCH, viz napf. [13], [14], [6].

Uvazujme opét autoregresni model AR(p) definovany v (9), ve kterém
Y, nejsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli¢iny. Méjme pozorovani
X1,...,X, a uvazujme odhady autoregresnich parametrtt metodou nejmen-
sich ¢tverct, které jsou vypocetné velmi jednoduché. Vzhledem k obecné
nestacionarité vSak lze obtizné urcit jejich asymptotické rozdéleni. Odhad
rozdéleni metodou rezidualni bootstrap neni v tomto pripadé konzistentni
(napt. [13)).

V pripadé, ze Y; jsou nezavislé nebo slabé zavislé, ale heterogenni, lze
pouzit techniku wild bootstrap, ktery zachovava heteroskedasticitu. Mozné
jsou dvé varianty této metody.

Prvni z nich generuje bootstrapovy vybér na zakladé regrese. Spoctou se
reziduary = Xy — 1 X¢—1—+ - — BpX¢—p, kde b1, ..., B, jsou odhady metodou
nejmensich ¢tvercti. Dale se generuje novy proces chyb

}/tw:’l”th, t:l,...,n,

kde K jsou iid s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem, neza-
vislé na Xj, ..., X,,. Potom se generuje bootstrapovy vybér podle schématu

XY =B Xe g+ +BpXep+ V¥, t=1...n

Bootstrapové hodnoty se tedy 1idi regresnim modelem s konstantnimi regre-
sory Xy—1,..., X4—p, t=1,...,n.

Ve druhé varianté se generuje proces chyb VY = mn Ky, ¢t = 1,...,n,
stejné jako v regresni varianté, ale bootstrapovy vybér se generuje podle
autoregresniho schématu

X =0,...,X5" =0,

Xi = DXl 4 B X, 4 Y =1,

takze presné kopiruje strukturu zavislosti v ptivodnim modelu. Zde opét
b1, ..., Bp jsou odhady parametra f1,..., 0, v puvodnim modelu AR(p).

__ Lze ukazat, Ze obé tyto varianty konzistentné odhaduji rozdéleni odhadt
Bi,...,Bp ziskanych metodou nejmensich ¢tverct za riznych podminek na
hetroskedasticitu chyb Y;, viz [13], [14], [6].
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3.2 Bootstrap nezavisly na modelu (blokovy)

Necht je k dispozici n pozorovani casové fady Xji,...,X,; predpokldddme,
ze jde o stacionarni posloupnost, ale o zavislostni struktufe neméme zadné
informace.

Bootstrapovy vybér se v takovém pripadé dé sestrojit nasledovné. Vektor
(X1,...,X,) se nejdiive rozdéli na bloky délky I. Pro n = k-l tak dostaneme
N = k neprekryvajicich se bloku

Y= (Xe, . X0), Yo = (Xiga, o Xon),oo Y = (X 1yig 15 -+ -5 X))
Jinou moznosti je vytvorit N = n — [ + 1 klouzavych blokt
Y= (X1,....X0), Yo = (Xo, .., Xig1) - Yo = (Xocig1, - X))

Dale se provadi nezavisly nahodny vybér s vracenim z populace vektortu
Yi,...,Yy. Dostavame tak postupné vektory Y7,Y5 .... Za bootstrapovy
vybér potom povazujeme vektor ndhodnych veli¢in

(X7,..., X

n

)= (Y7, Y5,...,Y).

Existuji i dalsi varianty, jak vytvafet bloky. Dtlezité je, ze v bootstrapovém
vybéru je vzdy [ po sobé jdoucich pozorovani, kterd maji stejnou strukturu
jako ptuvodni data.

7 teoretického hlediska, pro dosazeni konzistentnich vysledk®, musi byt
délka bloku dostatecné dlouhé, | — oo pro n — oco. Existuji teoretickd odvo-
zeni pro stanoveni optimalni délky bloku (napf. [10]). V praxi vSak nelze podle
téchto teoretickych vysledki vzdy postupovat, nebof teoretické stanoveni
délky bloku zavisi na hodnotach autokovariancni funkce, kterou nezname.
Vétsinou se tedy délka bloku stanovi tak, ze se fada pozorovani nejdiive
odhadne néjakym parametrickym modelem, ve kterém je teoretickd autoko-
varian¢ni funkce znama, a jeji odhad se potom dosadi do vzorct pro vypocet
délky bloku. Existuji i jiné algoritmy, zaloZzené na konkrétnich pozorovanich.

Vice o blokovém bootstrapu se lze do¢ist v Lahiri [10] nebo napf¥. v pra-
ci [8]. Tam je mozno nalézt také dalsi prameny, které zde pro nedostatek
mista neuvadime.
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