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Značenı́

X1, . . . ,Xn ∼ F

F̂ (x) = 1
n

∑n
i=1 I[Xi ≥ x ]

X ∗
1 , . . . ,X

∗
n ∼ F̂

Rn = Rn(X1, . . . ,Xn), R∗
n = Rn(X ∗

1 , . . . ,X
∗
n )

Hn(x) = HF ,n(x) = P(Rn ≤ x)

H∗
n (x) = HF̂ ,n(x) = P∗(R∗

n ≤ x)
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Bootstrap a Monte Carlo

Bootstrap

Pro b = 1, . . . ,B :

generujeme X∗
1 , . . . ,X

∗
n nezávisle s rozdělenı́m F̂

počı́tejme R∗
n,b = Rn(X ∗

1 , . . . ,X
∗
n )

Odhadneme H∗
n (x) pomocı́

H∗
n,B(x) =

1
B

B∑
b=1

I[R∗
n,b ≤ x ]

H∗
n,B(x)

s.j.−−→ H∗
n (x) pro B −→ ∞, podmı́něně na původnı́m výběru
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Konvergence v distribuci

Necht’ R ∼ H

Konvergence v distribuci Rn
D−→ R znamená, že limn−→∞ Hn(x) = H(x) ve všech

bodech spojitosti H.

Budeme značit R∗
n

D∗

−−→ R skoro jistě (v pravděpodobnosti), pokud H∗
n (x)

s.j./P−−−→ H(x)
ve všech bodech spojitosti H.
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Přı́klad 1

X1, . . . ,Xn ∼ F , µ = EX1, σ2 = VarX1 < ∞

CLV : Rn =
√

n(X n − µ)
D−→ R ∼ N(0, σ2)

φRn(z) =
(

1 − σ2z2

2n
+ λn(z)

)n

λn(z) = o
( 1

n

)
Tedy φRn(z) −→ φR(z) = e−σ2z2

2

Lévy-Cramér : Hn(x) −→ H(x) = Φ
( x
σ

)
pro všechna x ∈ R.
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Konvergence charakteristických funkcı́

Věta o konvergenci distribučnı́ch funkcı́

Necht’ jsou X1,X2, . . . nezávislé, stejně rozdělené náhodné veličiny s rozptylem σ2 > 0. Pro
náhodný výběr X1, . . . ,Xn mějme neparametrické bootstrap pozorovánı́ X ∗

1 , . . . ,X
∗
n ∼ F̂ .

Necht’

R∗
n =

√
n

(
1
n

n∑
i=1

X ∗
i − X n

)
.

Definujeme bootstrap charakteristickou funkci

φR∗
n
(z) = E∗

exp
iz

1√
n

n∑
j=1

(X ∗
j − X n)

 ,

poté pro každé z ∈ R, φR∗
n
(z) konverguje s.j. k charakteristické funkci N(0, σ2)-distribuce

φR(z) = e−σ2z2
2 .
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Věty

Věta o podmı́něné slabé konvergenci

R∗
n

D∗

−−→ R skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti) právě tehdy, když pro všechny (stej-
noměrně) spojité, omezené funkce h : R → R platı́

E∗[h(R∗
n )
]
−→ E

[
h(R)

]
, n → ∞

skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti).
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Věty

Věta o podmı́něné spojité transformaci

Necht’ R∗
n

D∗

−−→ R skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti) a g : R → R je spojitá. Poté

g(R∗
n )

D∗

−−→ g(R)

skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti).
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Věty

Podmı́něná verze Sluckého věty

Předpokládejme, že rozdělenı́ náhodných veličin Y ∗
n a Z ∗

n závisı́ na X1, . . . ,Xn. Necht’

Z ∗
n

D∗

−−→ Z skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti). Necht’ pro nějakou konstantu c a pro
každé ε > 0 platı́

P∗(|Y ∗
n − c| > ε)

s.j./p−−−→ 0.

Pak
Y ∗

n + Z ∗
n

D∗

−−→ c + Z , Y ∗
n Z ∗

n
D∗

−−→ cZ

skoro jistě (nebo v pravděpodobnosti).
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Metody důkazu konzistence

cı́l: H∗
n (x)

P−→ H(x) v bodech spojitosti

použijeme analogický postup jako při důkazu klasické delta věty

mějme Rn =
√

n(g(X n)− g(µ)) = ∇g(µ)
√

n (X n − µ) + oP(1)

předpokládáme, že
√

n (X
∗
n − X n)

D∗−−→ N(0,Σ) skoro jistě

R∗
n =

√
n (g(X

∗
n)− g(X n)) je bootstrap verze Rn

ukážeme, že R∗
n = R̃∗

n + r∗n , kde P∗(R̃∗
n ≤ x) P−→ H(x) a r∗n

P−→ 0.
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Podmı́něná delta věta

Delta věta pro bootstrap

Necht’ (X n − µ)/cn konverguje v distribuci k R, kde cn → 0 je deterministická posloupnost.
Necht’ je dále

R∗
n =

g(X
∗
n)− g(X n)

cn

bootstrap verze Rn =
√

n(g(X n)−g(µ)) a g : Rk → Rℓ měřitelné zobrazenı́, spojitě diferen-
covatelné na okolı́ µ.
Necht’ dále (X

∗
n − X n)/cn

D∗

−−→ R v pravděpodobnosti (nebo skoro jistě). Poté

g(X
∗
n)− g(X n)

cn

D∗

−−→ g′(µ)R v pasti.

Pokud navı́c X n konverguje skoro jistě k µ, pak tato konvergence platı́ skoro jistě.
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Přı́klad 2

X1, . . . ,Xn iid,

Necht’ existujı́ čtvrté momenty.

Odhadneme σ2 > 0 výběrovým rozptylem

σ̂2
n =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X n)
2 = g(X n,X 2

n ),

kde g(x , y) = y − x2.

Necht’ µ = (EX1,EX 2
1 ).

Pak z Delta věty :
√

n(σ̂2
n − σ2)

D−→ R ∼ N(0,g′(µ)Σg′(µ)T )

Bootstrap verze :
√

n(σ̂∗2
n − σ̂2

n)
D∗

−−→ R ∼ N(0,g′(µ)Σg′(µ)T )
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	Úvod

