Metoda BOOTSTRAP

Jana Veverkova

Statisticky seminar IIl.

22.11. 2011



Zakladni myslenka

» Méjme nahodny vybeér z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(6).
X=X, Xn) X F(0)

» Bézné odhadem parametru # rozumime libovolnou
statistiku T, ktera je funkci nahodného vybéru X.

O0n = Tn(X1, ..., Xn)

» Jak vypada odhad metodou BOOTSTRAP?



» Zkonstruujeme empirickou distribu¢ni funkci

1 n
Fo=—2 Tix<x
i=1

» Provedeme nahodny vybér o rozsahu n z rozdéleni s distr.
funkci Fp.

X* = (X{,...,X;) ... bootstrapovy vybér



» Bootstrapovym odhadem parametru 0* = 6(F,) rozumime
statistiku T}, ktera je funkci bootstrapového vybéru

T = Ta(X], ... X2)

» Podobné definujeme empirickou distribuéni funkci
bootstrapového vybéru

Fn = nz;ﬂ[&*«]
=



Rozdéleni bootstrapového vybéru

» Pro marginalni pravdépodobnosti plati
1 ..
P[)(i*:)(j|x1:X1,...,Xn:Xn]:E Vi,j=1,...,n

» Vzhledem k nezavislosti bootstrapového vybéru pro
vSechny vybéry plati

'
PIXE = Xt oo X5 = X | Xo = X100, Xn = 0] = 5



Charakteristiky bootstrapového odhadu

» Definujeme nasledujici charakteristiky

E*T, = / To(X1, .., Xn)d(Fn(X1), ..., Fn(Xn))
var'T; = /[Tn(x1,...,xn) — E*T;Pd(Fa(xy), ... Fa(Xn))
» a distribuCni funkci
Hj(x) = P*(Ta(XT, ..., X5) < X)

» Jde o tzv. teoretické charakteristiky a teoretikou distribucni
funkci ziskané metodou bootstrap.



P¥iklad 1. (1)

» Méjme nahodny vybér z neznamého rozdéleni Fx(x)
Xi=3,Xo=1,X3=4

» Zajima nas odhad stfedni hodnoty p.. Bézné uzivany
vybérovy priimér ma hodnotu

_ 8
X3 =~
373

Odhad metodou bootstrap

» Existuje 27 rliznych bootstrapovych vybera, k nim
spocteme prisludné bootstrapové priméry X.



Piiklad 1. (2)

Bootstrapovy vybér Bootstrapovy primer

1,1,1 X314 =1
1,1,3 Xaz_g
1,1,4 X33 =2
1,3,1 X34—§
4,44 Xz =4

» Vypocteme stfedni hodnotu bootstrapového priméru

27
B Xt — izt Xni
L ===

8
27 3



Aproximace bootstrapového rozdéleni

» Pocet bootstrapovych vybeérd je n” a nemusi byt tedy vzdy
mozné vypocitat vSechny hodnoty bootstrapového odhadu.

» Reseni nabizi metoda MONTE CARLO:

» Z nahodného vybéru X, ..., X, provedeme B
bootstrapovych vybéru.

» Ziskame B odhadu parametru 6*.

» Z téchto hodnot odhadneme rozdéleni parametru 6*.



Pro¢ bootstrap?

» Zajima nas rozdéleni H, statistiky (X1, ..., Xp).

» F znama
e Explicitné vypocitat H,, - nelze vzdy.
e Aproximovat H, metodou Monte Carlo.
» F neznama
e Aproximovat H, asymptotickym rozdélenim na zakladé
limitnich vét.
e Aproximovat H, metodou BOOTSTRAP (kombinace tzv.
substitu¢niho principu a metody Monte Carlo).



Piiklad II. (1)

» Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o2).
» Pfirozenym odhadem parametru

0= et
je statistika
Tn =€ 9
kde X, je vyb&rovy pramér.
» Statistika T, ma logaritmicko normalni rozdéleni s
parametry u a ”—nz



P¥iklad I1. (2)
» Zabyvejme se rozdélenim statistiky
Bn=n(Ty—0) =/n (e*n - e“)
» Za predpokladu normalniho rozdéleni ma R, hustotu

2 (o) ) 7)

» Z Taylorova rozvoje Ize odvodit, ze R, ma asymptoticky
N(0, €?#52)

» Metodou bootstrap: Necht X7, ..., X je bootstrapovy vybér,
pak bootstrapova statistika je

Ry=vn(e¥ — o) = vn (&5 — &)



P¥iklad II. (3)

M|

Hustota skuteéného rozdéleni statistiky pro n = 100 z N(3,9), hustota
asymptotického normalniho rozdéleni, histogram odpovidajici bootstrapové
statistiky pro B=10 000.



Bootstrapova empiricka distribu¢ni funkce

» Pro empirickou distribu¢ni funkci F,(x) plati:

Fo) % Fx) no oo

EF,(x) = F(x)

» Analogicka tvrzeni plati i pro bootstrapovou empirickou
distribu¢ni funkci F;(x):

E"Fn(x ZE Iix-<x) = Fn(X)



» Pro bootstrapovy rozptyl rozdilu funkci plati
1
var” [Fa(x) = Fa(x)] = —Fa(x)(1 = Fa(x))

> Jelikoz Fy(x)(1 — Fy(x)) < 1, plati dale

var* [Fp(x) — Fa(x)] < % "0

» Odtud plyne



Bootstrap pro primeér

» Méjme nahodny vybér z rozdéleni F s koneCnou stfedni
hodnotou x a koneénym rozptylem o2

X, Xy M F
» Provedme bootstrapovy vybér
X:, .. X8 F,

» Bootstrapovym odhadem parametru p je v tomto pfipade

e o 1
,U:Xn:EZXi
=1



Charakteristiky bootstrapového primeéru

» Podminéna stfedni hodnota
] 1 1< _
E* {Xn} = EZE*)(I* = E*X} = ﬁZXi:Xn
i=1 i=1
» Podminény rozptyl
S5

L
var* [X,,} = Evar*X{" =

Meﬁz%ZL&M—YQ?



Asymptotické vlastnosti bootstrapového priiméru

Véta 1
Plati-li E|X|® < oo a neni-li funkce F Fedetovita, pak pro
vsechna x skoro jisté plati

Vi (X, = Xn)

Sn

P*

] —or) 1301

kde ®(x) je distribucni funkce N(0, 1) rozdéleni a ¢(x) jeho
hustota.

Pozn.: Rozdil mezi standardni aproximaci v/n(X, — u)/c a
bootstrapovou v/n (72 — 7,,) /Sn se zvySuje s rostouci Sikmosti
plvodniho rozdéleni.



Redukce vychyleni odhadu bootstrapem

» Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s parametry
© a o?, g je spojita funkce takova, ze E|g(Xn)| < oo,
uvazujme parametr 6 = g(u).

» Vybérovy pramer Xn je nestranny a konzistentni odhad .,
potom g(X,) je konzistentni odhad g(u), ale obecné neni
nestranny (pokud g neni linearni).

» Vychyleni oznacme

bp = Eg(yn) —g(n)

» Z Taylorova rozvoje' plyne

2
by = E(g(Xn) ~ 9(1)) = 3 %-g"(1) + O(n"?)

19(Xn) — (1) = (Xn — 1)g' (1) + 3(Xn — 1)°g" (1) + R



» Je-li X7, ..., X} bootstrapovy vybér, potom bootstrapova
verze vychyleni je

by, = E*g(Xp) — 9(X»)
» Z Taylorova rozvoje? opét plyne

* ~ 10

E*(9(X,) — 9(Xn)) = 5 7—g"(Xy) + O("2)

» Z dal$iho Taylorova rozvoje® ziskame

% 102 1" -2
Eb;, = 579 (n) +0O(n™*)

29(Xn) — 9(Xn) = (7 — Xn)g'(Xn) + 3(Xn = Xn)?g" (Xn) + Rn
*g"(Xn) = 9" (1) + 3(Xn = 1)g"" (1) + Rn



» Uvazujme nyni misto odhadu 9(Xp) jeho opravu
9(Xn) — bj,. Vychyleni takto opraveného odhadu je

E[9(Xn) — by] — g(1) = by — Ebj, = O(n"2),

coz je zfejmeé lepsSi vysledek.



Priklad I11.

» UvaZujme parametr § = e/ a jeho vybérovy odhad
én — eX"

> Srovnejme vychyleni odhadu b, = Ed,—0a vychyleni
opraveného odhadu 6§ = 0, — b}, kde b}, = E*0;, — 0.

» Nahodné vybéry byly generovany z N(3,9), skute¢na
hodnota 6 = 20, 086. Pro kazdy vybér o rozsahu n bylo
generovano 500 bootstrapovych vybeéra.

f0—0 | 5,186
05, — 6 | -1,011
fs0 — 0 | 1,863
fg, — 60 | -0,145
f100 — 0 | 0,940
0S4 — 0 | -0,041




Bootstrapové konfidencéni intervaly

» Pro nalezeni konfidencnich interval( pomoci bootstrapu
existuje nékolik postupu.

Percentilova metoda
» Necht Xi,... Xn < F.
» Chceme urcit (1-o) konfidencni interval pro 6 = 6(F) na
zaklade odhadu 6 = ¢(F,) a bootstrapového odhadu
0 = 6(Fp).
» Oznadme rozdéleni * jako

H:(x) = P* [é* < x}



» Pokud toto rozdéleni nelze uréit, odhadneme ho metodou

Monte Carlo 5
RN
Ha(x) = 5 Zﬂ[é;;q]
b=1

» Pro a € (0, 1) definujeme kvantily rozdéleni H};(x) jako

» Pak plati



» Interval o o
x—1 0= x—1 e
(M '(G1HT (1= 5))

je pribliznym centralnim konfiden¢nim intervalem
parametru 6 na hladiné spolehlivosti 1 — .

BC-percentilova metoda
» V pripade, ze o
P*[6* < 6] # 0.5,

tj. je-li bootstrapové rozdéleni vychylené vzhledem ke
skute¢né hodnoté parametru.



Tato metoda opravuje toto vychyleni (BC - "bias
corrected”)

Definujme A
2o = &~ '(H;(9)),

kde ®(x) je distribu¢ni funkce N(0,1).
Potom interval

(Hy ™ (®(220 — 15))) - Hy ™" (0(220 + () )

kde 1(g) je kvantil N(0,1), je pfiblizny (1 — «) konfidencni
interval parametru 6.



Studentizované intervaly spolehlivosti

» UvaZzujme studentizovanou statistiku odhadu 6, parametru
0, 1.

60— 0
R
n Sn
a jeji bootstrapovy protéjSek
0x —0
R* _’n n
n S;);

» Bézny interval spolehlivosti pro 6 je

(én —M-% Sh, é\n — 7% Sn) )

kde vp je p-kvantil distribu¢ni funkce statistiky Rp.



Bootstrapovy interval spolehlivosti je
(9 —~7_sSn 00— 75 S3)

Lze ukazat, Ze takto sestrojené intervaly pokryvaji
neznamy parametr s lepsi pfesnosti, nez klasické intervaly
vyuzivajici asymptotickou normalitu statistiky Ry,.

Nevyhodou je velky pocet vypocetnich operaci. Je tfeba B,
bootstrapovych vybérd k odhadu S;; a dalSich B, vybéra
pro odhad kvantil(, tj. celkem B; B, vybéra.



Pouzitelnost metody Bootstrap

Prednosti

» Schopnost redukovat vychyleni odhadu.

» Schopnost zpfesnovat rozdéleni statistik a tedy i presnost
pokryti parametrd konfidenénimi intervaly pro studentizované
statistiky.

Omezeni pouzitelnosti

» Pro rozdéleni s nekoneénym rozptylem neodhaduje bootstrap
konzistentné rozdéleni hladkych funkci vybérového prameéru.

» Neodhaduje konzistentné rozdéleni odhadl parametr(, které
lezi na hranici parametrické mnoziny.

» Neodhaduje konzistentné rozdéleni extremalnich odhadd.

» Jestlize X, nejsou nezavislé, bootstrapové statistiky nedavaji
konzistentni odhady parametrd a rozdéleni.



