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Základnı́ myšlenka

I Mějme náhodný výběr z rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́ F (θ).

X = (X1, ...,Xn) Xi
iid∼ F (θ)

I Běžně odhadem parametru θ rozumı́me libovolnou
statistiku Tn, která je funkcı́ náhodného výběru X.

θ̂n = Tn(X1, ...,Xn)

I Jak vypadá odhad metodou BOOTSTRAP?



I Zkonstruujeme empirickou distribučnı́ funkci

Fn =
1
n

n∑
i=1

I[Xi<x ]

I Provedeme náhodný výběr o rozsahu n z rozdělenı́ s distr.
funkcı́ Fn.

X∗ = (X ∗1 , ...,X
∗
n ) ... bootstrapový výběr



I Bootstrapovým odhadem parametru θ∗ = θ(Fn) rozumı́me
statistiku T ∗n , která je funkcı́ bootstrapového výběru

T ∗n = Tn(X ∗1 , ...,X
∗
n )

I Podobně definujeme empirickou distribučnı́ funkci
bootstrapového výběru

F ∗n =
1
n

n∑
i=1

I[X∗i <x]



Rozdělenı́ bootstrapového výběru

I Pro marginálnı́ pravděpodobnosti platı́

P[X ∗i = Xj | X1 = x1, ...,Xn = xn] =
1
n
∀i , j = 1, ...,n

I Vzhledem k nezávislosti bootstrapového výběru pro
všechny výběry platı́

P[X ∗1 = X1, ....,X ∗n = Xn | X1 = x1, ...,Xn = xn] =
1
nn



Charakteristiky bootstrapového odhadu

I Definujeme následujı́cı́ charakteristiky

E∗T ∗n =

∫
Tn(x1, ..., xn)d(Fn(x1), ...,Fn(xn))

var∗T ∗n =

∫
[Tn(x1, ..., xn)− E∗T ∗n ]2d(Fn(x1), ...,Fn(xn))

I a distribučnı́ funkci

H∗n(x) = P∗(Tn(X ∗1 , ...,X
∗
n ) ≤ x)

I Jde o tzv. teoretické charakteristiky a teoretikou distribučnı́
funkci zı́skané metodou bootstrap.



Přı́klad I. (1)

I Mějme náhodný výběr z neznámého rozdělenı́ FX (x)

X1 = 3,X2 = 1,X3 = 4

I Zajı́má nás odhad střednı́ hodnoty µ. Běžně užı́vaný
výběrový průměr má hodnotu

X 3 =
8
3

Odhad metodou bootstrap

I Existuje 27 různých bootstrapových výběrů, k nim
spočteme přı́slušné bootstrapové průměry X

∗
3.



Přı́klad I. (2)

Bootstrapový výběr Bootstrapový průměr
1,1,1 X

∗
3,1 = 1

1,1,3 X
∗
3,2 = 5

3
1,1,4 X

∗
3,3 = 2

1,3,1 X
∗
3,4 = 5

3
...

...
4,4,4 X

∗
3,27 = 4

I Vypočteme střednı́ hodnotu bootstrapového průměru

E∗X
∗
n =

∑27
i=1 X

∗
n,i

27
=

8
3



Aproximace bootstrapového rozdělenı́

I Počet bootstrapových výběrů je nn a nemusı́ být tedy vždy
možné vypočı́tat všechny hodnoty bootstrapového odhadu.

I Řešenı́ nabı́zı́ metoda MONTE CARLO:
I Z náhodného výběru X1, ...,Xn provedeme B

bootstrapových výběrů.
I Zı́skáme B odhadů parametru θ∗.
I Z těchto hodnot odhadneme rozdělenı́ parametru θ∗.



Proč bootstrap?

I Zajı́má nás rozdělenı́ Hn statistiky Tn(X1, ...,Xn).

I F známá
• Explicitně vypočı́tat Hn - nelze vždy.
• Aproximovat Hn metodou Monte Carlo.

I F neznámá
• Aproximovat Hn asymptotickým rozdělenı́m na základě

limitnı́ch vět.
• Aproximovat Hn metodou BOOTSTRAP (kombinace tzv.

substitučnı́ho principu a metody Monte Carlo).



Přı́klad II. (1)

I Necht’ X1, ...,Xn je náhodný výběr z rozdělenı́ N(µ, σ2).
I Přirozeným odhadem parametru

θ = eµ

je statistika
Tn = eX̄n ,

kde X̄n je výběrový průměr.
I Statistika Tn má logaritmicko normálnı́ rozdělenı́ s

parametry µ a σ2

n .



Přı́klad II. (2)

I Zabývejme se rozdělenı́m statistiky

Rn =
√

n(Tn − θ) =
√

n
(

eX̄n − eµ
)

I Za předpokladu normálnı́ho rozdělenı́ má Rn hustotu

hn(x) =

√
n

σ(x + eµ
√

n)
ϕ

((
ln
(

x√
n

+ eµ
)
− µ

) √
n
σ

)
I Z Taylorova rozvoje lze odvodit, že Rn má asymptoticky

N(0,e2µσ2)

I Metodou bootstrap: Necht’ X ∗1 , ...,X
∗
n je bootstrapový výběr,

pak bootstrapová statistika je

R∗n =
√

n
(

eX̄∗n − eµ
∗
)

=
√

n
(

eX̄∗n − eX̄n
)



Přı́klad II. (3)

Hustota skutečného rozdělenı́ statistiky pro n = 100 z N(3,9), hustota
asymptotického normálnı́ho rozdělenı́, histogram odpovı́dajı́cı́ bootstrapové
statistiky pro B=10 000.



Bootstrapová empirická distribučnı́ funkce

I Pro empirickou distribučnı́ funkci Fn(x) platı́:

Fn(x)
s.j.→ F (x) n→∞

EFn(x) = F (x)

I Analogická tvrzenı́ platı́ i pro bootstrapovou empirickou
distribučnı́ funkci F ∗n (x):

E∗F ∗n (x) =
1
n

n∑
i=1

E∗I[X∗i <x ] = Fn(x)



I Pro bootstrapový rozptyl rozdı́lu funkcı́ platı́

var∗ [F ∗n (x)− Fn(x)] =
1
n

Fn(x)(1− Fn(x))

I Jelikož Fn(x)(1− Fn(x)) ≤ 1
4 , platı́ dále

var∗ [F ∗n (x)− Fn(x)] ≤ 1
4n

n→∞→ 0

I Odtud plyne

F ∗n (x)
|P∗|→ Fn(x) n→∞



Bootstrap pro průměr

I Mějme náhodný výběr z rozdělenı́ F s konečnou střednı́
hodnotou µ a konečným rozptylem σ2

X1, ...,Xn
iid∼ F

I Proved’me bootstrapový výběr

X ∗1 , ...,X
∗
n

iid∼ Fn

I Bootstrapovým odhadem parametru µ je v tomto přı́padě

µ̂∗ = X
∗
n =

1
n

n∑
i=1

X ∗i



Charakteristiky bootstrapového průměru

I Podmı́něná střednı́ hodnota

E∗
[
X
∗
n

]
=

1
n

n∑
i=1

E∗X ∗i = E∗X ∗1 =
1
n

n∑
i=1

Xi = X n

I Podmı́něný rozptyl

var∗
[
X
∗
n

]
=

1
n

var∗X ∗1 =
s2

n
n

kde s2
n = 1

n
∑n

i=1

(
Xi − X n

)2
.



Asymptotické vlastnosti bootstrapového průměru

Věta 1
Platı́-li E |X |3 <∞ a nenı́-li funkce F řešetovitá, pak pro
všechna x skoro jistě platı́

P∗

√n
(

X
∗
n − X n

)
sn

< x

 = Φ(x) +
µ3(1− x2)

6σ3
√

n
φ(x) + o

(
1√
n

)
,

kde Φ(x) je distribučnı́ funkce N(0,1) rozdělenı́ a φ(x) jeho
hustota.

Pozn.: Rozdı́l mezi standardnı́ aproximacı́
√

n(X n − µ)/σ a
bootstrapovou

√
n
(

X
∗
n − X n

)
/sn se zvyšuje s rostoucı́ šikmostı́

původnı́ho rozdělenı́.



Redukce vychýlenı́ odhadu bootstrapem

I Necht’ X1, ...,Xn je náhodný výběr z rozdělenı́ s parametry
µ a σ2, g je spojitá funkce taková, že E |g(X n)| <∞,
uvažujme parametr θ = g(µ).

I Výběrový průměr X n je nestranný a konzistentnı́ odhad µ,
potom g(X n) je konzistentnı́ odhad g(µ), ale obecně nenı́
nestranný (pokud g nenı́ lineárnı́).

I Vychýlenı́ označme

bn = Eg(X n)− g(µ)

I Z Taylorova rozvoje1 plyne

bn = E(g(X n)− g(µ)) =
1
2
σ2

n
g′′(µ) + O(n−2)

1g(X n)− g(µ) = (X n − µ)g′(µ) + 1
2 (X n − µ)2g′′(µ) + Rn



I Je-li X ∗1 , ...,X
∗
n bootstrapový výběr, potom bootstrapová

verze vychýlenı́ je

b∗n = E∗g(X
∗
n)− g(X n)

I Z Taylorova rozvoje2 opět plyne

E∗(g(X
∗
n)− g(X n)) =

1
2
σ∗2

n
g′′(X n) + O(n−2)

I Z dalšı́ho Taylorova rozvoje3 zı́skáme

Eb∗n =
1
2
σ2

n
g′′(µ) + O(n−2)

2g(X
∗
n)− g(X n) = (X n − X n)g′(X n) +

1
2 (X

∗
n − X n)

2g′′(X n) + Rn
3g′′(X n) = g′′(µ) + 1

2 (X n − µ)g′′′(µ) + Rn



I Uvažujme nynı́ mı́sto odhadu g(X n) jeho opravu
g(X n)− b∗n. Vychýlenı́ takto opraveného odhadu je

E [g(X n)− b∗n]− g(µ) = bn − Eb∗n = O(n−2),

což je zřejmě lepšı́ výsledek.



Přı́klad III.

I Uvažujme parametr θ = eµ a jeho výběrový odhad
θ̂n = eX n .

I Srovnejme vychýlenı́ odhadu bn = E θ̂n − θ a vychýlenı́
opraveného odhadu θ̂c

n = θ̂n − b∗n, kde b∗n = E∗θ̂∗n − θ̂n.
I Náhodné výběry byly generovány z N(3,9), skutečná

hodnota θ = 20,086. Pro každý výběr o rozsahu n bylo
generováno 500 bootstrapových výběrů.

θ̂20 − θ 5,186
θ̂c

20 − θ -1,011
θ̂50 − θ 1,863
θ̂c

50 − θ -0,145
θ̂100 − θ 0,940
θ̂c

100 − θ -0,041



Bootstrapové konfidenčnı́ intervaly

I Pro nalezenı́ konfidenčnı́ch intervalů pomocı́ bootstrapu
existuje několik postupů.

Percentilová metoda
I Necht’ X1, ...,Xn

iid∼ F .
I Chceme určit (1-α) konfidenčnı́ interval pro θ = θ(F ) na

základě odhadu θ̂ = θ(Fn) a bootstrapového odhadu
θ̂∗ = θ(F ∗n ).

I Označme rozdělenı́ θ̂∗ jako

H∗n(x) = P∗
[
θ̂∗ < x

]



I Pokud toto rozdělenı́ nelze určit, odhadneme ho metodou
Monte Carlo

H∗n(x)
.

=
1
B

B∑
b=1

I[θ̂∗b<x ]

I Pro α ∈ (0,1) definujeme kvantily rozdělenı́ H∗n(x) jako

θ̂∗D = θ̂∗(
α

2
) = H∗−1

n (
α

2
)

θ̂∗H = θ̂∗(1− α

2
) = H∗−1

n (1− α

2
)

I Pak platı́
P∗
[
θ̂∗D ≤ θ ≤ θ̂

∗
H

]
.

= 1− α



I Interval 〈
H∗−1

n (
α

2
),H∗−1

n (1− α

2
)
〉

je přibližným centrálnı́m konfidenčnı́m intervalem
parametru θ na hladině spolehlivosti 1− α.

BC-percentilová metoda

I V přı́padě, že
P∗[θ̂∗ < θ̂] 6= 0.5,

tj. je-li bootstrapové rozdělenı́ vychýlené vzhledem ke
skutečné hodnotě parametru.



I Tato metoda opravuje toto vychýlenı́ (BC - ”bias
corrected” )

I Definujme
z0 = Φ−1(H∗n(θ̂)),

kde Φ(x) je distribučnı́ funkce N(0,1).
I Potom interval〈

H∗−1
n

(
Φ(2z0 − µ(α

2 ))
)
,H∗−1

n

(
Φ(2z0 + µ(α

2 ))
)〉

,

kde µ(α
2 ) je kvantil N(0,1), je přibližný (1− α) konfidenčnı́

interval parametru θ.



Studentizované intervaly spolehlivosti

I Uvažujme studentizovanou statistiku odhadu θ̂n parametru
θ, tj.

Rn =
θ̂n − θ

Sn

a jejı́ bootstrapový protějšek

R∗n =
θ̂∗n − θn

S∗n

I Běžný interval spolehlivosti pro θ je(
θ̂n − γ1−α

2
Sn, θ̂n − γα

2
Sn

)
,

kde γp je p-kvantil distribučnı́ funkce statistiky Rn.



I Bootstrapový interval spolehlivosti je(
θ̂∗n − γ∗1−α

2
S∗n, θ̂

∗
n − γ∗α2 S∗n

)
I Lze ukázat, že takto sestrojené intervaly pokrývajı́

neznámý parametr s lepšı́ přesnostı́, než klasické intervaly
využı́vajı́cı́ asymptotickou normalitu statistiky Rn.

I Nevýhodou je velký počet výpočetnı́ch operacı́. Je třeba B1
bootstrapových výběrů k odhadu S∗n a dalšı́ch B2 výběrů
pro odhad kvantilů, tj. celkem B1B2 výběrů.



Použitelnost metody Bootstrap

Přednosti
I Schopnost redukovat vychýlenı́ odhadů.
I Schopnost zpřesňovat rozdělenı́ statistik a tedy i přesnost

pokrytı́ parametrů konfidenčnı́mi intervaly pro studentizované
statistiky.

Omezenı́ použitelnosti

I Pro rozdělenı́ s nekonečným rozptylem neodhaduje bootstrap
konzistentně rozdělenı́ hladkých funkcı́ výběrového průměru.

I Neodhaduje konzistentně rozdělenı́ odhadů parametrů, které
ležı́ na hranici parametrické množiny.

I Neodhaduje konzistentně rozdělenı́ extremálnı́ch odhadů.
I Jestliže Xn nejsou nezávislé, bootstrapové statistiky nedávajı́

konzistentnı́ odhady parametrů a rozdělenı́.


