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Definice

Definice

At X € L1(Q, A, P) je ndhodna velitina a at F C A je o-algebra. Rekneme, e
F-méFitelnd ndhodna veli¢ina E[X | F] je podmin&na stfedni hodnota X za podminky F,
pokud pro kazdou mnozinu B € F plati:

/BXdIF’:/BE[XU-"]dIP’

Definice

At X, Y jsou ndhodné veli¢iny na spole¢ném pravd&podobnostnim prostoru (2, A, P),
X € Ly. Pak definujeme podminénou st¥edni hodnotu X za podminky Y jako

E[X | Y] =E[X | o(Y)], kde o(Y) je o-algebra generovand nah. veli¢inou Y.
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Definice

Definice
At F=F, CFpC...C Ajefiltrace na (2, A,P) a X1, Xz, ... je F-mé&¥itelnd ndhodn3
posloupnost. Rekneme, Ze (Xn)?2; je F-martingal, pokud pro viechna n € N plati:

Xo€ly a  E[Xp1| Fa] = Xo

Definice
At F=F, CFpC...C Ajefiltrace na (2, A,P) a T je ndhodnd veli¢ina nabyvajici
hodnot z NU {oo} skoro jisté. Rekneme, Ze T je markovsky &as vzhledem k F, pokud pro

v8echna n € N plati:
[T <n]eF,
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Prva Waldova rovnost

Nech (Xp)nen, X1 € L1 je i.i.d postupnost n.v., S, - i1 Xia T € Ly je markovsky &as
voti filtraci F, = (51, S2, ..., Sn) = o(X1, X2, ..., Xs). Potom plati:

ESt =ET -EX;
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Druha Waldova rovnost

Veta

Nech (Xy)nen, EX; = 0, X € Ly je i.i.d postupnost n.v., S, 2 S X;a T € Ly je
markovsky &as voti filtraci F, = (51, Sz, ..., Sn) = (X1, Xo, ..., Xp). (TP2 : Ak
dec € (0,00), t.Zz implikdcia n < T = |S,] < c plati s.j pre vietky n € N), tak:

VarSt =ES%2 =ET -EX? =ET - Var X;

Lemma (Druhd Waldova rovnost s obmedzenym markovskym Zasom)

Nech (X,)nen, EX; =0, X; € Ly je i.i.d postupnost n.v., S, s i XiaT <K<
je markovsky &as voti filtraci F, = (51, Sz, ...,Sn) = o(X1, Xo,..., Xp), kde K € N.

Potom plati:
VarSt =ESZ =ET -EX? =ET - Var X
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Waldova fundamentalni identita

Véta
At (X,)22 je posloupnost iid. veli¢in takovych, Ze pro n&jaké t € R jest
1< o(t) = Ee™ < oo, T je (o(X1, ..., Xn))3%-markovsky &as a existuje a € RT
takové, Ze skoro jisté plati:
n
DX

k=1

E [etz‘?—lx"/gp(t)q — 1.

At (Yn)22, je F-martingal a T € L; je F-markovsky Zas takovy, Ze skoro jist¢ T > n
implikuje E[ Y41 — Yn | Fn] < a pro vdechna n € N a n&jaké a € RT. Potom E|Y7| < oo
a EYT = Eyl

T>n — < a.

Potom plati

Lemma
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Momentova vytvorujici funkce

At X je ndhodn3 velitina a pro t = —b, b jest p(t) = Ee?X < co. Potom plati:
® (t) je konetnd, spojitd a konvexni na [—b, b]
® ©(t) ma na [—b, b] konvexni spojité derivace viech ¥adi
® pro véechna r > 1 jest E|X|" < 0o a EX" = o()(¢).
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Existencia Specidlneho bodu momentovej vytvorujicej funkcie

Nech X je ndhodn3 velitina s P(X < 0) > 0,P(X > 0) > 0 a ¢(t) = EeX < co pre
vSetky t € R. Potom plati:

e Ak EX # 0, tak existuje prave jeden bod tg # 0, t.Z. ¢(tp) = 1.

e Ak EX =0, tak ¢(t) =1 implikuje t = 0.
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