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Ulohy ke cvi¢eni NSTP005 — ziklady bodovych procesti

. Necht @ je bodovy proces a B € B? je pevna mnozina. Ukazte, ze &5 = ® N B je bodovy proces.
. Mé&jme dva bodové procesy ®1 a ®-. Ukazte, ze i & = &1 U Py je bodovy proces.

. Mé&jme nezavislé ndhodné veli¢iny Uy a Us s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, a], a > 0. Definujme

bodovy proces ® v R? jako
® = {(U1 + ma,Us +na) : m,n € Z}.

Urcete miru intenzity tohoto procesu.

. Necht {B,,, B,, € B¢} je neklesajici posloupnost (B,, C B,+1) takova, Ze U, B,, = R¢. Uvazujme posloup-

nost binomickyjch bodovych procesit ®(™ s mirou v na B, a predpokladejme, Ze existuje 0 < A < oo tak,

ze
n

=\

lim
n—oo I n)

Ukazte, ze pro libovolnou A € B? a k € Ny plati

lim P (A) = k) = e M) Qr(A)"

no0 k!

. Za stejnych predpokladii jako v minulé tiloze ukazte, ze pro A, B € BY, ANB =0 a k,l € Ny plati

. n n Dy A(ANE L p (Ow(B))
lim P(®)(4) = k, 8¢ (B) = 1) — ¢ (A)%e A (B)((T))'

. Ukazte, Ze homogenni Poissontiv bodovy proces je stacionarni a izotropni.

. Mé&jme lokalné kone¢nou diftizni miru A. Uvazujme systém {B;, B; € B4} spoetné mnoha po dvou

disjunktnich mnozin takovy, ze U;B; = R?. Bodovy proces ® zkonstruujme nasledujicim zptisobem
(nezavisle na sobé):

[ Nl ~ PO(A(BZ)),

e za podminky N; = n, necht ®; = {X3,...,X,} je binomicky proces na B; s mirou A,

o & =U,;P,.
Ukazte, ze ® je Poissontiv bodovy proces s mirou intenzity A.

. Necht @ je Poissoniiv bodovy proces s mirou intenzity A. Uvazujme pevnou mnozinu B € B? a polozme

®p = ® N B. Ukazte, ze ®p je Poissontiv bodovy proces a urcete jeho miru intenzity.

. Mé&jme dva nezavislé Poissonovy bodové procesy ®; a ®5 s mirami intenzit A; a As. Ukazte, ze @ = &;UP,

je Poissontiv bodovy proces a urcete jeho miru intenzity.

Ovétte, ze plati nasledujici vztahy:
a) var®(B) = M®) (B x B) — A(B)?,

) cov(®(By), ®(Bs)) = M@ (By x By) — A(B1)A(Bs),

) M@ (B x By) = A(B; N By) +a® (B; x By),

) M®)(By x By x B3) = A(B; N B2N B3) +a? ((By N By) x Bs) +a®((By N Bs) x By) +a?((BaN
Bs3) x By) +a®)(B; x By x Bs),

e) a™ (B x ---x B) =E[®(B)(®(B) —1)---(®(B) —n +1)].

=3

oo

Necht ® je Poissontiv bodovy proces s mirou intenzity A. Ukazte, Ze pro By, By € B¢ plati

COV(@(Bl), <D(BQ)) = A(Bl N BQ)

Necht ® je binomicky bodovy proces o n bodech v B € B¢ s mirou v. Ukazte, ze pro By, By € B¢ plati

_ v(BiNByNB) wv(BiNB)v(ByNB)
cov(2(B1). 2(Bz)) = n 11/(B§ - I/EB) V?B)




Ulohy ke cvi¢eni NSTP005 — charakteristiky a modely bodovych procesti

. Mé&jme nezavislé ndhodné veli¢iny Uy a Us s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, a], a > 0. Definujme

bodovy proces ® v R? jako
® = {(U1 +ma,Us +na) : m,n € Z}.

Urcete Palmovo rozdéleni tohoto procesu. Vyjadrete kontaktni distribu¢ni funkci a distribuc¢ni funkeci
vzdalenosti nejblizsiho souseda.

2. Z interpretace Palmova rozdéleni usudte, jak bude vypadat Palmovo rozdéleni binomického procesu.

10.

11.

12.

13.

. Dokazte, Ze pro homogenni Poissontiv bodovy proces plati PI = CE = 1, G(r) = F(r) =1 — e~ war?

alJ(r)=1.

. Pomoci Campbellovy-Meckeho véty pro stacionarni bodové procesy ukazte, ze plati:

i) =g 3 B\ (X

, >0,
xéans MBI
kde B € B¢ je libovoln4 s kladnou Lebesgueovou mirou (|B| > 0).
. Disperze ndhodné veli¢iny ®(B) je definovana jako
var ®(B) d
D(®(B)) = ———=, BeB;.
@) = S per

Ukazte, ze
a) pro Poissoniiv proces je D(®(B)) =1,
b) binomicky proces je poddisperzni, tj. D(®(B)) < 1,
¢) Coxiv proces je naddisperzni, tj. D(®(B)) > 1.

. Necht Y je ndhodnéd veli¢ina s gama rozdélenim. Ukazte, Ze ptislusny smiSeny Poissontiv proces @ (tj. Co-

xuv proces s fidici mirou Y| - |) je negativné binomicky proces, coz znamend, ze ®(B) ma negativné
binomické rozdéleni pro kazdé B € BY.

. Nechf Y je stacionarni gaussovské nahodné pole na R?, tj. realizace jsou y : R* — R a pro kazdé

r1,...,7, € RY a k € N méa nadhodny vektor (Y (z1),...,Y(2x)) k-rozmérné normélni rozdéleni se

stfedn{ hodnotou (i, ..., )T a kovarianéni matici (o2r(x; —z;))¥ j—1, funkee () je autokorela¢ni funkce

nahodného pole. Definujme ndhodnou miru A(B) = | B e¥ @ dz, B € B?. Stacionarni Coxfiv proces
s Fidici mirou A se nazyva logaritmicko-gaussovsky Coxiiv proces (LGCP).

a) Urcete souc¢inovou hustotu a parovou korela¢ni funkci LGCP.

b) Dokazte, Ze rozdéleni LGCP je ur¢eno intenzitou a parovou korelac¢ni funkei.

. Necht @ je Neymantv-Scottové Poissontv proces. Zdivodnéte, Ze podminéné pfi ®,, jsou dcefinné procesy

U x nezavislé Poissonovy procesy s funkci intenzity A.p(- — X).

. Spoctéte parovou korelacni funkci

a) Thomasova procesu,
b) Matérnova shlukového procesu pro d = 2.

Pro proces s pevnym jadrem r > 0 a intenzitou A\ definujeme hustotu pokryti (packing density) jako
T = A|b(o,7/2)|. Jednd se vlastné o stfedni objemovy podil sjednoceni kouli se stfedy v bodech procesu
a poloméry r/2. Naleznéte maximalni mozné 7 pro tyto modely:

a) Matérntv proces s pevnym jadrem typ I,

b) Matérniv proces s pevnym jadrem typ II.
Ukazte, ze koneény bodovy proces s hustotou p(¢) = aﬁ“"(Rd) je Poissontiv bodovy proces s mirou
intenzity SA a uréete normujici konstantu a.

Ukazte, ze bodovy proces s hustotou
) =exp{B] - [ Awyao} [] A
rEP

vzhledem k rozdéleni homogenniho Poissonova procesu s jednotkovou intenzitou na B € B¢ je Poissontiv
bodovy proces na B s funkci intenzity .

Ukazte, ze pro v > 1 neni hustota Straussova procesu integrovatelna.



Ulohy ke cvi¢eni NSTP005 — geostatistika

. Necht {W/ t e R‘i} je spojité centrované gaussovské ndhodné pole s kovariancemi

S

1
EWSW = S + 127 = 1t =), t.s €RY,
kde H € (0,1). Takto definované ndhodné pole se oznacuje jako Lévyho frakciondini Brownovo ndhodné
pole (Lévy’s fractional Brownian random field). Urcete jeho variogram.

. Urcete spektralni hustotu slabé stacionarniho ndhodného pole s kovarianéni funkei C'(h) = exp{—|/h||*},
h € R

Ndvod: Vyuzijte toho, Ze charakteristicka funkce normalniho rozdéleni Ny(0,021) je exp{—o?|t||?/2}.

. Neparametricky odhad variogramu vnitiné stacionarniho ndhodného pole {Z(x) : z € R?} se d4 maticové
zapsat jako 29(h) = ZTA(h)Z, kde Z = (Z(z1),. .., Z(z,))T. Uréete matici A(h) pro data na regularni
mifzi 3 x 3, tj. n = 9, d = 2 a polohy x; jsou tvaru (k,1)T, k,1 € {1,2,3}.

. Méjme sféricky model pro kovarianéni funkci stacionarniho a izotropniho ndhodného pole:
2 |b(05 Q) N b(h7 Q)|

c(rl) =o , heR?
b(o, 0)]
Tento model je platny v dimenzi d a ve vSech nizSich ne vSak v dimenzich vyssich. Vyjadrete tuto
kovarianéni funkci v pifipadé d = 1 a ukazte, ze kdybychom obdrzenou funkci uvazovali v R?, tak

nedostaneme pozitivné semidefinitni funkci.
Ndvod: Uvazujte body z;; = (iv/20,7v20), i,j = 1,...,8 a koeficienty a;; = (—1)"*7.

. Nechf ndhodné veli¢iny X a Y maji sdruzenou hustotu

fl@y)=z+y,  zye(0,1)
Najdéte nejlepsi a nejlepsi linearni predikci Y pfi daném X. V obou pfipadech urcete chybu predikce.

¥

Ulohy ke cviéeni NSTP005 — prostorové modely na miiZich

. Ukazte, ze {Z1,...,Z,} markovsky fetézec je markovské ndhodné pole vzhledem k relaci i ~ j <
|i — j| < 1. Dokazte, Ze obrécend implikace plati ndsledovné: pokud {Z1, ..., Z,} je markovské ndhodné
pole s hustotou spliujici p(z) > 0 pro kazdé z = (21,...,2,)T, potom je to markovsky fetézec.

. Lokélni charakteristiky nemusi urcovat sdruzené rozdéleni. Uvazujme m¥iz se dvéma vrcholy L = {i, j}
a predpokladejme, ze Z; | Z; = z; mé exponencialni rozdéleni s intenzitou z; a Z; | Z; = z; ma
exponencialni rozdéleni s intenzitou z;. Ukazte, Ze tato podminéna rozdéleni neodpovidaji zaddnému
pravdépodobnostnimu rozdéleni, tedy neexistuje vlastni sdruzend hustota vektoru (Z;, Z;)7.

. Necht S = Ny a L je kone¢na miiz v R?. Ukazte, Ze pokud Bi; > 0 pro kazdé i, j € L, pak konstanta

Z exp | — Z(log 2l + Bizi) — Z Bijziz;

zeSL i€L {i,5}€C

je konecna. Naopak je nekonecnd, pokud f;; < 0 pro néjaké ¢,j € L.
Ndvod: V prvnim ptipadé uvazujte konfigurace, pro které je max z; = k (je jich (k+1)" — k™). V druhém
pfipadé uvazte konfigurace z; = z; =k a z;=0prol € L\ {i,5}.

1
s T=g2
posloupnost prvniho fadu {Z1, ..., Z,} definovanou pfedpisem

. Nechf ndhodné veli¢ina Z; ma normalni rozdéleni N(0 ), kde |p| < 1. Uvazujme autoregresni

Zt:%)thl_"Et; t:27"'5n7

kde {e:} je posloupnost nezévislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(0,1). Spoctéte
kovarianéni matici ¥ vektoru (Z1,...,Z,)T a uréete matici Q = X~1. Ukazte, ze {Z1,...,Z,} je gaus-
sovské markovské ndhodné pole vzhledem k relaci i ~ j < |i — j| < 1.

. Necht {Z;,i € L} je gaussovské markovské ndhodné pole s inverzi @) kovarianéni matice. Ukazte, ze

qij . .
COI‘I‘(Zi, Zj | Z—{i,j}) = —7\/#, 7 7§ J-
143]



