Matematicky proseminar I Goniometrie — odvozeni zakladnich vztaht

Goniometrie — odvozeni zakladnich vztahu

1. Definujme sinus, kosinus a tangens v pravouhlém trojihelniku.

Resen: Predné je tfeba si uvédomit, ze vSechny pravotuhlé trojuhelniky s vnitinim tdhlem «
jsou navzajem podobné dle véty uu (pravy ahel a thel «). Proto pomér délek dvou piislusnych
stran je pro dané « konstantni. Nésledujici definice jsou tedy korektni.

C

Pro dané o mezi 0° a 90° definujeme (viz oznaceni z obrazku):

. a b a
sino = —, cosa = —, tga = —, cotga = —.
c c b a

2. Odvodte zékladni hodnoty funkce sinus a kosinus.
Resent:
e Pro sinus a kosinus 30° a 60° pouzijeme rovnostranny trojuhelnik.

C

60° 60°

A a
2
e Vsimnéme si (pfimo v trojuhelniku, jedna se o pomér tychz stran):

sin 30° = cos 60° a sin 60° = cos 30° .

e Prvni dvé hodnoty vypocéteme snadno:

Q |l
—

sin 30° = cos 60° =

e Vypoctéme vysku v dle Pythagorovy véty:

2 2 1 3
v2+(g) =a?, tj. v2:a2—(g) :a2'<1—4>:4a2.

Odtud
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e Nyni miZeme vypoditat i zbylé dvé hodnoty:

) v a
sin 60° = cos30° = — = =
a a

vl

ol%

e Pro sinus a kosinus 45° pouzijeme rovnoramenny trojihelnik.

C

45°
A a B

Délku prepony opét vypocteme pomoci Pythagorovy véty:
& =a®+a? == c=+V2a.

Nyni jiz snadno vypocteme

1 2
sin450:cos45°:9: a ——\g.
c

V2a V2

e V piedchozim vypoétu jsme zlomek na zavér usmérnili, tj. rozsifenim v/2 jsme odstranili
odmocninu ve jmenovateli. Pro¢ je to uzite¢né?

Porovnejme slozZitost vypoc¢tu hodnoty usmérnéného a neusmérnéného zlomku, pokud vime,

7e V2 =1,414...;

V2 o 1,414... 1 1
2= 0,707, sak — = =777
5 2 , , avsa \/5 1,414

Vidime, Ze délit mnohacifernym ¢&islem je narocné, usmérnény zlomek lze vSak snadno vy-
¢islit zpaméti.
3. Definujme sinus a kosinus v jednotkové kruznici.

Reseni:  Pro dané a definujeme sin « jako y-ovou soufadnici priseciku X piislusného privodice
s jednotkovou kruznici. Podobné definujeme cos @ jako z-ovou soufadnici priseciku X.

X = [cosa, sinq]
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4. Definujme funkce tangens a kotangens.

Resent: Definujeme:
tgmzsmx, JIER\{E—FIC?TJ{ZGZ}.
cosx 2
cotgxch)sx, x € R\ {km, ke Z}.
sin x

5. Znazornéme tangens a kotangens v jednotkové kruznici.

Reseni:  Pro dané « lze tg o znézornit jako y-ovou soufadnici priseciku X pfislusného privo-
di¢e s tenou jednotkové kruznice v bodé [1,0].

X =[1,tgq]

4
N

Pro dané « lze cotg o znazornit jako x-ovou soufadnici priseciku X pfislusného priavodice s tec-
nou jednotkové kruznice v bodé [0, 1].

/1 SX = [cotg a, 1]

6. Odvod'te vztah mezi funkcemi tangens a kotangens (pro z € R\ {k%, k € Z}).

sinx
Cos &

cosx
sinx?

Reseni:  Jelikoz tgx =
druhého. Proto

acotgr = vidime, Ze jeden zlomek je prevracenou hodnotou

1
tgr = , cotgr = — tgx-cotgr =1
tgx

cotg x
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7. Odvodme tzv. goniometrickou jednicku.

Reseni:  Na pravouhly trojuhelnik aplikujeme Pythagorovu vétu.

[cos a, sin
i
1 i
isin\cv|
o i
1
| cos o

|cosal? + |sinal? = 12,

dostavame tak goniometrickou jednicku, tj. pro kazdé a € R plati:

‘cos2a+sin2a:1.‘

8. Ukazte, Ze sinus je funkce licha a kosinus je funkce suda.

Reseni:  Vyjdeme z definice sudé a liché funkce. Progetfovani parity libovolné funkce y = f (x)
s definiénim oborem soumérnym podle pocatku (tj. pokud = € Dy, pak také —x € Dy) vzdy
za¢ind dosazenim —zx za .

e Je-li pro kazdé x € Dy: f(—x) = f(x), fikdme, ze funkce f je suda.
e Je-li pro kazdé x € Dy: f(—x) = —f(x), fikdme, Ze funkce f je licha.

[cos a, sin a

|
R

[cos(—a), sin(—a)]

= |cos a, —sin &
[cos a, ]

Na obrazku pozorujeme, ze x-ova soutadnice prise¢iku privodice s jednotkovou kruznici ptislus-
ného —q« zistava stejna, y-ova souradnice zméni znaménko diky soumérnosti podle osy z:

e cos(—x) = cosz pro kazdé x € R, funkce kosinus je tedy suda.

e sin(—x) = —sinz pro kazdé = € R, funkce sinus je tedy licha.
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9. Odvod'te nasledujici vztahy mezi funkcemi sinus a kosinus: pro kazdé o € R plati:

. s
coOsa =Ss1mm | - —«
92 )

. T
sin o« = cos E—a .

Reseni:  Na obrazku pozorujeme dva pravouhlé trojuhelniky.

[cos a, sin ]

|
Q

e z-ovou soufadnici priseciku privodice s jednotkovou kruznici (tj. cos ) vyjadiime i z hor-

niho vybarveného trojuhelniku, dostaneme: sin (g — 04);

e y-ovou soufadnici priise¢iku privodice s jednotkovou kruznici (tj. sin o) vyjadiime i z hor-
niho vybarveného trojuhelniku, dostaneme: cos (g — a).

10. Vsimnéme si: diky pravé odvozenym vztahtim staci znat zakladni hodnoty funkce sinus, odpovi-
dajici hodnoty funkce kosinus se z nich snadno odvodi. V8e je shrnuto v néasledujici tabulce.

sin0°> 0= \26 cos 90°
1 1
sin 30° 3= \2[ cos 60°
sin 45° \f cos 45°
sin 60° \gg cos 30°
4
sin90° 1= V4 cos0°

11. Odvodte souctovy vzorec pro funkei sinus, tj. pro kazdé «, 8 € R plati:

‘sin(a + B) =sinacos 8 + cos asin 3. ‘

Resen: Pro jednoduchost se budeme pohybovat pouze v prvnim kvadrantu. Opét vyjdeme
z obrazku.
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sin(a + 8) = v1 + v

(%1 (%)

sin 3

sina =

COosOx =

cos3

sin(a + B) = sinacos 8+ cosasin 3

Toto odvozeni vychéazi piimo z definice funkce sinus a kosinus. Zajimavé na ném je, Ze poskytuje
pfimou geometrickou interpretaci obéma s¢itanctim — jsou to pfislusné casti celé vysky:

e Cervend: vy = sinacos 3,

e modra vy = cos asin 3).

12. Odvodte souc¢tovy vzorec pro funkci kosinus, tj. pro kazdé «, 8 € R plati:

’cos(a + ) = cosacos f — sinasinﬁ.‘

Vyuzijte znalosti souc¢tového vzorce pro funkci sinus a vztahu mezi funkcemi sinus a kosinus.

Reseni:  Toto odvozeni je pifjemné v tom, Ze se jednoduse provede pomoci prostého vypoctu.
. ™ . ™
cos(a+ ) = sin <§ — (a+ ﬂ)) =sin ((5 - a) + (*5)) .

Nyni stac¢i aplikovat jiz odvozeny souCtovy vzorec pro sinus, déle vyuzijeme sudost a lichost:
sin ((g - a) + (—B)) = sin <g - a) cos(—pf) + cos <g - oz) sin(—f) =
cosacos f + sina (—sin f) .
Celkové dostavame vysledny souctovy vzorec:
cos(a + ) = cos accos B — sin asin 3.

13. Odvodte souctovy vzorec pro funkci kosinus pomoci jednotkové kruznice.

Reseni:  Opét muzeme vyjit z obrazku. Vidime v8ak, Ze geometricka interpretace uz neni tak
péknéa jako v pripadé souctového vzorce pro funkci sinus, objevuje se rozdil dvou tsecek z1 — zo
(opét vyznaceny modfie a Cervengé).
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cos(a+B) = z1 — 22

z1 zZ2

sin 3

sina =

coso =
cos 3

cos(a + B) = cosacos B — sinasin 3

14. Pomoci souc¢tovych vzorct lze vypocitat nékteré dalsi hodnoty. Napiiklad vypoctéte sin 75°.
Resent:
V2 V3 V2 1 V2

sin 75° = sin(45° 4 30°) = sin45° cos 30° 4 cos 45° sin 30° = + —

2 2 2 Q_T(\/ngl)

15. Odvodte souctovy vzorec pro funkeci tangens. VyuZijte souctovych vzorct pro funkce sinus a
kosinus.

Reseni:  Funkci tangens rozepiSeme podle definice.

sin(a+ 3)  sinacos 8+ cosasin 3
cos(a+3)  cosacosf —sinasinB’

tg(a+p) =

Nyni vydélime ¢itatel i jmenovatel vyrazem cos « cos 3, ¢imz ziskdme vSude funkci tangens:

sinacos B+ cosasinf  tga+tgf
cosacos B —sinasinf 1 —tgatgf’

Celkové tak dostavame souctovy vzorec pro funkci tangens (a4 8 # § + km, k € Z):

tga+tg g
telath) = T g atep

16. Pomoci sou¢tovych vzorct odvod'te nasledujici vztahy (platné pro kazdé o € R).
e sin2a = 2sinacos «

sin 2o = sin(a + o) = sinacos @ + cos asin a = 2sin . cos «
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2 2

® cos2a = cos“ o — sin” «

cos 2a = cos(a + a) = cosacosa — sinasina = cos? o — sin” a

e cos2a =1—2sin’a
Pouzijeme goniometrickou jednicku:

2 2 2 2

cos 2a = cos? o — sin? a = (1 —sin® a) —sin®a = 1 — 2sin’ o

e cos2a =2cos’a —1
PouZijeme goniometrickou jednic¢ku:

2

cos 2a = cos? o — sin? a = cos? o — (1 — cos? @) = 2cos? v — 1.

17. Odvodte vztah pro cos §.
Resent: Vyjdeme ze vzorce pro cos2a:
cos2a = 2cos? o — 1

a vyjadiime cos a:
1+ cos2a = 2cos® a

1+ cos2a 9
—y  —esTa

1 + cos 2«
cosa = ”f'

Oznacime-li @ = 7, dostaneme

18. Odvodte vztah pro sin §.

Reseni:  Vyjdeme ze vzorce pro cos 2a:
cos2a =1 — 2sin a

a vyjadrime sin a:
2sin® @ = 1 — cos 2w

. 1 — cos 2«
sina =4/ ———.
2
. T 1—cosx
sin - =4/ ————.
2 2
Resent: Vyuzijeme préavé odvozenych vzorcu a znamych hodnot sin 30° a cos 30°:
. o 1 — cos 30° 1—@ V2-3
sin 15° = = = ,
2 2 2
. [Ttcos30°  [1+% V243
cos 15° = 5 = 5 = 5 .
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20. Odvodte vyjadieni sinz + siny pomoci sou¢inu goniometrickych funkei.

Resent: NapiSme soucétové vzorce pro sinus:
sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3,
sin(aw — B) = sinacos f — cosasin 3.
Jejich se¢tenim dostaneme:
sin(a + ) +sin(a — 8) = 2sinacos 3.

Nyni sta¢i oznacit o + 8 = x a o« — f = y. Vyjadieni o a 8 pomoci x a y je vlastné reSenim
soustavy linearnich rovnic:

a+ ==z

a—f=y

Sec¢tenim a odectenim obou rovnic dostaneme:

20 =z + v, tj.azx;y,
. r—y
28=x—1y, tj. 8= 5 -

Dosazenim za « a 8 do rovnosti
sin(a + ) + sin(a — 8) = 2sinacos 8

dostaneme

T+y r—Yy
cos —

sinx + siny = 2sin

21. Podobnym zptisobem bychom mohli odvodit vztah pro cos a + cos 3.

z+y r—y
cosx + cosy = 2cos cos .
2 2
Ndvod:  sefteme souctové vzorce pro kosinus: cos(a + ) a cos(a — f3).

22. Pozorovani (v ¢itateli pouzijeme goniometrickou jednicku):

1 cos® a + sin® a

_ _ 2
cos2a cos? o =1ltteta

Dostali jsme tak vztah (platny pro kazdé o € R\ {g +km, ke Z}):

5 = 1+tg’a.
cos? a

23. Odvodte vyjadieni sinu a kosinu pomoci funkce tangens.

Reseni:  VyuZzijeme predchoziho vztahu:
— =1+tg"a,
cos? o
tj.
2 1
cos“ o= ———5—
1+tg2a
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takZe na intervalech, kde je kosinus kladny, t;. (—g + 2k, g + 2k7r>, k € Z, plati:

1

V1ttgZa

Pouzijeme-li goniometrickou jednicku ve vztahu

cosa =

2 1
coslov = ———,
1+tg2a

dostaneme

9 1 _1+tg2a—1_ tg? o

2 a=1-— = = ,
1+tg?a 1+tg?a 1+tg?a

1 —sin“a =

.
1+tg2a’ MW

takZe na intervalech (—g + 2k, g + 2k7r), k € Z, plati:

tg o

\/1—|—tg2a.

sino =

24. Univerzdlni substituce. Odvodte vyjadieni sin a, cosa a tg o pomoci t = tg 5.

Regent: Pro jednoduchost budeme uvazovat o € (0, %) Vztah mezi dhly Z/XSX; a ZXAX;
vyplyva z véty o obvodovych a stfedovych thlech: je-li |[ZXSX | = « (stfedovy uhel), pak
|/XAX:| = § (piisludny thel obvodovy).

X = [cos a, sin a]

A 1 S cosa  X;|1

V pravoiihlém trojihelniku AASP vidime, Ze Cervené vyznacend tisecka ma délku tg 5, kterou
oznacime t:

«

S timto trojuhelnikem je podobny trojuhelnik AAX;X. Z této podobnosti dostavime:

X, X| _|SP
[AXy] ~ [4S]

tj.
sin o t

1+cosa 1°
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Umocnénim na druhou dostaneme:

sin? o

— =%,
(14 cosa)?

Levou stranu upravime (goniometrické jednicka, a® — b?):

2 2

sin” o 1 — cos

(14+cosa)?  (1+cosa)? 1+cosa’

a 1 — cosa

takze

1—cosa 9
t,

1+ cosa

odkud jiz snadno vyjadiime cos a:
1 —cosa=t*(1+cosa),

1—¢t? :t2cosa+cosa,

1— ¢
cosa = .
1+ 2
Jelikoz .
sina
1+cosa
dostavame vyjadreni sin a:
: 1—¢? 14+t2+1—1¢2 2t
51na:t(1+cosa):t<1+Ht2>: . e =1ie
tedy
) 2t
sina = —— .
1+t
Vyjadieni tg a odvodime piimo z definice funkce tangens:
tgo = sin « _ 13_@2 _ 2t
cosaw  1=t2 1 427
1+¢2
tedy
; 2t
o= .
S
Je pro dplnost: vyjadieni cotg a odvodime z vyjadieni tg a:
. 1 1—¢2
CO ga = = =
tga 2 2t
tedy
_ 42
cot =
84T o

Uvedené vyjadieni sinu, kosinu, tangens a kotangens se nazyvaji univerzalni substituce, nebot
umoziuji vyjadfit vSechny goniometrické funkce pouze pomoci t = tg 5. Univerzalni substituce
nachézi uplatnéni zejména pii integraci, nebot vyjadiuji goniometrické funkce pomoci racional-
nich funkci, které lze vzdy integrovat.
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