Matematicky proseminar I Funkce
Linearni funkce
fry=ar+bDy=R
a) a>0,Hf =R b) a <0,Hf =R
— rostouci — klesajici
— neni ani shora, ani zdola omezena — neni ani shora, ani zdola omezena
— prosta — prostd
— nema min, nema max — nemd min, nema max
y=2xr+4
4 _9 4
y=ex y = —3z y=—2x+4
3 3
y=a
2 2
y = —a
1 1
-3 2 1 1 2 3 4 3 2 -1 0 1 3 4
-1 -
-2 -2
-3 -3
c)a=0,Hf=b
4
— konstantni funkce
— neni ani rostouci, ani klesajici 5
. [ v vy . =3
— je suda, v pripadé, ze b = 0 je Y
funkce i licha
y=2
— je omezend (omezend shora i
zdola) !
— neni prosta
2 . v 17 v -3 -2 -1 0 1 2 3 4
— ma min a max v kazdém bodé
reR »
y=—1
-2
-3
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Mocninné funkce
fry=a"neNDy=R

a) n je liché, Hy =R b) n je sudé, Hy = (0; +o0)
— rostouct — klesajici v (—00;0), rostouci v (0; +00)
— lichéd — suda
— neni ani shora, ani zdola omezena — je zdola omezend, neni shora omezena
— prosté — neni prostd
— nemd min, nema max — mé min v bodé 0, nemé max

-3

fry=a"neZ Dy =R\ {0}

c) n je liché, Hy =R\ {0} d) njesudé, Hf = R*
— klesajici v (—00;0) a v (0; +00) — rostouci v (—o00;0), klesajici v (0; 4+00)
— licha — suda
— neni ani shora, ani zdola omezena — je zdola omezend, neni shora omezena
— prosta — neni prostd
— nem& min, nema max — nemd min, nemé max
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Exponencialni funkce

fry=a*;a>0,a#1,D; =R, Hy =R*

a) a>0 b) 0<a<1
— rostouci — klesajici
— ani sud4, ani licha — ani sud4, ani licha
— je zdola omezend, neni shora omezena — je zdola omezend, neni shora omezena
— prosta — prosta
— nema min, nema max — nema min, nema max

Prirozena exponencialni funkce

fry=¢" Dy =R, Hf =R
Eulerovo ¢islo e = 2, 718281828459
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Logaritmicka funkce

fry=log,z;a>0,a#1,Dy =R, Hf =R

a) a>0 b) 0<a<1
— rostouci — klesajici
— ani sud4, ani licha — ani sud4, ani licha
— neni ani shora, ani zdola omezena — neni ani shora, ani zdola omezena
— prostd — prosta
— nema min, nema max — nema min, nema max
3 3
2 2
1 1
-2 -1 0 -2 -1 0 4 5

-2

y = logiz

y= log%m
y = logix

Prirozeny logaritmus

fry=log,x=Inz;Df =R" Hf =R
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Goniometrické funkce

a) fry=sinz; Dy =R, Hf = (-1;1)

T s T
— rostouci v <—2 + 2k, 5 + 2k:7r>, klesajici v <2 + 2k,

— licha

— je omezend (omezend shora i zdola)

— nejmensi perioda 27

— neni prosta

3

7 + 2]<J7T>

— mé min v kazdém bodé 377[ + 2km, ma max v kazdém bodé g + 2km

S

b) fry=cosxz; Dy =R, Hf = (—-1;1)

— rostouci v (7t + 2k7t; 27t + 2k, klesajici v (2k7t; 7t + 2k7T)

— sudé

— je omezend (omezend shora i zdola)

— nejmensi perioda 27

— neni prosta

— ma min v kazdém bodé 7 4 2k7, ma max v kazdém bodé 2k

EE)

2m
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s s

keZ
s T

— rostouci v <—2 + k; 5 + k:7r>

— licha

— neni ani shora, ani zdola omezena

— nejmensi perioda 7t

— neni prosta

— nema min, nema max

25

05

™2 s 32

e
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d) f:y=cotg x; Dy = U (ki +km) , Hp =R
keZ

— klesajici v (k7w + k)

— licha

— neni ani shora, ani zdola omezena
— nejmensi perioda 7t

— neni prosta

— nema min, nema max

25

05

2m

e

-2
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Cyklometrické funkce

inverzni funkce ke goniometrickym funkcim zizenym na dany interval, kde je funkce prosta

T
a) y =arcsin ; Dy = (—1;1), Hy = <_2; 2>

rostouci

licha

je omezend (omezend shora i zdola)
prosta

ma min v bodé —1, ma max v bodé 1

Yy = arcsin x

-2

c) y=arctgz,; Dy =R, Hy = <_72[ 7[)

- /2

rostouci

licha

je omezend (omezend shora i zdola)
prosta

nema min, nema max

y — arctgx

~T 12

b) y = arccos z; Dy = (—1;1), Hy = (0;m)

— klesajici

— ani suda, ani licha

je omezena (omezend shora i zdola)
— prosta

— ma min v bodé 1, ma max v bodé —1

w2
Y — arccos xr

-m/2

d) y = arccotg z,; Dy =R, Hy = (0;7)

— klesajici

— ani sudd, ani licha

— je omezend (omezend shora i zdola)
— prosta

— nema min, nema max

w2

Yy = arccotgx

-m/2
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1) Rozhodnéte, které z nakreslenych mnozin bodu jsou grafem funkce. Pokud se jedna o graf funkce,
urcete definiéni obor a obor hodnot a dalsi vlastnosti funkei.

a) b)
5
4
4
3
3
2
2
1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-1 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
-2
2
-3
c) d)
4 4
3 3
2 2
1 1
-2 -1 0 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1 4
-2 -2
-3 -3
Reseni:
a) Neni funkce, protoze ¢islu x = —1 jsou prifazeny dvé hodnoty 1 a 2.

b) Je funkce. Dy = R\ {3}, Hy = R, rostouci v (—oc; 3), klesajici v (3; +00), neni sudd, nenf
lich4, je zdola omezend, neni shora omezend, neni prostd, nema min, nema max.

¢) Neni funkce, protoze ¢islim z € (0, 5; 4+00) jsou prifazeny dvé hodnoty.

d) Je funkce. Dy = R, Hy = (—2;+400), klesajici v (—oo; —3) a v (0; 3), rostouci v (—3;0) a v
(3; +00), je sudd, neni liché, je zdola omezend, neni prostd, ma min v bodech —3 a 3, nema
max (ve smyslu globalniho minima a maxima).

2) Dokazte, ze funkce f:y = 3x — 2 je rostouci v R.

Reseni: Vr1,22 € R : je-li 21 < 20 = f(1) < f(x2) tj. 321 — 2 < 322 — 2.
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3) Urcete, které z funkei jsou sudé (liché) v defini¢nim oboru.

4z
a) firy= 24
Reseni:
s \ 4(—x)
a) Funkce je licha, nebot fi1(—z) = 2?1
x

b) Funkce neni ani sudd, ani licha, nebot fo(—

(—x =12+ 2 # —fo(x).
4) Urcete defini¢ni obor funkce
a) firy=V5—a?
4z
22 +1
3T

V2 -9z

b) fary =

c) fs:

Reseni:

a) Z odmocniny plyne podminka: 5 — 22 > 0,
tj.

2<5

=5

< V5;V5)

b) Ze zlomku plyne podminka: 22 + 1 # 0.
Vyraz z2 + 1 je vzdy kladny, tj. Dy, =R.

¢) Z odmocniny plyne podminka: 22 — 92 > 0.
Odmocnina je ale ve jmenovateli, vyraz
pod odmocninou se tedy nesmi rovnat
nule, podminka bude x? — 9z > 0, tj.

z(x—9)>0
<~
(x>0Nz—-9>0)V(z<0Az—-9<0)
Dy, = (—00;0) U (9; +00)

> 0.

d) Z odmocniny plyne podminka: n
x

Jmenovatel nesmi byt roven nule, coz
zohlednime ve vypoctu nerovnice, tj.
x
z+1

=
(x>0Nz+1>0)V(z<0Az+1<0)
Dy, = (=003 —=1) U (0; +00)

b) fary=(z—1)>+2

i —fi(z).

z) = (—z — 1) +2 # fo(z), ani fo(—z) =

e) Ze zlomku plyne podminka: e?* —e® —2 # (.

Resime pomoci substituce, tj.
y=e" Ny’ —y—2#0
D= 973/1,2 = _27 1
e’ = —2 = nemad feseni,
e =1 =z =0, tedy tento vysledek
musime vyloucit z defini¢niho oboru, tj.

Dp, =R\ {0}

T

f) Z odmocniny plyne podminka: z > 0. Od-
mocnina je ale ve jmenovateli, vyraz pod
odmocninou se tedy nesmi rovnat nule,
podminka bude x > 0. Z pfirozeného lo-
garitmu plyne rovnéz z > 0, tj. Dy, =
(0; 400).

g) Ze zlomku plyne podminka: zv/1 — In?z #
0, tj. 2 # 0 a V1—1In?z # 0. Zaroven z
odmocniny plyne podminka: 1 —In?z > 0
a z prirozeného logaritmu z > 0. ReSime
tedy nerovnice: z > 0a 1 —In?z > 0, tj.

(I1-Inz)(1+Inz)>0
<~ (1-lnz>0A1l+Inz>0)V
(1-Inz<0Al+Inz<0)

1
Df7 = <e;€)

h) Zadna podminka neplyne, tj. Dy, = R.

10
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5) Nacrtnéte graf funkce, pro kterou plati: Dy = (—2;2), je lichd, je klesajici.

Reseni:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

6) Rozhodnéte, zda k funkcim existuje funkce inverzni. Jestlize ano, zakreslete funkci a inverzni
funkci do téze soustavy souradnic. UrcCete predpis, defini¢ni obor a obor hodnot inverzni funkce.

x
a) fliy:—§+4 b) fory=2""1-4
Resend
a) filiy=—-2z+8 b) fyliy=logy(x+4)+1
Hy =R =Dy, H =R =Dy,

y=logy(x+4)+1

y=—2x+38

7) Nacrtnéte grafy funkei. Urcete definiéni obor, obor hodnot, pruseciky grafu funkce se soufadni-
covymi osami.

1
a) fliy:—2$2—|—l‘—|—1 C) f3'y:(a;+2)4_1
b) fory=|2? +2|z| — 3 3z +4
d TR
) fary poorag

11
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Reseni:

) 1\? 9
a) firy=-20"42x+1=-2(x—-)] +=

4 8 )f - 1 1
VoY) ) U= gy
4°8 0 Dy, =R, Hy, = ( 11,+oo)
X
. _ 2 _
Pz.y—01:>—2$ +2r4+1=0 = PJ}:[—?);O],Pg:[—l;O]
Pl = [—2;0],P§:[1;0] Py:x=0 = P,=[0;—1]
Py:x=0 = P, =[0;1]
5
P 1
=2t V= o 3
Py P2
3 2 -1 0 2 3 4 2
-1 1
} Py P2
\_Py
5

3r +4 1
b) fory=|2? +2|z| -3 d) f4iy:x+1=$+1+3
Du=B =) Dy =R\ {1}, 1y =R\ (3)
Poiy=0 = |[2°+2[z]|-3|=0 = x +
pror <0:22-2x—-3=0 = P} =[-1;0] v ¥ x+1
prox >0:2°42rx—-3=0 = P2 =110 pw:{_zl;o]
P,:x=0 = P,=[0;3] 3

Py:x2=0 = P, =04

12
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8) Nakreslete graf funkce f:y =

ovliviiuje graf funkce?

2x+a

T Proa € {-4,-3,-2,-1,0,1}. Jak hodnota parametru a

Resend:
2r — 4 2
= 4:y= = — 2
@ y r—1 r—1 +
2¢—3 1
:—3: frnd e g— 2
@ y r—1 r—1 +
22 — 2
a=—-2:y= v =2
r—1
22 — 1 1
=—1:y= = 2
“ y rz—1 z—1 +
2x 2
:O: = 2
“ 4 z—1 z—1 +
20+ 1 3
= 1: = 2
@ Y rz—1 r—1 +
20 — 2
1 2 3
-3
9) Urcete predpis kvadratické funkce f, vite-li, ze graf funkce f prochdzi body A = [-1;2],B =
[0; —1],C = [1;0].
Reseni:

Do piedpisu funkce f:y = ax? + bz + ¢ dosadime soufadnice bodii A, B,C a dostaneme
tak soustavu tii rovnic pro tfi neznamé a, b, c:

2 = a-14+b-(-1)+c
-1 = a-0+b-0+4+c

0 = a-14+b-1+c¢c

2 = a—b+c
-1 = ¢

0 = a+b+c

13
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2 = a—-b—-1
0 = a+b-1
3 = a-—b

1 = a+b

4 = 2a

2 = a

3 = 2-b
-1 = b

Pfedpis funkce je f:y = 2z% —z — 1.
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