Obyc¢ejné diferencialni rovnice, letni semestr 2023-2024

1 1. prednaska

MOTIVACE:

1. FYZIKA, kmitani pruziny
m-z’ = —kz,

kde m > 0 hmotnost, k > 0 tuhost pruziny, z vychylka, =" zrychleni.
2. BIOLOGIE, model dravec - kofist, ktery popisuje vyvoj populaci.

d' = adk — Bd,
k' = vk — &dk,

kde «, 8,7,d jsou n&jaké kladné konstanty, d a k jsou dravec a kofist, (bud pocet kusi, nebo
celkova hmotnost dravci a kofisti).

3. EKONOMIE
kK = ak — c(t),

kde k je kapital, @ > 0 né&jaka konstanta, c(t) > 0 funkce spotieby.

Co nas zajimé na diferencialnich rovnicich?
1. Pfresné FeSeni (¢asto neumime spocitat).
2. Existence a jednoznacnost feSeni.

3. Jaké vlastnosti méa feSeni?

PREDPOKLADY:
Q C R"* oteviena, I C R interval, |z|= /2?2 +...+22, f:Q — R" spojita.

' = f(x,t) (DR)

Priklady.
L {x' = 2xyt,
y =3z —y+t2
2. 2" + 3x"%x — 2cosx = 0.
DEFINICE. Funkce z : I — R¥* je FeSeni (DR), jestlize
L Viel (xz(t),t)€q,
II. Vt e I  existuje vlastni derivace 2'(t),
III. Ve e I plati  2'(t) = f(x(t),1).

KOMENTAR: stad jen tieti vlastnost, obsahuje v sob& implicitné prvni dvé.
POZNAMKA: Typicky (DR) m4 nekoneén& mnoha feseni. Kdyz pfidame pocateéni podminku, to
dostaneme jediné reSeni.

Lemma 1. Necht Q C R™"™ oteviend, f : Q — R™ spojitd, I C R otevreny interval, (zo,to) € 2,
to €l ax: 1 — R™ spojitd a takovd, Ze graf x lezi v ). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

L (z,I) je reseni (DR) spliiugict pocdtecns podminku x(tg) = xo.
II. Vte I, x(t) = xo + ftto f(z(s),s)ds.
Proof. Diikaz jednoduchy. O

Véta 1 (Peanova, o lokalni existenci, 1890). Necht Q C R"*! oteviend, f :  — R™ spojitd a
(0,t0) € Q. Potom existuje § > 0 a funkce x : (to — d,to + §) = R™, kterd je fesenim (DR) a spliiuje
poédatecni podminku x(ty) = xo.



Diikaz je zalozeny na ARZELA-ASCOLIHO VETE,

Véta 2 (ARZELA-ASCOLI). Necht M C C(K,R"™) (K je kompakt) je mnoZina stejné omezengjch
a stejné spojitych funkci. Pak M je relativné kompaktni v C(K,R"™) (se suprémovou normou).

Pripominky.

- relativné kompaktni: uzavér je kompaktni (z kazdé posloupnosti dokdZzeme vybrat konvergentni
podposloupnost).

stejné spojitych: Vi e K Ve 36 >0VfeM: |z—y|<d=|f(z)— f(y) <e
- stejné omezenych: 3D >0Vfe MVte K: |f(t)| <D (nebolfle < D).

* stejnomérnd spojitost: Ve 30 Va,y: |z —y| <d=|f(x) — f(y)| <e.

* funkce spojita na kompaktu je stejnomérné spojita.

* posloupnost spojitych funkci, stejnomérné konvergujicich k n&jaké funkce, konverguje ke spojité
funkce.

Dikaz Peanovy véty.
1. KROK. Dokazeme pomocné tvrzeni,

"Pokud Q = R"! a f omezend na Q, pak VT > 0 existuje veSeni (DR) z : [to — T,to +T] — R"
spriwjict pocdtecni podminku x(to) = xg."

Krok 1.a) ReSme pomocnou tlohu

x(t) = zg na [tg — A, 0]; xA(t) =z + | flza(s—AN),s)ds. (Py)

to

Krok 1.b) Uvazujme mnozinu M = {1/, |17 ¢ [to, T] — R”}neN. Chceme dokazat, ze tahle
posloupnost se k né¢emu bliZi, a Ze to néco k ¢emu se blizi splituje integralni rovnici. Odhadneme

lza(t)] < |zo| + || flloo]T — tol (stejnomérna spojitost),

lzA(t) — xA(s)] = < ||flleolt — s| (Lip8itzovskost, pak stejnomérna spojitost).

/ ' Flea(r— X).r)dr

Podle Arzela-Ascoliho véty, mtizeme vybrat konvergentni podposloupnost z,, = x.

Krok 1.c) UkaZzeme, 7e funkce x Fef integralni rovnici. Vime, Ze (ozna¢me si A\, = n%)

t

(1) = mo + \ flzx, (s = Ap),s)ds .

—x(t) —To

727 [ f(a(s).5)

Uvazujme rozdil mezi integraly a odhadneme
t

[ (s = 20).6) = fal). )| <

to

/ @ (5 — M), s) — Flaa, (), )| ds + / F(a (). 8) — f(a(s),5)| ds.

1. f je stejnomérné spojita: Ve > 035 >0: |z —y|<d=|f(z,s)— f(y,s)] <e.

2. stejna stejnomérné spojitost: V6 > 0 kg Vk > ko VI Vs |zi(s — M) — x1(s)] < 0.

My to chceme s [ = \g, takZe mame |z;(s — A\g) — z(s)| < 6.
3. stejnomérné konvergence xy, =X x: V6 > 0 3ky Yk > k1 Vs |z, (s) —z(s)] < 4.

Z 1) a 2) plyne odhad pro prvni integral, z 1) a 3) plyne odhad pro druhy integral.
Pak jsme ukazali, Ze = je feSeni integralni rovnici a tim padem i diferencialni rovnici.

Konec prvni prednasky. Prednaska 2.

Krok 2. Obecné f, Q.



2 JEDNOZNACNOST RESENTI.

DEFINICE Rekneme, 7e (DR) ma vlastnost

e lokalni jednoznacnosti, jestlize plati: Mame-li 2 feSeni (z,1), (y,J) a to € I N J takove, ze
x(tg) = y(to), potom existuje § > 0, takové ze x(t) = y(t) Vt € (to — 0,tp + 9).

e globalni jednozna¢nosti, jestlize plati: Mame-li 2 feSeni (z,I), (y,J) a to € I N J takové, ze
x(to) = y(to), potom plati, ze z(t) = y(t) vt € I N J.

Véta 2.1: lokilni jednozna¢nost je ekvivalentni globélni jednoznacnosti.

DEFINICE Rekneme, ze f = f (z,t) je lokalné lipsitzovska (lipschitzovska) v Q vzhledem k x, jestlize
V(2o t0) €36 >03IL>0: VYVt e€Ul(ty,d) Yo,y €U(xo,8):  |f(x,t) — f(y, )] < Llz — 9.

Véta 2.2 Bud f lok8In2 lipsitzovska v Q vzhledem k z. Pak (DR) ma v €2 vlastnost lokalni jednoz-
nacnosti.
Konec 2. prednasky.

Diisledek 2.3 (Lokalni Picardova véta): Je-li f lokalné lipsitzovska vzhledem k = a (zo,t0) € 2, pak
36 > 0 takové, ze (DR)-+p.p. ma pravé jedno feSeni.

TVRZENI 2.4 Pokud % jsou spojité v 2 pro j = 1,2,...,n, pak f je v  lokilné lipsitzovska
J
vzhledem k z.
Dikaz: pres ngjakou variantu véty o stfedni hodnoté.

3 MAXIMALITA RESENI

DEFINICE: Reseni (Z, I) nazveme prodlouzenim feSeni (z, ), jestlize I C T aVt e I:  x(t) = i(t)
(takze x = 7|r).
Reseni je maximalni, pokud nem4 74adné netrividlni prodlouzeni (takZe rizne od sebe sama).

Véta 3.1 Necht (x, I) je feSeni (DR). Pak (z, ) ma aspon jedne maximalni prodlouZeni.

ZORNNOVO LEMMA: Bud M libovolné neprazdna mnozina ¢asteéné usporadana relaci "<".
Necht kazdy fetézec v M je shora omezeny. Pak v M existuje maximalni prvek.

Dikaz Véty 3.1:
LEMMA 3.2 Bud (z, ) feSeni (DR), I = (a,b),b € RU {400} . Pak FeSeni = lze prodlouzit za bod
b, pravé kdyz plati zaroven

(I) b < o0,

(IT) 3 lim «(t) (oznafme ji o), a
t—b—

(III) (xo,b) € Q.
Véta 3.3 (O opusténi kompaktu). Bud (z,I) maximélni feSeni (DR). Necht K C Q je kompakt a
dtg € 1, ((E(to),to) €.

Pak 3t1 > to, t1 € I takové, ze (z(t1),t1) ¢ K,
a Jtg < to, to € I takové, Ze (z(t2),t2) ¢ K.

4 Zavislost reSeni na pocatecni podmince a parametrech.

DEFINICE. Bud f v Q lokaln¢ lipsitzovska vzhledem k x. Resici funkei (DR) nazveme funkci
¢ : G CR"2 — R" definovanou piedpisem

o(t;to, o) == x(t),
kde = je maximalni feSeni (DR) splitujici (o) = =o.
Véta 4.1. (Gronwallowo Lemma). Necht g, w jsou spojité nezaporné funkce na I, tg € I a K > 0.

Necht Vt € T
¢

w(t) < K+ /w(s)g(s) .

to



Potom .

w(t) < Kexp (| [ 65

to

DUSLEDEK. Necht f je globalné lipsitzovska vzhledem k z s konstantou L. Necht x a y jsou dva
feseni (DR) na I s p.p. z(to) = o, y(to) = yo-
Pak Vt e I
[(t) =y ()] < o — yole ol

Véta 4.2. Bud G mnozina s definice feSici funkce, a f je lokalné lipgitzovska. Pak G je oteviena a ¢
spojita v G.

Véta 4.3. Bud f je tiidy C! vzhledem k = a ¢ bud fesici funkce (DR). Potom Y(t,tg,z0) € G a
Yw € R™ existuje derivace ¢ podle z¢ ve sméru w v bodé (¢, tg, xo), tj.

o(t;to, xo + h - w) — @(t;tg, To)
7 .

Dy p(t;to, xo) = %lg%

Oznadime-li pro pevné (tg,xo)
z(t) == ¢(t;to, o)

U(t) = Dw@(t; to, xo),
pak plati
W () = [Va (@(t), Oult),  ulty) = w. V)
Rikéme, Ze u splituje rovnici ve variacich.
Dikaz. Bud (zg,t) € 2. Definujme
x(t) := o(t; to, zo)

maximaln{ feSeni splitujici podateéni podminku z(tp) = xo. Vezmeme w € R™ a definujme funkce u
jako Fegeni rovnici ve variacich (V). Dokazeme, Ze

u(t) = Dyp(t;to, o).

Vezmeme ¢ pevné a h dost malé. Pak ¢(t;to, zo+hw) je definovano (plyne z otevienosti G). Oznaéme
yp, TeSeni s pocatedni podminkou yy (tg) = 29 + hw. Chceme zkoumat vyraz

nh(t) _ w(t;to’xo + hlZ) - (p(t;tQ,ZE()) _ U(t) _ yh(t)h_ I‘(t) _ U(t)

Chceme dokazat, ze fltm}) np(t) = 0. Mame
—

t 1

PO it [ (9109 = Fas). ) ds = wg [ [ 905 (019 +00n(9) = 2(5)).9) (n (9)-(s)) s

to O

u(t) = w + / Vo f(z(s), s)u(s)ds,

kdyZz odecteme, dostaneme

O 22Oy = [9ptaion o (WD ) ass

t 1
1
b [ [ 19T @)+ 60n(s) = 2(6)),5) = Vaf(@(o).5)) (1 (5) — ()b
to O
Pro yn(s) — z(s) pouzijeme dusledek z Véty 4.1,

lyn(s) = @(s)] < [hwletlsrol.
Ozna¢me 7y, (t) := M — u(t). Pak plati odhad

¢

t
1< [ [Vl @) ) m(@lds + max (9@ = Vaf ()] [ et
—_— z—y|<[h[eX1*"
to <C / to
B —0 Pro h—0




7. Stabilita reSeni
' = f(z,t) (DR).
Motivace. V kapitole 4 odvoldili jsme spojitou zavislost na poc¢ateéni podmince
(1) — y(B)] < |zo — yo| - "7,

kde zo—yo = x(to) —y(to), a L je lipsitzovska konstanta funkce f. Odsud vidime, Ze pokud z(to) —y(to)
je malé, pak xz(t) — y(t) je malé na kazdém omezeném intervalu [to, to + T
Pro T' — +o00 odhad se kazi.

Otazka: Zistanou TesSeni = a y blizko i pro t — +00?

Definice. Bud Q@ C R"™!, 7 € Ra {0} x [r,+00) C Q. Bud f: Q — R" spojita a lokalng lip§itzovska
vzhledem k x a plati
F0,6)=0 Vt>1.

Ozna¢me
I=Ir,+0).

Pak nulové FeSeni rovnice (DR) se nazyva
I. stabilni, je-li Vig € I Ve > 035 > 0 Vao Vi > to:  |zo| < 6 = |p(t;t0, z0)| < €
IT. nestabilni, je-li neni stabilni.

III. lokélni atraktor, je-li Vig € T In > 0 Vap: |z <np= . ligl o(t; to, z0) = 0.
— oo

IV. asymptoticky stabilni, je-li je stabilni a je lokalni atraktor.

V. uniformné stabilni, je-li Ve > 03§ > 0 Vtg € I Vit > to Vo :  |zo| < 6 = |@(t;t0, 0)| < €.

VI. uniformné asymptoticky stabilni, je-li je uniformné stabilni a zaroven

I>0Ve>03T >0Vt e IVE>to+T Vo : |zo| <= |p(t;t0, 0)| < e.

Poznamka. Pro autonomni rovnice 2’ = f(z) stabilita je ekvivalentni uniformni stabilité, a asym-
poticka stabilita je ekvivalentni uniformni asymptotické stabilité.

Piiklad. Mi¢ na kopci (nestabilni), mi¢ na roviné (stabilni ale neni asymptoticky stabilni), mi¢ na
dné (asymptoticky stabilni).

Poznamka. Definujme pojmy pro obecné feSeni xo(t),t € I. Oznafme y(t) = z(t) — xo(t), pak

y'(t) = fz(t), 1) = fwo(t),t) = fy(t) + zo(t), 1) — f(wo(t), ).

=g(y(),t)

xg je stbilni feseni (DR) pravé tehdy, kdy y je stabilni FeSen{ rovnice y' = g(y, t).
Véta 7.1 Nulové Fesen{ rovnice 2’ = Az, A € R"*" je
I. asymptoticky stabilni & Re A < 0 VA € o(A).

II. stabilni < ReX < 0 VA € 0(A) a Jordanovy buiiky pfislugné vlastnim ¢islim s Re A = 0 maji
velikost 1.

Dukaz: ihned z Véty 6.5.
Poznamka. Pro (HRK) 2/ = Ax maji v8echna FeSeni stejny typ stability.
Poznamka. Je-li A zavisla na ¢ase, pak zadna takova spektralni podminka nefunguje.

Véta 7.2. Bud A: I = [r,+00) = R"*" spojita, ® libovolna fundamentalni matice alohy (LR) 2’ =
A(t)z. Potom nulové TeSeni je

I. stabilni &  ||®(¢)|| je omezena na I.
II. uniformné stabilni & 3C >0Vs<tel: |®(t)P(s)~ | <C.
III. asymptoticky stabilni <  ||®(t) — 0| pro t — +oc.

IV. uniformné asymptoticky stabilni & 3a,C >0Vs<tecl: |[®(t)P(s) ! < Ce =),



LEMMA 7.3. Déana rovnice 2’ = Az + g(x,t). Necht ||e!4]| < Ke™®t V¥t > 0, g spojita v R"*! a
lg(x,t)| <7 - |z], kde v < £. Pak nulové fedeni je uniformné asymptoticky stabilni.

Diikaz. Bud z feSeni. Ozna¢me b(t) := g(x(t),t), pak pivodni nelinearni rovnici zapiSeme jako
linearni rovnici s nezndmou pravou ¢asti,

¥ =Azx+0b(t), z(to) = zo.

7 véty o variaci konstant najdeme

t
x(t) = e(t’tO)A:z:OJr/e(t*S)A b(s) ds
N
to g(x(t),t)
a odhadneme .
o8] < Ke Doy 4 [ Kem20=9) o [a(s)lds.
to

Vynésobime obé strany e** a pouzijeme Gronwallovo lemma.

t
le®z(t)] < Ke™o|xg| + /K'y -e* - |x(s)|ds,
to
(GL) = |e®tx(t)]| < Ke®™|ag| - eX7000) ¢ > ¢,

pak
lz(t)] < K|xg| - eEr==t) 5 0

a mame hotovo protoze Ky — a < 0.

Kazdou linearni rovnici mizeme zapsat jako

(AR) o' = f(x,¢), ' =V f(xg) - (x — z0) + zbytek,
~——

o(z—wo)

Véta 7.4 (o linearizované stabilité). Dana rovnice (AR) 2’ = f(z), kde f je t¥idy C' na okoli .
Necht f(zp) = 0 a matice A = Vf(zo) spliiuje ReA < 0 VA € 0(A4). Pak z(t) = ¢ je uniformns
asymptoticky stabilni.

Véta 7.5 (o linearizované nestabilits). Dana rovnice (AR) 2’ = f(z), kde f je t¥idy C" na okoli .
Necht f(z¢) =0 a matice A = V f(xo) spliuje IX € 0(A) ReA > 0. Pak z(t) = x¢ je nestabilni.

Poznamka 1. Nedok4Zeme rozhodnout pfipad maxRe A = 0.
Poznamka 2. Dava jen lokalni vysledky.
Diikaz véty 7.4: Definujme g(z) = f(x) — V f(x0) -x. Mame
——
=:A
(AR) & 12'=Az+g(x).

Oznacme Ao := maz {ReX: A€ 0(A)} < 0abud a € (N\,0). Pak 3K > 0: [e!] < Ke

(Dtisledek 6.6).
Plati % — 0 pro  — 1z (zbytek Taylorova polynomu g(xz) = o(z) pro x — xp). Volime

7> 0,7 < % anajdeme A > 0 aby

lg(@)]
]

Aplikujeme sefezavaci funkei, aby nerovnost (x) platila na celéem R™,

<7y Vz:|r—z0| <A, takze|g(z)| < |z (%)

1, se]lo, %],
h(z) :=n(lx — zo]) - g(x), kde n(s) = < spojita a je v intervalu (0,1) pro s € (%, A),
0, s>A.

Podivejme se na rovnici ' = Az + h(x). Ona spliiuje pfedpoklady Lemmatu 7.3: pro |z — zo| < %,
[h(z)] = lg(@)] <Alz|. Pro [x —zo| < A, [h(2)] < [g(x)] <lz|. Pro v —zo| > A, 0= [h(z)| < v]z.



Pak stacionarni feSeni x = x( je uniformné asymptoticky stabilni, tedy je i stabilni. Pak 3§ > 0
ze |z(to) < 8| = |z(t)| < § Vt > to.
Takze pokud |z(to) — zo| < d, pak 2’ = Az + h(z) = Az + g(x) = f(z).
Takze x je feSeni (AR) a x(t) — xo, odkud plyne, Ze © = x¢ je také uniformné asymptoticky
stabilni Feseni (AR).
O
Dikaz Véty 7.5. Myslenka diikazu: chceme pro nelinarni rovnici ukazat, ze feSenf se drzi nestabilnich

Sméra.
Krok 1. pfejdeme k Jordanové kanonickému tvaru.

Krok 2. pokud p.p. je v néjakém kuZelu nestabilniho sméru, pak feSeni ptijde nestabilnim smérem a
opusti okoli bodu 0.
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