NOFY152, 2024-2025 Teoreticka cast 10. ¢ervna

Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otézka 1 2 3 Body
Maximum bodu 7 6 7 20

Ziskané body

[7] 1. Uvazujte
a(z)y® (x) + b(x) arctan (W) + c(x)y(x)* =0,

s podminkami
y(0)=A4, y(0)=B, y"(0)=C,

kde a,b,c: R — R jsou spojité funkce a a(x) > 1 na R.

(1) Pfesné pojmenujte (charakterizujte) vyse uvedeny problém.
(2) Piepiste problém na soustavu rovnic prvniho fddu.

(3) Prepiste soustavu diferencidlnich rovnic prvnfho fddu do integrélnfho tvaru a ukazte
ekvivalenci obou zépisu

(4) Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich implikaci. Bud' najdéte protipiiklad, nebo je dokaZte.
Vsechna pouzita tvrzeni peclivé zformulujte a ovéite predpoklady:

(i)
A=B=C=0,b(zr) =0 = existuje prdvé jedno fesenf na celém R,

(i)
A=1,B,CeR,b(x) =0 = existuje pravé jedno fesen{ na celém R,

(i)

A#£0,B,C e R = existuje pravé jedno feSeni na okoli bodu z = 0.

ResSeni:
(1) Jednd se o poédteéni dlohu pro obycejnou nelinedrni diferencidlni rovnici
tretiho fadu.

(2) Zavedeme nové proménné:

Potom
A /
Zl = Z2, Z2 = Z3

a dosazenim do puvodni rovnice ziskdme

Z9 — 23

a(x) 25 + b(x) arctan < ) + c(x)2 =0,

21
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coz ihned vede k rovnici (funkce a je nenulovd)

2= —ﬁ (b(z) arctan <22 = 23) + c(x)zf) .

Definujeme vektorovou funkci z(z) = (21 (z), z2(z), z3(z)) T € R? a zobrazeni

z2
z3

_$ (b(az) arctan (Z2 - ZS) + c(x)Z%>

Po této definici pak rovnice tietiho fadu prejde na soustavu pocateénich loh

f(z,2) :=

7z =f(x,z),

2(0) = (4, B,C)7. ©)

Ukézeme, ze pokud f je spojita v bodé (0, (4, B,C)), tak (£) je ekvivalentn{ (na
okoli nuly) fesen{ tlohy

z(z) = (A, B,C)" + /Ow f(t,z(t))dt.

Implikaci = lze ziskat pifmou integraci rovnice (£). Opa¢nou implikaci z{skdme
prostou derivaci vySe uvedené rovnosti, coz na malém okoli nuly lze udélat diky
spojitosti z a f.

Zformulujeme nejdiive vétu, kterou pouzijeme pro nase tvrzeni.

Picardova—Lindel6fova véta: Necht f(z,z) je v okoli bodu (zg,2z0) spojitd a
lipschitzovsky spojita vzhledem k z. Pak existuje 6 > 0 takové, ze pocateéni tiloha

z'(z) = f(z,2z(v)), z(x0) =20
mé pravé jedno feseni na intervalu (zg — 6,29 + 0).
Nyni se budeme vénovat imlikacim (i)—(iii)
(i) Plati: V tomto piipadé se funkce f redukuje na

f(x,2) = (22, 23, _da) 0t

Tato funkce je na okolf jakéhokoliv bodu (xg, zg) spojitd a lipschitzovsky spo-
jitd vzhledem k z. Dle P-L véty tedy kazdym bodem prochézi pravé jedno
feSeni. Vime tedy, Ze TeSeni je jednoznacné, zbyva oveérit, ze feSeni je defi-
nované globalné na celém R. Toto je vSak snadné, nebotf hledané feseni je
(vzhledem k poc¢dteénim podminkam zg = (A, B,C)T = 0) z = 0.
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(i)

(iii)

Neplati: Muzeme pouzit predchozi vysledek a dostéavame, ze v okoli nuly
urcité existuje pravé jedno feseni. My vsak ukazeme, Ze nemusi byt definované
na celém R. Uvazujme puvodni rovnici tfettho fadu a funkci

y(@) = (1—2)~>.

Potom y(0) = 1 a plati

3 12 60
r_ 92 n_ -4 m_ __ PY
YT T Ay T ey
a tedy
60 2
M= —— =60 ((1—2)"%)" = 60y°.
V= (1—=z)7%) y

Nasli jsme tedy feseni dlohy s a(z) = 1, ¢(z) = —60, B = 3 a C' = 12. Toto
feseni je vSak definovdno pouze na (—oo,1).

Plati: Opét mizeme pouzit vysledek z bodu (i). Nynf (protoze b # 0) je
problematicky bod z; = 0. Nicméné, protoze nase pocatecni podminka je
zo := (A, B,C) a A # 0, vidime ze f je lipschitzovsky spojitd na okoli bodu
(A, B,C) a tedy muzeme pouzit P-L vétu.
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2. (1) Zformulujte Cauchyovo odmocninové kritérium pro ¢iselné fady. Uvazujte limitn{
i nelimitni verzi.

(2) Obeé kritéria dokazte.

(3) Zadefinujte pojem mocninnd fada (komplexni). Zadefinujte pojmy stied fady zp a

polomeér konvergence R.

(4) Vyslovte tvrzeni o konvergenci fady v zdvislosti na vzdélenosti od stiedu zg a po-
loméru R. Tvrzeni dokazte.

(1)

ResSeni:

Uvazujeme fadu Zzozl an 8 an > 0. Nize uvedeme dvé formy Cauchyova odmoc-
ninového kritéria:

Nelimitni tvar: Pokud existuje ¢ € [0,1) a ng € N tak, Zze pro vsechna n > ng

plati
Van < g,

pak fada > a, konverguje.
Obracené, pokud existuje ng € N tak, ze pro vSechna n > ny plati

Yan 21,
pak tada > a,, diverguje.
Limitni tvar: Ozna¢me
L = limsup {/a,.
n—oo

Pak plati:

— Pokud L < 1, pak fada ) a,, konverguje.

— Pokud L > 1, pak tfada > a,, diverguje.

Dukaz nelimitniho tvaru: Pro n > ng plati

o0 no—1 [e%e]
NT/Lanngangqnjzangzan+zqn-
n=1 n=1 no

Protoze fada Y -, ¢" je geometrickd s koeficientem ¢ < 1, ktera konverguje, musf

konvergovat i fada >~ | a,.

Naopak, pokud pro n > ng plati
Yap,>1 = ap, >1

a tedy limy, oo ap > lim, 400 1 = 1 a tedy neni splnéna nutnd podminka konver-
gence.

Dikaz limitniho tvaru: Zaéneme s piipadem L < 1. Z definice limsup mame, ze
existuje € > 0 tak, ze pro dostatecné velka n je

Ya, < L+¢e<1.
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Oznacéme ¢ = L + ¢ < 1. Pak a, < ¢" pro vSechna dostatecné velkd n a muzeme
pouzit nelimitni verzi.

V pripadu L > 1 postupujeme obracené. Z definice existuje podposloupnost ng,
pro kterou n/a,, > 1+¢ pro néjaké e > 0, tedy an, > (1+¢)"* — oo. Tudiz nenf
splnéna nutnd podminka a fada nemuze konvergovat.

Definice mocninné fady

Mocninna fada se sttedem v bodé zg € C je vyraz tvaru

oo
Z an(z — 20)",
n=0
kde a,, € R (nebo C). Cislo
1
— = limsup V/|an|.
R n—oo
nazveme polomér konvergence.

Pro kazdé z € C plati:

— Pro |z — 2| < R fada konverguje absolutné.
— Pro |z — 29| > R fada diverguje.

— Pro |z — z9| = R konvergence muze i nemusi nastat.

Dukaz:

Mocninna fada je pro kazdé pevné z obycejnou ¢iselnou fadou. Pii zkoumani jeji
konvergence se tedy pfirozené pouziva odmocninové kritérium.

V an(z — 20)"| = v anl|z = 20,

plyne, Ze pro konvergenci fady Y a,(z — z0)™ staci, aby

limsup {/|an(xz — z¢)?| = (hmsup \"/|an|> | — x| < 1,
n—oo

7 rovnosti

n— o0
coz plati pokud |z — 29| < R.

Obracené, pokud |z —zp| = R+e > R, muzeme najit podposloupnost a,, takovou,
ze

1
lim ~/a,, = =

N —r00

coz z definice znamend, ze existuje ng € N takové, ze pro kazdé ny > ngy plati

Vlan, | > R#JFE a tedy

|an, (2 = 20)"™| = |an, [(R + €)™ >

b
(R+ &)™

a neni tedy splnéna nutnd podminka konvergence.

(R+¢e)™ =1

e’} 2™

Pokud |z — 29| = R, uvazujme fadu )~ . Polomér konvergence je R = 1. Pro
z = 1 fada diverguje (harmonickd), ale pro z = —1 jde o alternujic{ harmonickou
fadu, ktera konverguje.
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3.

(1) Uved'te definici Banachova prostoru X. Zadefinujte vSechny pojmy pouZité v této
definici. (Pojem vektorovy prostor definovat nemusite.)

(2) Bud F: X — X zobrazeni. Zadefinujte pojmy:
— F je kontrakce,
— F mé pevny bod.
(3) Zformulujte a dokazte Banachovu vétu o pevném bodé.

(4) Pomoci Banachovy véty dokazte, ze ndsledujici soustava rocnic ma pravé jedno feSeni
4x — 3cosy =1,
5y + 2sinx = 7.

Népovéda k (4): Mizete zkusit uvazovat zobrazeni (z,y) (%, "_25&)

Reseni:

(1) Nechf X je vektorovy prostor nad R nebo C. Rekneme, ze X je normovany,
pokud je na ném definovéno zobrazenf || - || : X — [0, 00), nazyvana norma, kterd
spliiuje pro vsechna z,y € X a A € R, nebo A € C:

1. |lz] =0 <= z =0,
2. [[Azll = (A=,
3. |z +yl <zl + llyll (trojihelnikova nerovnost).
Rekneme, ze posloupnost {z,}52, C X je Cauchyovska prave tehdy, kdyz plati:
Ve >03no e NVn,meN: nom >ng = |z, — 2, <e.
Rekneme, ze normovany prostor (X, || - ||) je dplny, pokud kazds Cauchyovsks

posloupnost {2,,}°° ; C X m4 limitu v X. Banachtv prostor je tiplny normovany
vektorovy prostor.

(2) Rekneme, 7e zobrazeni F: X — X
— je kontrakce, pokud existuje konstanta ¢ € [0,1) takova, ze

1F(z) = F(y)ll < gqllz =yl pro vsechna z,y € X.

— mé pevny bod, pokud existuje x € X takové, ze
F(z) ==.
(3) Banachova véta o pevném bodé: Necht X je Banachtiv prostor a F: X — X
je kontrakce. Pak F' ma pravé jeden pevny bod.

Jednoznaénost: Mégjme dva pevné body z,y € X, tj. F(z) =z a F(y) = y. Pak
ale

le=yll = [F(z)-FWl < qllz—yl = (A=glz—y[ <0 = |o—yl| = =+
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Pouzili jsme 1 — ¢ > 0 a zdkladni{ vlastnost normy.
Existence: Definujme rekurentné posloupnost {z,}22, jako
zo := 0, Tpt1 = F(xy,).
Ukazeme, Ze posloupnost je Cauchyovskd a diky tomu, ze X je Banachuv, musi
mit i limitu « := lim,,_, ©,. Diky spojitosti F' (plyne z kontrakce) pak plat{
x = nhﬁn;o Tpt1 = nhﬁn;o F(z,) = F(z)
a z je tedy hledany pevny bod.

Staéi ukdzat Cauchyovskost. Bud n libovolné. Potom dostaneme rekurentné

[#n41 = zall = |F(2n) = F(zn-1)l| < qllzn — zn-all = gl F(zn-1) — F(zn-2)|
< @Pllan1 = Tpa| <+ <" F(x0) — w0l = ¢" [ FO)].
Bud nyni n > m. Potom pouZitim vyse uvedeného a trojihelnikové nerovnosti
mame
[2n = zmll = (@0 = 2n-1) + (@n1 = Zn1) + -+ (@mg1 — Zm) |

Y ; = F)g
<Y e — el < 30 HIFO < IFO)) Y ¢* = 2
k=m k=m kem

Protoze ¢ € (0, 1), muzeme pro kazdé £ > 0 najit ny takové, ze pro kazdé n > m >

ng plati 7”“(2!‘17”

T < € a posloupnost je tedy Cauchyovska.

(4) Definujme zobrazyen{ F' : R? — R? pomoc{

14+ 3cosy m—2sinz
F(:U,y):( I — )

Je zfejmé, ze bod (z, y) je feSenim soustavy rovnic prave tehdy, kdyz plati, F(z,y) =
(7,y), coz znamend pravé tehdy, kdyz (z,y) je pevny bod F. Vime, Ze R? s nor-
mou ||(z,y)] := v/x2 + y? je Banachuv prostor a sta¢{ ndm tedy ukézat, ze F je
kontrakce. Bud'te (x1,y1) a (22, ¥2) dva body v R2. Potom

IF(21,5) — Fl y)2—H(1+BCOSy1 77—2sinx1> (1+3cosy2 T — 2sin 2)
1,91) — 2, Y2 = —

4 ’ 5 4 ’ )
~||3(cosy1 — cosya) 2(sinap —sinzy) 2 B g(cos — cosyn)? + i(s‘n — sing)?
= 4 ) 5 ~ 16 Y1 Y2 25 11 T2 miy

9sin? & 4cos? & 9
=15 Wi- y2)? + —p @1- 2)? < T ((z1 = 22)* + (11 — 12)%)

= Citer )~ @)

Ve vypoctu jsme pouzili Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté k odhadu sinx; —
sinxe = cos&y(x1 — x2), kde € € (21, 22). Obdobné i pro funkei cos. Vidime tedy,
ze jde o kontrakci a dukaz je hotov.




