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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 8 6 6 20

1.

Ziskané body

(i) Definujte pojem &iselnd rada.

)
(ii) Definujte pojmy konvergentni, divergentni a oscilujici ¢iselnd fada.
(iii) Definujte pojmy absolutné a neabsolutné konvergentni ¢iselnd rada.
)

i
(iv) Formulujte a dokazte Dirichletovo kritérium konvergence ¢iselnych fad.
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Tvrzeni bud dokazte, nebo najdéte protipiiklad.

[e%S)
n=1

e Rada >0 | an je absolutné konvergentni —> Rada > ayn je konvergentni.

o lim, ,oa, =0 = > (—1)"a, konverguje.

e a, N\, 0 (tzn a, je nerostouci posloupnost jejiz limita je nula) <= > (-1)"a,
konverguje.

Reseni:

. U o . 7 , v , e Az /o~ . 7 ,
n = .
(i) Bud {a,}52; posloupnost redlnych ¢i komplexnich ¢isel. Ciselnd fada je form&lni
zapis souc¢tu nekoneéné mnoha ¢lent posloupnosti, tj.

e
g Q.
n=1

Ke kazdé tadé prifazujeme posloupnost ¢asteénych souctu
n
Sn = Z Q.
k=1

(ii) Ciselnd fada > oo | a, je:
e konvergentni, pokud existuje vlastni limita lim, . S, =S,

e divergentni, pokud existuje nevlastni limita (+o00 pro {a,}52; C R a oo pro
{an}nz, € €),

e oscilujici, pokud neexistuje limita S,, (ani nevlastnf).
(iii) Ciselnd fada 3" a, je:

e absolutné konvergentni, pokud konverguje fada > -, |a,|
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e neabsolutné konvergentni, pokud > 7 | a,, konverguje, ale > ", |a,| di-
verguje.

(iv) Dirichletovo kritérium: Necht {a,}5°; a {b,}>°, jsou posloupnosti spliujic

a) posloupnost édsteénych soucttt A, := > ,_, ai je omezend, tj. IM € RVn €
k=1
N:|A,| <M,

(b) {bn}22, je monoténni a lim,,_, b, = 0.
Pak fada ), a,b, konverguje.

Dukaz: K dukazu pouzijeme diskrétni integraci per partes:

n n—1
Z akbk = Anbn — Z Ak(bk — bk+1).
k=1 k=1

To ze plati, je vidét z nésledujicich dprav (definujeme Ag := 0):

Zakbk—ZAk_Ak 1) bk—ZAkbk_ZAk 1bk—ZAkbk:_ZAkbk+1
k=1

n—1 n—1 n—1
= Anbn + Z Akbk‘ - Z Akbk—i-l = Anbn + Z Ak(bk - bk+1)'
k=1 k=1 k=1

Nynf ukdzeme, ze posloupnost ¢éstecnych souct S, := >, _; axby je Cauchyovska
a tedy, ze fada konverguje. Pro n > m

n—1

m—1
— Apbim = > Ap(br = brg1) + > Ag(be — )
k=1 k=1

n—1

Z A (b — bg1)] -

k=m

|S _Sm‘ -

§ |Anbn| + |Ambm| +

Protoze |A,| < M (posloupnost je omezend), dostaneme

n—1
S = S| < Mlby| + Mlby| + M > b = biia| = M|bn| + M]by| + M]bym — by,

k=m

kde jsme pro posledni rovnost pouzili monotonii b,. Protoze b, — 0, je vidét, ze
Sy je Cauchyovska.

Pravdivost implikaci:
e Prvni implikace plati: Je-li ) ° | |a,| konvergentni, tak posloupnost jejich ¢dsteénych

souctu musi byt Cauchyovska, coz znamend, ze Ve > 0 existuje ng € N tak, ze pro
kazdé m > ng plati

m

Z |ak\ <e.

k:no




NOFY152, 2024-2025 Teoreticka cast 3. cervna 2025

Ukéazeme, ze posloupnost ¢dsteénych souctu S, := 22:1 ay, je Cauchyovska a tedy
mé limitu a tedy Zle an konverguje. Nechf € > 0 je ddno. Najdeme ng takové,
ze vyse uvedena nerovnsot plati. Potom pro n > m > ng

n

> w

k=m+1

n

n
< Y lml < D lal <k

k=m+1 k=ng

|Sn* m| =

Tedy {S,}52, je Cauchyovskd posloupnost, tudiz konverguje.

e Druh4 implikace neplati: Staci volit a, := (—1)"/n. Potom lim,,_, a, = 0,
ale
- n - 1
pDETINS 3t
n=1 n=1

coz je harmonicka fada, ktera diverguje. Implikace tedy neplati.

e Ekvivalence neplati: Implikace “ = "plati. Je to dusledek Dirichletova kritéria,
protoze posloupnost b, = (—1)™ ma omezenou posloupnost ¢dstecnych souctu (jde
o Leibnitzovo kritérium).
Implikace “ <= "neplati. Sta¢i uvazovat a, := (—1)"n=2. Pak tada > (—1)"a,
konverguje, ale a,, neni monoténni.
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2. e Zformulujte Vétu o implicitnich funkcich.
e Zformulujte a dokazte vzorec o derivacich implicitnich funkci.

e Pro f: R? — R” zadefinujte pojem totdlni diferencial v bodé .
Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich implikaci. Bud' je dokazte, nebo uved'te protipiiklad.

1. f:R? = R™ mé v bodé z totalni diferencidl = Vv € R? existuje 0, f(z).

2. F:R? - Rmév (0,0) totaln{ diferencidl = existuje funkce y(z) definovana na okolf
nuly tak, ze F(x,y(x)) = 0.

3. F:R? - R nem4 v (0,0) totdln{ diferencidl = neexistuje funkce y(z) definovand na
okoli nuly tak, ze F(x,y(z)) = 0.

4. f:R% — R™ mé4 spojité parcidlni derivace na okoli bodu = = (0,...,0) = existuje
totélni diferencidl f v bodé = = (0,...,0).

5. f : R — R™ nemé spojité parcialni derivace na okoli bodu =z = (0,...,0) =—
neexistuje totdlnf{ diferencial f v bodé z = (0,...,0).

Reseni:

Véta o implicitnich funkcich: Necht U ¢ R? a V C R” jsou oteviené a F : U x
V — R" je zobrazeni tifdy C' definované v okoli bodu (xg,yo) € U x V. Déle necht

F(x0,y0) = 0 a matice
<8F¢ ( )>d
S \X0,Yo
ayj =1

i,j=
je reguldrni (tj. ma nenulovy determinant).

Pak existuje okoli 2/ bodu xg a zobrazeni f : U — R” tiidy C' takové, ze:

f(x0) =yo, F(x,f(x)) =0 pro vsechna x € U.

Véta o derivacich implicitnich funcki: Za predpokladu z piedchozi véty plati, Ze
funkce f ma derivaci v kazdém bodé v U a pro matici derivaci f plati:

D) = - (G0t Gt

Dukaz: Z rovnosti F(x,f(x)) = 0 derivujeme podle x a pouzijeme fetizkové pravidlo
(vSechny derivace existuji dle pfedchozi véty):

Fi(x,f(x

ZGF Ofr(x :O.

dxj 8:1cj ayk Ox;

Odtud dostaneme (- zna¢i maticové ndsobeni):
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plati

a po vyndasobeni inverzni matici:

OF\ ' oF

Definice (totélni diferenciél): Nechf f : R? — R"™. Rekneme, ze f ma v bodé x
totaln{ diferencial pravé tehdy, kdyz existuje linearni zobrazeni L : R — R” takové, ze

o (@) = F(a0) = Lz = w0 e

T—Zo |{E — £C0|]Rd

=0.

. Plati: Existence 9, f(z) znamend, ze existuje nasledujici limita

iy @) = f@) (f(x+tv)—f(x)—L(x+tv—x) +L(x+tv—m)>
=04 t t—04 t P
= lim [z +tv) —f(:v)t—L(a:—&-tv—:c) L),

kde jsme pouzili linearitu diferencialu. Navic z definice diferencialu mame

flz+tv) — f(x) — L(z + tv — x)
4

(x+tv) — f(z) — L(x + tv — )|
|(x + tv) — x|

. Neplati: Napi. funkce F(z,y) = y> — 2. Je to hladk4 funkce a tedy ma totalni

diferencial, navic F'(0,0) = 0. Na druhou stranu, pro jakékoliv < 0 a y € R plati
F(z,y) > 0 a tedy hledand funkce nemuze byt definovand prozdporna .

Neplati: Napi funkce F(z,y) = ery%. Tato funkce nem4d parcialni derivace v nule
a tedy nmuze mit ani totalni diferencial. Na druhou stranu ale pokud definujeme
y(z) == —a?, pak plati F(z,y(z)) =z + (y(z))s =z —2 =0

Plati: Zadefiujme L(z) := Vf(z¢) - z a pokud pouzijeme vétu o sttedni hodnoté
(vyuzivame existenci derivaci na okoli)

flx —zo) — f(xo) — Vf(z0) - (x — o) _ Vf(zo+0(x —x0)) - (x —x0) — Vf(x0) - (x — x0)
|z — @0 |z — o
kde 6 € (0,1). Ze spojitosti derivaci pak dostaneme
VIlao ¥ 6w = 20)) - (@ = 20) = VI(w0) (= 20)| 1 (1 0(—20)) -V f (o) 5 0.

| — o]

. Neplati. Sta¢i uvazovat funkci jedné proménné f(z) = z?sin(1/z) dodefinované

nulou pro & = 0. Tato funkce m4 derivaci v nule a tedy i totalni diferencial. Derivace
vSak neni spojita v nule.
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[6] 3. Uvazujte funkei f : [0,2] — R, kterd spliiuje nésledujici podminky:
e f je spojita na intervalech [0,1) a (1, 2],
e existuji jednostranné limity:

lim f(z) = A€R, lim f(z) =B eR.

r—1— r—1+t

Rozhodnéte, zda plati ndsledujici implikace (pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednésky, tak
ho dokazte):

(1)

Wh e C(0,2)), h(0) = h(2) = 0 : /02 F@)h(z)dz = 0

= A=B=0.
®) 2
h e CL([0,2)), h(0) = h(2) = 0 : /0 F@) (2) dz = 0

= A=10.

®) 2
A>B = heC(02). h0) =k =0: [ f@hydr>0
@ 2
vh € C1([0,2]), h(0) = k(1) = h(2) =0: f(z)W (z)dz =0
s (&)= Ana[0.1)a f(z) = Bua (L]
Reseni:

Nejdiive zformulujeme a dokazeme dva vysledky z prednasky.
Lemma (zdkladni véta a DuBois—Reymondovo lemma) : Bud f € C([a,b]).
Potom plati

e Pokud f:f(x)h(x) = 0 pro kazdou h € C([a,b]) spliujici h(a) = h(b) = 0, pak
f=0na [a,b].

e Pokud fab f(x)l (z) = 0 pro kazdou h € C*([a, b]) splijici h(a) = h(b) = 0, pak f
je konstantni na [a, b].

Dukaz: Nejdiive prvni tvrzeni. Pfedpoklddejme, Ze existuje z¢p € (a,b) takovy, Ze
f(zo) # 0. Pro jednoduchost uvazujeme f(zg) > 0. Potom diky spojitosti f existuje
d > 0 takové, ze f(z) > f(x)/2 pro kazdé = € (x9 — d,z¢ + 0). Definujme spojitou
funkci h predpisem
0 x € [a, o — 4],
(x —xg+9)
h(z) == J

(x —xz¢ — 9)
-5 %€ [0,z + I],
0 z € [xg+ 4,0

t =+

x € [xg — 0, 0],
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Tato funkce splnuje predpoklady a proto

b zo+0 - L0456 -
0= [ s = [ s 2 LD [T i 100

0—9

COZ je Spor.

Nyni dokdzeme druhé tvrzeni. Zadefinujeme K := ;= /

Je ziejmé, ze h(a) = h(b) = 0. Navic, protoze f je spojitd, vidime, ze h € C([a,b]) a
plati b/ (x) = f(x) — K. Dosadime takovou funkci a mdme

O/be(ff)h’(:ﬂ)/ab(f(fc)K)h’(fE)/ab(f(ﬂﬂ)K)2

a tedy nutné f(z) = K pro kazdé = € [a, b].
Nyni se budeme vénovat jednotlivym implikacim.
(1) Plati: Funkce f je spojitd na [1 + ¢,2] pro kazdé e > 0. Kazd4 spojitd funkce

h € C([1 + ¢,2]) spliujici h(1 4+ €) = h(2) = 0 se dd rozsifit nulou a funkce h je
spojita na [0, 2] a tedy muze byt pouzita a dostaneme
2
VheC([1+¢,2]), h(1+¢e)=h(2)=0: f(@)h(z)dr =0
1+e

Pouzitim zdkladniho lemma dostaneme, ze f = 0 na [1 + ¢, 2]. Protoze € > 0 bylo
libovolné, vidime, ze f(z) = 0 na (1,2]. A tedy i B = 0. Vlastnost A = 0 se dokdze
obdobné.

(2) Plati: Opét rozdélenim intervalu a pouzitim DuBois—Reymondovo lemma ziskdme,
ze f je konstantni na (0,1) a také na (1,2) a z definice A a B vidime, ze f(z) = A
prox € (0,1) a f(z) = B proz € (1,2). Nyni pro libolvolné h mame z predpokladi

0 :/0 f(x)h'(z) :/0 AR/ (z) +/1 Bh/ (z) = Ah(1) — Bh(1).

Uréité muzeme najit funkci A spliujici h(1) =1 a tedy pak nutné A = B.
(3) Neplati: Napi. pro f =1 plati A = B. Volme h(z) := z(z — 2). Potom

2 2 4
_ m2_ T = 1'3 —$22:—* .
/0 F@)h(z) = / 20 = [s/3 - s} =~ <0

(4) Plati: Bylo uz dokédzéno v (2).




