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Kazdy krok

musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-

pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 7 7 20

Ziskané body

1. (i) Definujte pojmy metrika a metricky prostor.

(ii) Definujte pojmy norma a linedrni normovany vektorovy prostor.

(iii) Ukazte, ze kazdy linedrn{ normovany prostor lze pro vhodnou volbu metriky chapat
jako metricky prostor, ale opac¢né to neplati.

(iv) Definujte pojem limita posloupnosti prvka metrického prostoru.

(v) Ukazte, ze pokud limita ve smyslu vyse existuje, pak je dand jednoznacné.

(i)

(i)

Reseni:

Metrika na mnoziné M je zobrazeni
o: M xM—R,
které spliuje pro vSechna z,y, z € M nésledujici podminky:
(a) o(x,y) > 0 (nezdpornost),
(b) o(z,y) =0 < 2z =y (nulovd vzdédlenost pouze pro shodné prvky),
) = o(y, x) (symetrie),
) < o(z,y) + o(y, z) (trojihelnikovd nerovnost).

(z,y)
(c) o(z,y)
(d) ofz, 2)

8

y 2

Metricky prostor je usporddand dvojice (M, p), kde M je mnozina a ¢ metrika
na M.

Norma na vektorovém prostoru V nad R nebo C je zobrazeni
-1V =R,

které spliiuje pro v8echna z,y € V a skaldr a € R (nebo C):

(a) ||z]| = 0 (nezdpornost),

(b) ||z]] =0 <= =z =0 (nulova norma pouze pro nulovy vektor),
(©) llazll = |a] - 2] (homogenita),

(d) llz 4yl < =] + |ly|| (trojihelnikové nerovnost).

Linearni normovany vektorovy prostor je vektorovy prostor vybaveny nor-
mou.
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(iii)

(iv)

Pokud méme linearni normovany prostor (V.| - ||), definujeme metriku

o(z,y) = |lz - yl|

Tato funkece p spliiuje axiomy metriky, takze (V) g) je metricky prostor.

Opacné to obecné neplati. Napiiklad mnozina M = {0,1} s metrikou o(z,y) =
|z — y| je metricky prostor, ale neni to vektorovy prostor (napi. neni uzaviena
vuci séitdni ani ndsobeni skaldrem), a tudiz nemuze byt linedrnim normovanym
prostorem.

Necht (M, o) je metricky prostor a (z,,) je posloupnost v M. Rekneme, ze

lim z, =z € M,

n— oo

pokud pro kazdé € > 0 existuje N € N tak, ze pro vSechna n > N plati

o(n,z) < e.

Necht z,, — z a zarovei z,, — y v metrickém prostoru. Pak pro kazdé ¢ > 0
existuji N1, Ny € N takové, ze pro n > max(Ny, No) plati:

| ™

€
Q(Z‘n,ﬂf) < 57 Q(JTmZ/) <
Potom podle trojihelnikové nerovnosti:

e €
Protoze € > 0 bylo libovolné, plyne o(x,y) =0, tedy z = y.

Limita je tedy jednoznac¢na.




[7]
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2. Uvazujte obycejnou diferencialni rovnici ve tvaru

Y = a(x)b(y), y(zo) = vo,

kde a: I — R, b: J — R jsou spojité funkce a I a J jsou oteviené intervaly spliujici zg €

ayy € J.
1. Klasifikujte tuto rovnici.
2. Zformulujte Picardovu-Lindel6fovu vétu pro tuto rovnici (jaké podminky musf spliiovat
funkce a a b).
3. Dokazte tuto vétu. (Véty, které jsou v dukazu pouzity, peclivé zformulujte.)
4. Ukazte, ze podminky véty spliuji funkce a(x) = cosz, b(y) = siny.
5. Ukazte, ze pokud b(y) = \/y a yo = 0, nelze vétu aplikovat a feseni neni jednoznacné.

Reseni:

1 Rovnice

y' = a(z)b(y)
je (nelinedrni) obycejna diferencidln{ rovnice prvniho fadu, se separovnymi proménnyi
Picardova—Lindel6fova véta:

Necht funkce a je spojitd na (xg — 6,29 + ) a b(y) je Lipschitzovsky spojitd na
(yo — €, 90 + €), tj. existuje konstanta L > 0, Ze

|b(y1) — b(y2)| < Lly1 — y2| pro véechna y1,y2 € (yo —€,0 +€).

Pak existuje h > 0, a existuje pravé jedno feseni pocatecni tlohy

y' = a(@)b(y), y(zo) = yo
definované na intervalu (xg — h, o + h).
Dukaz
Definujme zobrazeni::

€T

@) >+ [ altby(o) .
xo
Ukazeme, ze existuje § > 0 tak, ze vySe uvedené zobrazeni je kontrakce na X :=
CY([zo — 6,20+ 6]. Prostor X je Banachtiv a miizeme tedy pouzit Banachovu vétu
o kontrakci, ze které plyne, ze vySe uvedené zobrazeni m& pevny bod. Nebo-li
existuje y € X splaujici

€T

y() = o + / a(t)b(y(t)) dt

0

pro kazdé x € (xg — 6,20 + §) a tedy y fes{ i puvdoni rovnici. Navic dle véty o
kontrakci je jednoznaéné.

mi.
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Nyni ukdzeme, ze uvedené zobrazeni je kontrakce. Hleddme vhodné § tak aby (z¢—
0,20 +0) C I aoznaéme M := maxa(z). Potom pro pro y1,ya € C([zo — 0, 2o +0])
plati:

H (yo - /g: alt)by1 () dt) - (90 + /I j a(t)b(ya(t)) dt)

— ’ /I a(t)(b(y1(t)) — b(ya(t)) dt
x C([xo—0d,z0+6])

0
< MLy (t) — y2(O)lle((eo—b,20-+6))-

C([xo—0,20+3])

[ i) = satoa

SML‘

C([a}o —dxo +6])

Pokud tedy volime h < ﬁ bude zobrazeni kontrakce.

4 Obé funkce jsou spojité na R, navic funkce sin y méa derivaci cos y, kterd je omezena.
Proto z véty o stiedni hodnoté plyne

|siny; —sinys| < |y1 —y2|] =  siny je Lipschitzovska.

Proto funkce siny je Lipschitzovskd v y, a lze aplikovat Picardovu-Lindel6fovu
vétu. Uloha mé jediné lokalni feseni.

5b(y) =Y, %0 =0
Funkce b(y) = /y neni Lipschitzovskd v zddném okoli nuly == nelze pouzit
Picardovu vétu. Rovnice

v =y, y(0)=0
mé vice feSeni:

o Trividln{ Feseni: y(z) = 0.

1

e Netrividlni fesent: y(z) = 3 (= —c¢)? pro x > ¢, napt. proc = 0:  y(z) = 122

1
727

Existuje tedy vice ruznych feseni spliiujicich poc¢ateéni podminku.
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[7] 3. Necht M := B;(0) je oteviena jednotkova koule v R2. Funkce f : M — R ma spojité prvni
parcialni derivace na M (tj. f € C'(M)). Rozhodnéte o pravdivosti nésledujicich tvrzeni.
Kazdé tvrzeni bud dokaZte, nebo uved’te protiptiklad.

1.
2.

Funkce f nabyva na M svého minima.
Pokud Vf(0,0) = 0 a pro vSechna h # (0, 0) plati

d*£(0,0)(h, h) > 0,

pak f nabyvé v bodé (0,0) globdlniho minima.
Pokud f je konvexni, pak na mnoziné M nabyvé svého lokalniho minima.

4. Pokud f je konvexni a Vf(0,0) = 0, pak f nabyva v bodé (0,0) globdlntho minima.

Reseni:

1. Neplati: Uvazujte funkci f(z,y) = —x. Je spojitd, ale neomezend zdola na M a

nedosahuje minima, nebot x — 1~ znamens f(x,y) — —1, ale Z4dny bod s x = 1
v M nelezi.

. Neplati Dané podminky zajistuji pouze ostré lokdln{ minimum, ale nezarucuji

minimum globdlng.

Uvazujte funkci
flr,y) = —d4a* —dy" + 2% + .

M4 v bodé (0,0) nulovy gradient a druhy diferencidl spliiujici
d?£(0,0)(h,h) = 2(h3 +h3) >0 pro viechna h # (0,0).
Presto neni (0,0) globalni minimum. Plati

-3 = lim f(z,0).
z—1

Protoze f(0,0) = 0 existuje 2o € (0,1) takovy, ze f(x0,0) = —1 < f(0,0) a bod
(0,0) tedy nemuze byt bodem globédlnfho minima.

. Neplati: I konvexni funkce na nekompaktni (oteviené) mnoziné nemusi minimum

dosahovat.

Uvazujte f(z,y) = z je linedrni (tedy konvexni), ale na mnoziné M nedosahuje
minima, nebot se muze libovolné blizit —1.

. Plati: Piedpoklddejme spor. Tedy, zZe existuje x € B1(0) tak, ze f(z) < f(0).

Diky existenci totalniho diferencidlu vime, ze v bodé (0,0) existuji derivace ve
vSech smérech a jsou rovnz nule. a tedy mame

0= lim L) =FO) _ (0= 1)0+tz) - f(0)
t—04 t t—0y t
< Jim. U=DIO D =IOy f0) <

COZ je spor.




