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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-

pomeiite ovérit predpoklady.

10. ¢ervna

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 5 Body
Maximum bodu 5 7 7 6 5 30
Ziskané body

1. Urcete objem toroidu, ktery vznikne rotaci mnoziny K kolem osy z, kde

K :={(z,y) € R* 22 +9(y — 1)? < 9}.

ResSeni:

Mnozina K se da popsat jako

x?2 x2
K={(2,y) €R*} 2€(-3,3), 1 — -5 <y<lsyfi-7 .

Pro vypocet objemu muzeme pouzit vzorec

b
V= w/ P(x) - ¢*(x) da,

pokud teleso vznikne rotaci kolem osy x plochy ohrani¢né g(z) <y < f(z) a = € (a,b).
Dosadime do naseho zadani a ziskdme

3 2 2 22 ? 3 2
V= 1 I—— ) —|1-4y/1—— | dz=4 \/1— —dz.
7r/_3 + 9 9 x 7r/_3 9 x

Pouzijeme substituci:

x = 3sint, dex = 3costdt

kde interval (=%, ) se zobrazi prosté na (—3,3). Dosadime a ziskame

2
z
= / \/1——dx—127r/ \/l—sinztcostdt:uﬂ'/ cos® tdt
3 z -

us
2

[SE]

= / 1+ cos(2t) dt = 3m[2t — sin(2t)] %, = 672

s
s 2
2
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2. Na intervalu [—m, 7] najdéte alespon jedno Feseni tlohy

/

Y =(y—1) sina,
y(=m) =0,
y(m) = 2.

Je toto Teseni jednoznacné?

Reseni:

Uloha m4 staciondrn{ fesenf y = 1. Pravé strana ODR je Lipschitzovsky spojit4 kromé
bodu y = 1. Pokud tedy yo # 1 pak kazdym bodem (zg,yo) prochdzi préavé jedno fesenf
(jdenoznaé¢nost myslena na okoli bodu zg) a k vétven{ muaze dojit pouze pokud yo = 1.

Pro y # 1 budeme tlohu Fesit separaci proménnych.

(y — 1)% sin z,

<
|

kde vyraz C' — %cosx musi byt nezaporny!

Nejdiive vytesime, jak vypada feSeni v okoli bodu x = =+, kde pouzijeme piedepsané
podminky.

Ozy(—ﬂ)zli(C—i(}%(—ﬂ))g :1i(0+§)g

Z této podminky ziskame, ze C' = % a ze musime volit znaménko minus. Jesté ovéiime,
na jakém intervalu je % - %cosx >0, coz je pro x € [—m,—7/3] a tedy feseni musi byt

nutné ve formé .
1 (2 20062) selem—n/3)
Y= 373 Ccos T T w,—m/3].

Podobné R
2

z—y(ﬂ')—lﬂ:<C§COS(ﬂ')>g _1i<c+§>

7 této podminky ziskame, ze C' = % a ze musime volit znaménko plus. Jesté ovéiime na
jakém intervalu je & — 2 cosx > 0, coZ je pro x € [r/3, 7] a tedy Fesenf musi byt nutné

ve formé

3
9 3
y—1+<3cosm> x € [n/3,m].
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Resenf je tedy jednoznacné uréeno na intervalech [—m, —m/3] a [r/3,7]. Na intervalu
(—m/3,7/3) ho muzeme dodefinovat napft. jako y = 1.

Co se tyce jednozna¢nosti: muze se vyskytnout pouze na intevalu (—7/3,7/3) a to pouze
v pifpadé, kdyz existuji z1,2 € (—7/3,7/3) a C takové, ze C; — 2 cosx12 = 0 a navic
musi platit, ze C; — %cosx > 0 na (z1,22). Posledni podminka je ale nesplnitelna. Ze
sudosti cos a z jeho prostoty na (0,7) plyne, Ze 1 = —x3. na intervalu (z1,0) je ale
funkce C7 — % cos x klesajici a a tedy zdpornd, coz odporuje predpokladum. Na intervalu

(—m/3,m/3) je tedy jedind moznost a celkem tedy méme
3
2 2
1- <3cosz> x € [-m,—7/3],
y=<1 x € [-n/3,7/3],

3
1 2 2
1+<cos:z:> x € [7/3,7]
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[7] 3. Bud a € R. Uvazujte fadu

= . n? n®
E sin ( > In ( ) .
= n+1 n® 41
Rozhodnéte, pro kterd a € R fada konverguje absolutné, konverguje, ¢i diverguje.

Népovéda: Pokud by se vdm nedaiilo vy¥esit vyse uvedeny problém, soustfed'te se na fadu

el e
Z sin(n) In ( n ) .
o n® 41

Pokud vyftesite kompletné tento piiklad ziskate 3.5 bodu.

ResSeni:

Oznacime

) TL2 1 na
a, = sin , ¢, :=In
n+1 ne®+1

Zkoumejme chovani jednotlivych posloupnosti:

lim a, neexistuje,

n—oo

0 pro o > 0,
lim ¢, =¢ —In2 proa=0,
n—o0

—o00 proa<0.

Nutna podminka konvergence: Neni splnéna pro o < 0. Pro tato « tedy fada ne-
konverguje.

Absolutni konvergence: Plati

|ancn| < |Cn| =

1 1 1
In{1- < < —.
n®+1 n®+1 7~ no
Muzeme tedy pouzit klasicky vysledek a vidime, Zze fada konverguje absolutné pro a > 1.

Neabsolutni konvergence: Ukdzeme, ze pro « € (0, 1] fada konverguje neabsolutné.

Nejiive pro a,, ziskame

. n? . n . n . n
a, = sin =sgin|n— =gsinncos| —— | —cosnsin | —— | .
n—+1 n—+1 n—+1 n—+1

Nyni posloupnosti cos [ =2~ ) a sin [ = ) konverguji monoténné k cos1 a sinl a dle
n+1 n+1

Abelova kritéria vyslednd fada bude konvergovat, pokud konverguji fady > cosne, a
> sinnc,. Protoze cosn i sinn maji omezené posloupnosti ¢dsteénych soucétl, muzeme
pouzit Dirichletova kritéria a ukdzat konvergneci fad 3 sinnc,, a y , cos ne, za predpokladu
ze ukdzeme, ze posloupnost ¢, konverguje monoténné k nule. Protoze pro o > 0

na

1+ne

N1 — cn 0.
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Miuzeme tedy pouzit Dirichletova kritéria a vidime, ze fada Y a, ¢, konverguje.

Naopak, protoze

2 2
9 - .9 n _ 2n
2|an|‘cn‘ Z Q(Gn) ‘Cn| = —2sin <n2—|—1> Cp = —Cp + €y, COS <n2_|_1>

Nyni

2
; lan||cn] > —ch + Zcos <nQ2n+1> Cn.

Rada 3¢, ale diverguje (pro a € (0,1]) a fada > cos (%) ¢n, konverguje, coz se

ukaze jako vyse.
Shrnuti:
e o <0 - diverguje
e « € (0,1] konverguje neabsolutné

e « > 1 konverguje absolutné
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[6] 4. Uvazujte funkci f : R? — R definovanou jako

1 15,1, 1
fay) = 32° +a®y+ay’ + 2y + 5a° + 5y% + Cay,
kde C je redlny parametr. Urcete globalni extrémy, lokdln{ extrémy a sedlové body funkce f.

Staci uvazovat pouze piipad C # 1. Pokud vyfesite i piipad C' = 1, pak to vede k ziskani dvou bonusovych
bodu.

ResSeni:

Nejdiive vypocteme vSechny parcidlni derivace prvniho a druhého fadu:

?};J; =22+ 22y + 2+ + Cy,
g—g:y2+2xy+x2+y+0x,
%:23}—1—23;—!-1,
ngJ;:2y—|—2x—|—1,
88;(‘;; =2x+2y+C.

Hledejme body, ve kterych jsou prvni derivace nulové

2+ 2y +y> +ax+Cy=0,
yi 42y +a+y+Cax=0,

Odectenim od sebe ziskame
(1-C)z—y)=0.
Piipad C' = 1: V tomto piipadé jsou obé rovncice zavislé a mame
0=2a’+2ey+y’ +o+y=(z+y)°+(@+y) = (@+y)la+y+1)

A nulové body jsou tedy dvé piimky {(z,y);x +y = 0}, {(z,y);z +y = —1}. Urcime

Hessian
-1l roxr+y=—1
1 1 prox+y=

b +y=0
11 proz+y=0.

V obou piipadech jde o matici semidefinitni a o extrémech netrika nic.

_(2x+2y+1 2z+2y+C
T\ 22+2y+C 2z+42y+1

Zkusme tedy upravit funkci f pokud C' = 1. Potom

floy) = 3@ +9)° + (@ +9)” = 5o +9) 2+ ) +3)
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Nejdiive body typu x = —y: V tomto ptipadé f(z, —z) = 0 a pro bod (x + hy, —x + ha),
coZ je bod v okoli (z,—x) pro |h;| < 1, mdme

1 1
f(l'—l—hh —.’£+h2) = 6(x—i—hl—x+h2)2(2(x+h1—x+h2)—|—3) = 6(h1+h2)2(2(h1+h2)+3) 2 0
pokud |h1] + |ha| < 1. Tedy jde o bod lokdlniho minima.

Nynf body typu z = —y — 1: V tomto piipadé f(z,—z —1) = ¢(~=1)*(—=2+3) = 1. Pro
bod (z + hy,—x + he — 1), coz je bod v okoli (z,—x — 1) pro 0 < h; < 1, méme

1
flx+hy,—x4+hy —1) = 6(_1 + h1 4 ho)?(2(=1 + hy + hy) + 3)

= é(l + (h1 4 h2)? = 2(hy + ha)) (1 + 2(hy + h2))
= £+ Sl R (<34 2+ ha)) <

pokud |h1| + |he| < 1. Tedy jde o bod lokdlniho maxima.

[N

Pripad 1 # C: V tomto pfipadé vime, ze x = y a dosadime
0=a2+22y+y* +2+Cy=42>+(1+C)x = 2(dx + 1+ O)

Méme tedy dva body podezfelé z extrému a to (0,0) a (— £, —1£€) Vyeislime Hessovu
matici

((1) (1]) pro (z,y) = (0,0)

—-C -1 B _1+C _1+C
1 _c pro (z,y) = ( — T)

_(2z+2y+1 22+42y+C
S \22+2y+C 2042y +1

Piipad C =1 je diskutovan uz vyse a tedy ho muzeme vylougcit.

Nynf tedy, pokud C? < 1, potom prvn{ matice je pozitivné definitn{ a bod (0,0) je bodem
lokdlniho minima. Naopak druhd matice je indefinitni a (—%, —%) je sedlovy bod.
Obrécené pokud C? > 1, pak je prvni matice indefinitni a tedy (0,0) je sedlovy bod
a naopak bod (=€ _14C) 56 hodem lokdlntho minima (pokud C' < —1) a maxima

1
(pokud C > 1).

Piipad C' = —1 nelze rohodnout na zdkladé matice druhych derivaci, navic mame jen
jeden podeztely bod (0,0). Opét funkci upravime (C = —1)

1 1 1 1 1 1
300 F ety ey 4oyt St oyt 4 Cay = Szt y)t 4 (e - y)?

a tedy vidime, ze pro x > 0

f(—z,—x) = —%m?’ < £(0,0) < f(z,x)

a tedy bod (0,0) neni bodem extrému a ani neni sedlovy bod.

Globaélni extrémy:
Protoze
lim f(z,0) = o0,

r—+o0

vidime, ze funkce neméd globalni extrémy.
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[5] 5. Uvazujte funkci

4 2
3Y3

sy
s Pro (z,y) # (0,0),
few) = { @rape PO
0, pro (z,y) = (0,0),
kde « € R je redlny parametr. Rozhodnéte v zavislosti na parametru «, zda funkce f:

e je spojita v bodeé (0,0),
e existujf véechny parcidlni derivace v bodé (0, 0),
e existuje totdlni diferencidl v bodé (0, 0).

Reseni:

Spojitost v bodé (0,0):
Prepiseme funkci do pozménénych poldrnich souradnic

x =rcosb, yz%sin@ = 2?44y =02
Potom
f(.%‘ y) _ J)%y% _ 7“% COS%H-T% sin%& :72(1—04)@
’ (22 4 4y?)> 9% ,20 92/3

Nyni, urcit lim(, ) (0,0) je to samé jako lim, _,¢. Z vySe uvedeného ziskdme

4 .2
i i 20 082 st 6
(z,y%Lm(O»O) fley) Tlg&r " 22/3 '

pouze pokud « < 1. Funkee je tedy spojitd v bodé (0,0) pro « < 1.

Parcidlni derivace v bodé (0,0):
Parcialni derivaci spoé¢itame piimo podle definice

393 h—0 h o
a
ay h=0 h h—0

Parcialni derivace existuji vzdy, bez ohledu na a.

Totalni diferencidl v bodé (0,0):

Pokud totdln{ diferenciél existuje pak musi byt roven Vf(0,0) = (0,0) a musi platit
nasledujici limita

lim f(xay) - f(07 0) - Vf(0,0) i ((E,y) = 0.

(z,y)—(0,0) Va2 +y?
Z predchozi ¢&sti vime, ze f(0,0) = 0 a parcidlni derivace jsou nulové, takze se limita
zjednodusi na

4 2
o ey w3y’
(@,y)=(0,0) /22 +y2  (2)—(0,0) /22 + y2 (22 + 4y?)




NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 10. ¢ervna

Prechodem k soutradnicim
2

x =rcosb, yz%sin@ = 2?44y =72

dostavame
4 4 2 . 2
73 cos3 Or3 sin3 0

o

4
3

lim = lim
(@)= 0.0) /a2 +y* (2% +4y?)* 20+ 93 20 \/7"2 cos? 0 + 27 sin® 0
1720 ¢0s5 @sin 6 B

= hm 3 - 07
=04+ 25714/1 4+ 3 cos2 §

pokud o < % Funkce mé totéln{ diferencidl v bodé (0,0) prévé tehdy, kdyz a < %




