NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 3. Cervna

Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 5 Body
Maximum bodu 7 5 6 7 5 30
Ziskané body

1. Uvazujte tenkou desku K popsanou jako
K:={(z,y) eR*} 2>0, 2°+9y><9}.
Plo$nd hustota této desky je o(z) := (1 + Az) kg- m~2, kde A > 0 je parametr.

Reseni:

Mnozinu K muzeme ekvivalentné popsat jako

x? 22
K =4 (xy) €R% 2 €(0.3), —\/1- 5 <y<y/1-5 .

Pokud ozna¢ime f(x) := /1 — %, glx) := —/1— 9”9—2, tak muzeme pouzit vzorce pro
vypocet hmotnosti M a tézisté T' = [Ty, Ty, kde

3
M= / o(@)(f(x) — g(a)) da,
Jo wo(x)(f(x) — g(x)) dz

T, = i 7
T LIS o(@)(f2(x) — ¢3(x)) da

Posledn{ integral je diky symetrii roven nule (coz napovida i intuice a symetrie K).
Dosazenim za funkce f, g, 0 pak ziskdame

3 2
M:/ 2(1+ Az)4/1 — — dx,
0 9
. _f032(x+Am2)\/1—%2dm

M )

T, = 0.

Pfi vypoctu obou integrala pouzijeme substituci x = 3sint, kterd prosté a na zobrazuje
(0,%) na (0,3). Navic plati dz = 3costdt. A mame tedy

3 2 us
M:/ 2(1+Ax)\/1—%dx:6/2(1+3Asint)\/1—sin2tcostdt
0 0

3 3
= / 6cos®t + 18Asintcos® tdt = / 3cos(2t) + 3 + 18Asint cos? t dt
0 0

jus
2

= {3 SH;(%) + 3t — 6A cos® t] = 3m +6A = LT +44) .

0 2 2
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Obdobné postupujem pro T,

, 2w+ Aa?)1-Fde gy F
M

* M

0

z 3A
/ sint cos? t + ?(1 — cos(4t))dt
0

M
7& 1+3A7T B 1 4+9A7r
T M\3 ' 16 )] w444 4

(sint + 3Asin®t) cos? tdt

18

M

_cos3t . 37At
3 8

18 (2 18 (2 34
— / sintcos?t + 3Asin® t cos® tdt = i / sint cos® t + e sin?(2t)dt
0 0

34 H
- 3—2$1n(4t)) )
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[5] 2. Bud a € R. Uvazujte fadu

o

nij:l <n12>n

Pro kterd a rada konverguje/diverguje?

Reseni:
Nejdiive muzeme ovérit nutnou podminku konvergence. Standardnim vypoctem ziskdame

=%

n
n . oY n B a 2
lim ( 2> :ehmnﬂmn ln(m) :ellmn*,oon ln(l—m)
n—oo \ 1+
0 pro a > 1,
—l 2n% _
= ¢ liMnooo 385 = { o2 proa=1,

1 pro o < 1.

Rada tedy urcité nekonverguje pro o < 1. Pro a > 1 muzZeme zkusit odmocninové
kritérium, které vede k podobné limité jako vyse.

" ne 1 " ! - )
lim (( ) ) = lim ( > — Elimn oo n®” In(+25)
n—o00 n+2 n—oco \ 1+ 2

0 pro a > 2,

H a—1 2 . 2na—1
_ ehmnqoo n ln(l— n+2) — e~ limy, 00 e — 6_2 pro a = 2,

1 pro o < 2.

Pouzitim odmocninového kritéria tedy vidime, ze fada konverguje pro o > 2. Uz vime, ze
fada nekonverguje pro o < 1 a zbyvd tedy vyfFesit piipad « € (1,2). Zkusime srovndvac{

kritérium a pouzijeme srovndni s fadou %, ktera konverguje. Spo¢téme limitu

a

n
n
(n+2) _ elimnﬁm(no‘ ln(7L12)+21n n)

lim T
n—o0 -
n

2
In(1-—2_
. —1 +2 1
— lim,, o0 2% ks (7 5 ) -2
n+2 — 0
)

=€

kde posledni limita je dusledkem faktu, ze a > 1. Muzeme tedy pouzit limitni srovnavaci
kritérium a ziskdme konvergenci pro o > 1.




NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 3. Cervna

[6] 3. Naleznéte vsechna Feseni tlohy

y' =3y +2y=¢",  y(0)=1y(0)=0.

Reseni:
Nejprve vyfesime piislusnou homogenni rovnici:
y" — 3y +2y=0.

Charakteristicky polynom je tvaru P()) := A? — 3\ + 2. Kofeny polynomu jsou A\; = 1
a Ag = 2. Obecné feSeni homogenni rovnice je tedy:

yp(x) = Cre® + Cye?®

Nyni najdeme partikuldrni fesSeni. Prava strana ma& specidlni tvar e®, coz je také reseni
homogenni rovnice. Proto tedy hleddme partikuldrni feseni ve tvaru

yp(x) = Aze®.
Dosadime do rovnice, abychom urécili A. Pro derivace mame
y, = A(e® +we®) = Ae®(1 + ), y, = A(e® +e” +xe”) = Ae”(2 + ).
Potom tedy ziskdme

e’ =y, — 3y, +2yp = Ae”(2 + ) — 3Ae”(1 + x) + 2Aze”
=Ae” (24 x) —3(1 + ) + 22) = —Ae”.
A tedy A =1 a partikularni feSeni je
yp(x) = —xe®
a obecné feseni ma tvar

y(x) = yn(x) + yp(z) = Cie® + Che®® — ze®.

Zbyva urcit konstanty C7 a Cs. Dosadime pocateéni podminky. Nejdiive pro y
y(0)=C14+C,—0=0 = C1+Cy=0.

a poté i pro derivaci

Y (x) = C1e"+2C5e* —(e"+ae”) = 0=y'(0) = C1+20,—-1=0 = C1+2C, = 1.

Resenim soustavy je C; = —1 a Cy = 1 a findlni feenf m4 tedy tvar

y(x) = —e® 4 * — ze” |,
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[7] 4. Uvazujte funkee f, g1, g2 : R — R zadané jako
f(z,y,2) = zyz, a(z,y,2) =c+y+2z—3, golz,y,2) =22 +y* + 22 -9
a mnozinu K definovanou jako
K = {(x,y,2) € R% gi(x,y,2) =0, ga(w,y,2) = 0}.
Pokud existuji, urcete

m:= min T,Y, 2 a M := max T,Y,2).
i f(9,2) o max  flz,y,2)

Reseni:

MnozZina K je primik sféry a roviny, coz je kompaktni mnoZina (neprazdnd, nebot napf.
bod (3,0,0) € K). Funkce f je spojitéd a tedy musi na K nabyvat minima i maxima. Body
podezielé z extrému najdeme pomoci metody Lagrangeovych multiplikdtoru. Definujeme
Lagrangeovu funkci

»C(l’,y,Z,A,/J,) = f(xayaz) - )\191(1'73/,2) - A292(1'7243’2)'

Funkce f muze nabyvat extrémy pouze v bodech, kde je gradient Lagrangeovy funkce
nulovy nebo matice gradientu vazeb g3 nebo g, nemd hodnost dva. Navic museji byt
splnény vazebni podminky. Pro gradienty vazeb mame

Vg =(1,1,1) a Vgo =2(x,y, 2)
a tedy matice gradientu vazeb ma tvar
( 1 1 1 )
20 2y 2y
kterd nema hodnost dva pouze v bodech, kde x = y = z. Tyto body vSak nepatii do

mnoziny K. Muzeme se tedy soustfedit na nulové body gradientu L, coz spole¢né s
vazebnimi podminkami vede k systému rovnic

oL
%:yz—/\l—%\gx:O (1)
%zmz—)\l—%\gy:o (2)

oL
azxy—)\l—w\gzzo (3)
r+y+2z-3=0 4)
24y +22-9=0 (5)

Hleddme tedy (z,y, 2, A1, A2) spliujici systém (1)—(5). Odecteme (2) od (1) a ziskdme

(y—z)(z+2X2)=0 = y==zneboz=—-2\.
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Analogicky odeétenim (3) od (2) a odectenim (3) od (1)
z=y)(r+2X)=0 — z =y nebo x = —2\
(z—z)(y+2X) =0 = z=2xmneboy= -2\

Postupné budeme hledat feseni. Jako prvni se nabiz{ moznost = y = z. Z (4)—(5) plyne
3z —3=0, 322 =9.

Resen{ tedy neexistuje a pfipad z = y = z nelze uvazovat.

Piedpokladejme x = y # z: Potom z rovnice (4) ziskdme 22+ 2 =3 — 2z =3—2z.
Dosazenim do (5) dostaneme

w2+ 2?4+ (3-22)2=9
62° — 12z =0
Méme tedy dveé feseni z = 0 a & = 2. Zpétnym dosazenim do (1)—(5) obdrzime fesent:

x=0, y=0, z=3, A\ =0, A=0
37:2, y:2, Z:—l, )\122, )\2:—1

a ziskdme podezrelé body [0, 0, 3], [2, 2, —1]. Diky symetrii lehce zjistime, Ze ostatni body
jsou [0,3,0], [2,—1,2], [3,0,0], [-1,2,2]. Dosazenim ziskdme funkéni hodnoty

£(0,0,3) = f(3,0,0) = f(0,3,0) = 0
£(2,2,-1) = f(2,-1,2) = f(~1,2,2) = —4.

Minimum je tedy m = —4 a maximum M = 0. Obou hodnot se nabyva ve vyse uve-
denych bodech.
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5. Méjme dvé funkce ¢tyl proménnych:
Fi(z,y,u,v) = e + 0>+ 22—y — 2, Fy(x,y,u,v) = arctanu + vay.
Dokazte, ze vazby Fy = 0, F» = 0 jednozna¢né definuji hladké funkce u(x,y), v(x,y) de-

finované v okol{ bodu (0,

derivace & 2u v dv y 1o

Bz’ dy’ dx’ Dy (O 0)

0), které tyto rovnice implicitné splnuji. Déle vypoctéte parcidlnf

Reseni:
jediné feseni a to u = 0 a v = 1. Déle ur¢ime Jacobiho matici derivaci
on  oF ev  3? 1 3
(% #)-(x% %)), 00
(6u2 B Traz LY Lo

Determinant matice J spliuje

(0,0,0,1)

det J = —3 # 0.

Diky tomu lze v okoli bodu (0,0) vyjadrit u(z,y),
(protoze Fy i F» jsou hladké funkce).

Vyjadifme parcidlni derivace funkei u a v bodé (0,0). Protoze u a v splauji
@) Ll y) + 20—y —2=0, arctan u(x,y) + xyv(z,y) =0,

muzeme je zderivovat podle z a podle y a ziskdme

e(®:y) 8u((;; y) + 3v (x Y) 81}5,;; y) +2=0,
1+u;(a: m gE’ )+yv(x y)Jrﬂcy(9 (; 1) =0,
g u;(x,y) 8ugZ Y + zv(z,y) eryw 0.

Dosadime bod (0,0) a zaroven i hodnoty «(0,0) =0 a v(0,0) = 1 a ziskdme

0u(0,0) 81}(0 0) 0u(0,0)
2 fd —_—
Oz 3 Ox + 0 Oz 0
0u(0,0) +35‘v(0,0) 1—o, 0u(0,0) _0
Ay Ay Ay
Uvedené soustavy rovnic lze snado vyfesit a feSenim je
0u(0,0) ou(0,0) 0 v(0,0) 2 0v(0,0) 1
or oy or 3 dy 3

Nejdifve uréime potencidlni hodnoty u(0,0) a v(0,0). Dosazenim do F} a F» ziskdme

v(z,y) implicitné jako hladké funkce




