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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 5 Body
Maximum bodu 4 7 8 5 6 30

Ziskané body

1. Spoctéte délku astroidy, tj. kiivky, kterd je popsana jako

2 2
{(w,y) €ER? a5 +ys = 1}-
Miuzete uvazovat parametrizaci

z(t) =sin’t, y(t) =cos’t, te[0,2m).

Reseni:

Diky symetrii, staci spoc¢itat délku kiivky
-3 3 ™
z(t) =sin’t, y(t) =cos’t, te€ [O, 5] .

Vyslednd délka je pak ¢tyinasobek.

Pouzijeme vzorec pro délku kiivky a ziskame:

z
I - 4/ V@ ) + (1) dt.
0
Spocteme derivace:
x'(t) = 3sin’ t cos t, y'(t) = —3cos? tsint.

Dosadime:

£l E
L= 4/ \/(SSir127fcost)2 + (—3cos?tsint)? dt = 12/ \/sin2t0052 t(sin® ¢ + cos? t) dt
0 0

= 12/ sintcostdt:G/ (sin®¢t)' dt = [6sin*t]? = 6.
0 0

w3

Délka ktivky je L = 6.
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[7] 2. Reste tlohu

1
y' ( 5+ 3y2x2> +22(y° +1) =0,
cos?y

y(0) =0.
Rozhodnéte, zda feSeni existuje na celém R, ¢i jen na okoli bodu x = 0, a zda je nalezené
feSeni jediné. Reseni staci uvést v implicitni formé.

Népoveéda: Zkuste hledat feSeni ve tvaru totdlniho diferencidlu.

Reseni:

Oznacme

1
M(z,y) == ( — + 3y2x2> :
cos? y
N(z,y) = 2z(y’ +1).

Muzeme zkusit napiimo fesit ulohu jako problém ve tvaru totdlniho diferencidlu. Tzn.
pokusit se najit F : R? — R spliujici

OF(z,y) _ OF(z,y) _

Aby takovy potencidl existoval musi platit 9, M = 9, N. Vypoctem zjistime

OM (z,y)
ox

2 8N(x, y)

=6 2
LY, By

= 6xy”.

Potiebna rovnost tedy plati a pokusime se najit potencial. Nejdiive muzeme vyintegrovat
N podle x. Mdme

Fla,y) = / Nz y) dz + Cly) = / 20(y* + 1) dz + COy) = 225 + 1) + C(y).

Nyni zderivujeme podle y abychom ziskali podminku na C.

1 OF (z,y)
3y*a® | =M = % =322y + C'(y).
<cos2y +3y°x ) (z,9) oy z7y” +C'(y)
Dostavame tedy rovnici
C'(y) = ! = C(y) =tany + K
Y= oy y) = tany + K.

Protoze vysledny potencidl musi byt definovan na okoli bodu (z,y) = (0, 0) je tedy tvaru
F(z,y) = 2*(y® + 1) + tany + K.

Aby platilo, ze F(0,0) = 0 volime K = 0. Protoze M (0,0) = 1 # 0, vime, ze uvedeny
potencidl ndm d4va implicitn{ fesen{ ptvodn{ tilohy na okoli U(0) a to ve formé

22(y> +1) + tany = 0. &)




NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 27. kvétna

Reseni je ale jednoznacné definované na celém R. Nejdiive je z rovnice zfejmé, ze je ve
tvaru

y = F(z,y)

kde F m4 spojité derivace v kazdém bodé. Kazdym bodem (zg,yo) tedy prochdzi prave
jedno feseni. Fakt, ze naSe FeSen{ je definované na celém R plyne z (€). Funkce y musi byt
nutné zéporna. A y # —1 pro kazdé x (jinak by nastal spor) a tedy vime, ze y(z) € (—1,0]
a funkce je definovana na celém R.

0.5F

Obréazek 1: Graf funkce y



NOFY152, 2024-2025 Pocetni ¢ast 27. kvétna

[8] 3. Bud a,3 € R. Uvazujte fadu
S (=) (Va2 - vn)" P (n).
n=1

Pro kterd (a, 8) fada konverguje, konverguje absolutné, nekonverguje?

Reseni:
Ozna¢me a,, := (Vn+2 — \/ﬁ)a In” n a vySetiujeme tedy fadu >0 (=1)"a,. Snadnym
vypoCtem muZzeme upravit a ziskdme

241" n

(VT 2+ V)"

Aby tada mohla konvergovat, musi byt splnéna nutnd podminka konvergence, coz je

ap =

lim a, = 0.
n— o0

Ta je spliiena v piipadé kdy o > 0 a S libovolné, nebo v piipadé kdy a =0 a 8 < 0. V
opacnych pripadech tedy fada nekoverguje.

Dsle budeme zkoumat absolutni konvergenci. Definujme b, := n~2 In’ n pro n > 2.
Jednoduchy vypocet dava

lim 9% =1

n—oo b

Z limitniho srovndvactho kritéria tedy ziskdme, ze fada Y a, konverguje pravé tehdy,
kdyz konverguje fada > b,. Druhd fada pak pati{ ke standardnim a vime, ze konverguje

pravé tehdy, kdyz

coZ jsou také podminky pro absolutni konvergneci puvodni fady.

Kone¢né budeme zkoumat konvergenci neabsolutn{ a zbyvé vyfesit ptipad kdy « € (0, 2]
af € Rneboa=0a g <0. Vtéchto pripadech vime, ze a,, — 0. Pokud navic ukdzeme,
ze od jistého ng jde o konvergenci monoténni, pak muzeme pouzit Leibnitzova kritéria
a ziskat neabsolutni konvergenci. K tomu staci ukédzat, ze funkce

n® z
(Vrrz+ o)

je nerostouci na néjakém intervalu (zg,00), popf. ukdzat, ze f/'(z) < 0 na tom samém
intervalu. Jednoduchy vypocet dava

fz) =

F(z) = nf!z 95 — azlnzx ( 1 +1>
20 (Vat2+vm)" (Ve+2+vx) \Vz+2  Vz

< 1tz 25— axlnz ( 1 N 1 )
T2 (Vo 2+ va)© (Vet2+vVe+2) \Vz+2 Vrt2

B 1 (25 axlna:)
2z (Vo 2+ ya)" 2 +2 )"
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Z posledniho ¢lenu je vidét, ze pro a = 0 je funkce klesajici pro f < 0. Pro a > 0, je
pak vidét, ze urcité existuje xg > 0 (v zdvislosti na «, 8) takovy, ze pro kazdé x > x

x
26 —al <0.
(6 anxx+2>_

Funkce f je tedy nerostouci od x¢ a ditkaz je hotov.
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[5] 4. Uvazujte funkci
fla,y) = (@ —yh)e ™ ¥
definovanou na R2. Najdéte vsechny lokalni i globalni extrémy.

Reseni:
Funkce f je hladka. Navic je evidentné plati, ze

lim  f(z,y) =0.

[(z,y)|—o0
Navic funkce méni v okoli bodu (0,0) znaménko. Bude tedy mit globdlni extrémy.
Spoctéme nejdiive prvni a druhé derivace:

Parcialni derivace prvniho fadu:

af 22
2L 9TV (1 — 2 4
o xe (1—z*+y%)
0
67]; = —2ye "V (@® —yt + 27)
Druhé parcialni derivace:
82
871:]; =2(1-52° +y* + 22" — 22%y*) e~V
82
of = —2 (2 + 6y — 9y" — 227y + 2¢°) e""”z’yz,
Oy?
82f 2 2 4 2 2
2 gy (-1 2% — yt) e V.
920y vy (—1+2°+2y° —y')e

Nyni nalezneme body podezielé z extrému. Polozime tedy parcidlni derivace rovny nule.
Protoze exponencidla je vzdy kladnd, potFebujeme najit body (x,y) tak, aby

z(1—-2>+y") =0 = 2=0nebo1—2*+y*=0
y(@® —y*+2y") =0 = y=0neboz® —y* +24° =0

Resenim této soustavy rovnic dostaneme staciondrni body: (0,0), (0,v/2), (0,-v2),
(1,0), (—1,0). Dosazenim do funkce f ziskdme

£(0,0) =0, f(0,£v2) = —4e72, f(+1,0)=e"".

V bodech (£1,0) mé tedy funkce globalni maximum. V bodech (0,4+/2) mé funkce
globéln{ minimum. Zbyva jesté diskutovat bod (0,0). Pokud vyéislime Hessovu matici,

ziskame
2 0
H(0,0) = (O O)

coz je matice pozitivné semidefinitni a tedy o extrému takto nelze rozhodnout. Nicméné
je snadné ovérit, ze pro kazdé x,y # 0 plati

f(0,y) <0 = f(0,0) =0 < f(x,0)

a bod (0,0) tedy nemuze byt bodem lokélntho minima.
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[6] 5. Bud a € R a uvazujte funkci f : R3 — R definovanou predpisem

a 1
(xQ —+ y4 + ,2’6) Sin (W> pro (x,y, Z) 7& (0,0, 0)

0 pro (z,y,z) = (0,0,0).

flx,y,2) =

Urcete, pro kterd « plati jednotliva tvrzeni:
e f je spojitd na R3
e f ma v kazdém bodé prvni parcidlni derivace
o fECHR?)

e f méa v kazdém bodé totdlni diferencidl

Reseni:
Funkce f je evidentné hladkd na celém R?\ (0,0,0) pro libovolné a € R. Staéi tedy
diskutovat jeji chovani na okoli pocatku.

Nejdiive ovéfime spojitost. Evidentné pro a < 0 neexistuje

f(z,y,2).

lim
(,9,2)—(0,0,0)
Na druhou stranu pro a > 0 a pro (z,y, 2) € B1(0) plati
[f(z,y.2)| < (@ +y* +2%)* =0 pro (z,9,2) 0.

Pro a > 0 je tedy funkce spojita.

Nyni se budeme vénovat parcidlnim derivacim v mimo bod (0, 0,0). Ziskdvdame

2 4 6\ 1
L PR U S S Wl B M G,
Ox o Y 2 4 y2 + 22 (22 4 y? + 22)?
2 4
) 1 2y(z? + y* + 29) cos( - 2—2)
M — 4ay3(x2 + y4 + Z6)a—1 sin . +y +
0y z? +y? + 27 (22 +y% + 22)2
2 o |
M = 62z’ (2% + y* + 2%)* 'sin 1 — 222 +y' + ) cos ””2“/2**2)
82’ I2 _|_y2 _|_22 ($2 _|_y2 _|_22)2

Jesté vycislime derivace v bodé (0,0, 0). Z definice ziskdme

_ AV 2
9f(0,0,0) _ lim f(2,0,0) = £(,0,0) _ lim («7)? sin(l/a7) = 0 pokud a > 17
ax 2—0 T x—0 X 2
_ A\ o3 2
O10.0.0) _ yyy 10.9:0) = 10.0.0) _ yyy WHTSMAV) _ g pijeng o> L,
y y—0 Yy y=0 Y N
_ 6\ o3 2
0£(0,0,0) _ . f(0,0,2) = £(0,0,0) _ . (e%)*sin(1/a%) _ pokud o > =
az 20 z z—0 z 6

Funkce f mé tedy derivaci v kazdém bodé pouze pokud o > %
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Pokud budeme zkoumat spojitost derivaci, tak potfebujeme najit a takova, aby platilo

i Yy o Oflwye) o Ofl@ye)
(z,y,2)—(0,0,0) ox (z,y,2)—(0,0,0) dy (z,y,2)—(0,0,0) 0z

Snadnym vypoétem lze zjistit, ze tyto limity plati pouze pokud o > 3. Pro tato a je

2
tedy funkce f € CH(R?).

Nakonec diskutujeme existenci tottdlntho diferencidlu. Mimo bod (0,0, 0) existuje diky
spojitosti parcialnich derivaci. Pokud a > % jsou parcilni derivace spojité i v bodé
(0,0,0) a tedy existuje i totaln{ diferencidl. Ukdzeme ale, Ze totdlni diferencidl existuje
v bodé (0,0,0) i pokud o > % Protoze parcidlni derivace v (0,0, 0) jsou nulové, i totalni
diferencidl L, pokud existuje, musi byt nulovy. Potfebujeme tedy ovéfit, zda

f(l',y,Z) — f(0,0,0) — L(x,y,z)

N

(2% + y* + 2%)*sin (7I2+7}2+ >
0= lim = lim -
(,y,2)—(0,0,0) |(z,y,2)| (,,2)—0 Va2 +y? + 22

Jednoduchym odhadem mame pro kazdy (z,y, z) € B1(0)

(x2 + y4 + 26)0‘ sin (m) _ (1’2 + y2 + ZQ)a

/.T2+y2+22 - /Jf2+y2+22

a dukaz je hotov.

1
—0 pokudoz>§




