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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Př́ıklad 1 2 3 4 Body

Maximum bod̊u 5 5 10 10 30

Źıskané body

1.[5] Najdětě všechna a ∈ R, pro která plat́ı, že

2 < lim
n→∞

(
cos2 1

n

cos 2
n

)na

< 3.

Řešeńı:

V zadáńı úlohy je implicitně předpoklád́ıno, že limita existuje a také, že splňuje dvě
nerovnosti. Protože exponenciála je spojitá funkce, v́ıme, že můžeme použ́ıt větu o sub-
stituci a dostáváme
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n→∞
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= e
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.

Pokud označ́ıme

L := lim
n→∞

na ln

(
cos2 1

n

cos 2
n

)
a předpokládáme, že limita existuje, zadáńı úlohy pak bude vyžadovat, aby platilo

ln 2 < L < ln 3. (1)

Po standardńı úpravě dostaneme, že
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kde jsme vyulžili větu o limitě součinu, větu o substituci a znalost limity

lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1.

Pomoćı věty o limitě součinu a věty o limitě složené funkce a za použit́ı limity limx→0 cosx =
1 dostáváme
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Požit́ım vzorce pro cosinus cos(2x) = cos2 x− sin2 x, zjist́ıme, že

cos2
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n
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n
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1
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a tedy
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na

n2

sin2 1
n(

1
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)2
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n→∞

na

n2
=


∞ pro a > 2,

1 pro a = 2,

0 pro a < 2,

kde jsem opět použili věty o limitě součinu, složené funkce a znalost limity

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Konečně, protože v́ıme, že 0 < ln 2 < 1 a 1 < ln 3 < ∞, jediné možné a, které splňuje
zadáńı úlohy je

a = 2.
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2.[5] Bud’ A,B,C,D ∈ R a bud’ funkce f definovaná na R jako

f(x) :=


0 pro x < 0,

Ax3 +Bx2 + Cx+D prox ∈ [0, 1],

2x pro x > 1.

Určete postupě všechna A,B,C,D pro která

a) existuje Rieman̊uv integrál ∫ 2

−2

f(x) dx;

b) je funkce f spojitá na R;
c) je funkce f konvexńı na R;
d) je funkce f spojitě diferencovatelná na R;
e) existuje druhá derivace f na R.

Řešeńı:

a) Rieman̊uv integrál na omezeném intervalu existuje po částech spojité funkce (funkce,
které jsou spojité až na konečný počet bod̊u, které maj́ı jednostranné limity v každém
bodě). Bez ohledu na volbu A,B,C,D bude funkce f po částech spojitá a Rieman̊uv
integrál bude existovat.

b), d), e) Funkce f je nekonečně diferencovatelná na (−∞, 0), na (0, 1) a na (1,∞). K
ověřeńı spojitosti stač́ı ověřit, že jednostranné limity vodech 0 a 1 jso stejné. Obdobně k
ověřeńı existenćı prvńı derivace stač́ı to samé ověřit pro f ′ a konečně k existenci druhých
derivaćı stač́ı ověřit rovnost jednostranných limit pro f ′′. Spočteme tedy nejprve limity
pro f :

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

Ax3 +Bx2 + Cx+D = D,

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

2x = 2,

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

Ax3 +Bx2 + Cx+D = A+B + C +D.

Porovnáńım limit v bodech 0 a 1 tedy zjist́ıme, že aby funkce byla spojitá, muśı platit:

D = 0 A+B + C = 2.

Pro ověřeńı existence a spojitosti f ′ spočteme následuj́ıćı jednostranné limity:

lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

0 = 0,

lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

3Ax2 + 2Bx+ C = C,

lim
x→1+

f ′(x) = lim
x→1+

2 = 2,

lim
x→1−

f ′(x) = lim
x→1−

3Ax2 + 2Bx+ C = 3A+ 2B + C.
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Aby tedy byla f ′ spojitá na (0,∞) muśı být funkce spojitá a tedy z prvńıho kroku máme

D = 0 A+B + C = 2.

Nav́ıc nyńı ale muśıme požadovat aby

C = 0 3A+ 2B + C = 2.

Tyto čtyři podmı́nky dávaj́ı následuj́ıćı omezeńı pro spojitost f ′ na (−∞,∞):

D = 0 C = 0 B = 4 A = −2 .

Konečně se budeme věnovat spojitosti druhých derivaćı. Aby v̊ubec existovaly, muśı
platit výše uvedené rovnosti. Aby byly spojité druhé derivace v bodě 0, muśı nutně být
stejné následuj́ıćı jednostranné limity:

lim
x→0−

f ′′(x) = lim
x→0−

0 = 0,

lim
x→0+

f ′′(x) = lim
x→0+

6Ax+ 2B = 2B = 8,

kde posledńı rovnost plat́ı d́ıky omezeńı na B z předchoźıho kroku. Zřejmě 0 ̸= 8 a
funkce f nemá druhou derivaci na (−∞,∞) pro žádnou volbu A,B,C,D.

c) Aby funkce f byla konvexńı, muśı být nutně spojitá (a tedy D = 0 a A+B + C = 2 )
a muśı být nutně konvexńı na každém intervalu. A tedy na každém intervalu, kde existuje
f ′′ muśı platit f ′′ ≥ 0. Protože

f ′′(x) =


0 pro x ∈ (−∞, 0),

6Ax+ 2B pro x ∈ (0, 1),

0 pro x ∈ (1,∞).

Na intervalech (−∞, 0) a (1,∞) je funkce evidentně konvexńı. Aby byla konvexńı i na
(0, 1) muśı platit 6A+ 2B ≥ 0 pro x ∈ (0, 1), což je ekvivalentńı podmı́nkám

B ≥ 0 3A+B ≥ 0. (2)

Toto jsou podmı́nky na jednotlivých intervalech. Aby byla funkce konvexńı na celém
(−∞,∞) muśı k výše uvedenému splňovat

lim
x→0−

f ′(x) ≤ lim
x→0+

f ′(x),

lim
x→1−

f ′(x) ≤ lim
x→1+

f ′(x).

Výše uvedené nerovnosti jsou v našem př́ıpadě ekvivalentńı (vužit́ım C = 2−A−B)

0 ≤ C =⇒ A+B ≤ 2,

3A+ 2B + C ≤ 2 =⇒ 2A+B ≤ 0.
(3)

Kombinaćı (2) a (3) źıskáme

2A+B ≤ 0

3A+B ≥ 0

}
=⇒ A ≥ 0, B ≤ 0

(2)
=⇒ B = 0

(3)
=⇒ A = 0 =⇒ C = 2.
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Vid́ımı́me, že jediná možnost, jak zvolit funkci f na (0, 1) tak, aby byla konvexńı, je

f(x) = 2x.

c) Důkaz lze vést i jinak a to př́ımo z definice konvexity. Pro λ ∈ (0, 1) muśı platit

f(λ) = f(0 · (1− λ) + 1 · λ) ≤ (1− λ)f(0) + λf(1) = 2λ.

a tedy f(x) ≤ 2x pro x ∈ (0, 1). Předpokládejme nyńı, že existuje y ∈ (0, 1) takové, že
f(y) < 2y. Definujme

z := 2− y > 1

a z předpokladu konvexity a faktu, že f(z) = 2z, dostaneme

2 = f(1) = f(
1

2
y +

1

2
z) ≤ 1

2
f(y) +

1

2
f(z) =

1

2
f(y) + z < y + z = 2.

Dostáváme tedy spor 2 < 2. Nutně tedy f(x) = 2x na (0, 1).
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3.[10] Na intervalu (0, 3π) najděte primitivńı funkci∫
sinx+ 1

2 + cosx
dx

Řešeńı:

Vid́ıme, že integrand je spojitá funkce a tedy na celém intervalu bude existovat primi-
tivńı funkce. Intergál rozděĺıme na dvě části

I =

∫
sinx+ 1

2 + cosx
dx =

∫
sinx

2 + cosx
dx+

∫
1

2 + cosx
dx =: I1 + I2.

Pro intgrál I1 použijeme substituci y = cosx a dy = − sinxdx a máme

I1 = −
∫

− sinx dx

2 + cosx
= −

∫
dy

2 + y
= − ln |2 + y|+ C = − ln(2 + cosx) + C

Pro intgrál I2 použijeme standardńı substituci

y = tg
x

2
, cosx =

1− y2

y2 + 1
, dx =

2 dy

y2 + 1
,

kterou můžeme použ́ıt postupně na intervalech (0, π) a (π, 3π). Dostaneme

I2 =

∫
1

2 + cosx
dx

y=tg x
2=

∫
2 dy

(y2 + 1)
(
2 + 1−y2

y2+1

) =

∫
2 dy

y2 + 3
=

2

3

∫
dy(

y√
3

)2

+ 1

z=y/
√
3, dy=

√
3dz

=
2√
3

∫
dz

z2 + 1
=

2√
3
arctg z =

2√
3
arctg

(
y√
3

)
=

2√
3
arctg

(
tg x

2√
3

)
I2 je určeno až na konstantu, nav́ıc je výpočet platný pouye na intervalech (0, π) a
(π, 3π). Funkci je tedy nunté vhodně nalepit. Uvažujme tedy

I2(x) =


2√
3
arctg

(
tg x

2√
3

)
x ∈ (0, π),

2√
3
arctg

(
tg x

2√
3

)
+K x ∈ (π, 3π).

Je potřeba zvolit K tak, aby limx→π− I2(x) = limx→π+ I2(x). Protože

lim
x→π−

I2(x) =
π√
3
, lim

x→π+

I2(x) = − π√
3
+K,

víıme, že K = 2π√
3
. Výsledná primitivńı funkce tedy je

I(x) = − ln(2 + cosx) + C +



2√
3
arctg

(
tg x

2√
3

)
x ∈ (0, π),

2√
3
arctg

(
tg x

2√
3

)
+

2π√
3

x ∈ (π, 3π),

π√
3

x = π.
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4.[10] Vyšetřete pr̊uběh funkce (definičńı obor Df , intervaly spojitosti, limity v krajńıch bodech Df , pr̊useč́ıky

s osami, intervaly monotónie, lokálńı a globálńı extrémy, obor hodnot f , limity derivaćı v krajńıch bodech

Df , intervaly konvexity/konkávity funkce f , inflexńı body, asymptoty, detailńı graf)

f(x) := ln |x2 − 3x+ 2|.

Řešeńı:

Definičńı obor logaritmu jsou kladná č́ısla, stač́ı tedy ověřit, aby platilo

|x2 − 3x+ 2| > 0 ⇔ x ̸= 1, x ̸= 2.

Máme tedy Df = R \ {1, 2}. Logartimus, polynom i absolutńı hodnota jsou spojité
funkce, proto dostáváme, že f ∈ C(Df ). Pro limity v krajńıch bodech definičńıho oboru
dostáváme dle věty o liitě složené funkce

lim
x→±∞

f(x) = lim
y→∞

ln y = ∞,

lim
x→1

f(x) = lim
y→0+

ln y = −∞,

lim
x→2

f(x) = lim
y→0+

ln y = −∞.

Ihned vid́ıme, že funkce nemá globálńı extrém.

Spočteme prvńı a druhou derivaci funkce f na Df :

f ′(x) =
2x− 3

x2 − 3x+ 2
=

2x− 3

(x− 1)(x− 2)
,

f ′′(x) =
2(x2 − 3x+ 2)− (2x− 3)2

(x2 − 3x+ 2)2
= − (2x− 3)2 + 1

2(x2 − 3x+ 2)2

Vid́ıme, že

f ′(x) < 0 na (−∞, 1) ∪ (
3

2
, 2),

f ′(x) > 0 na (1,
3

2
) ∪ (2,∞),

f ′(x) = 0 pro x =
3

2
,

f ′′(x) < 0 na (−∞, 1) ∪ (1,
3

2
) ∪ (

3

2
, 2) ∪ (2,∞).

Funkce je tedy rostoućı na intervalech (1, 3
2 ) a (2,∞), klesaj́ıćı na intervalech (−∞, 1) a

( 32 , 2). Na každém z interval̊u je konkávńı (pozor neńı konkávńı na celém Df !). V bodě
x = 3

2 má funkce lokálńı maximum a to f(3/2) = − ln 4. Nyńı už je také zřejmé, že obor
hodnot Hf = R. K pečlivému nákresu obrázku ještě spoč́ıtáme limity derivaćı v krajńıch
bodech definičńıho oboru

lim
x→±∞

f ′(x) = 0,

lim
x→1−

f ′(x) = −∞,

lim
x→1+

f ′(x) = ∞,

lim
x→2−

f ′(x) = −∞,

lim
x→2+

f ′(x) = ∞.
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V ±∞ funkce nemá asymptoty a v bodech 1 a 2 jsou asymptoty př́ımky dané jako x = 1
a x = 2. Inflexńı body funkce nemá. Pr̊useč́ık s osou y je bod f(0) = ln 2. Pr̊useč́ıky s
osou x zjist́ıme vyřešeńım úlohy 0 = f(x), což má dvě řešeńı x = (3±

√
5)/2.

1
3

2
2

log(2)

-log(4)

Obrázek 1: Graf funkce f


