NOFY151, 2024-2025 Pocetni ¢ast 1. fijna - vzorova pisemka

Kazdy krok musi byt podrobné zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment:

Cvicici:
Priklad 1 2 3 4 Body
Maximum bodu 5 5 10 10 30
Ziskané body

1. Najdété vsechna a € R, pro ktera plati, ze

21\ "
) cos® =
2 < lim 5" < 3.
n—o0 \ oS =

ResSeni:

V zadéani tlohy je implicitné predpokladino, ze limita existuje a také, ze spliuje dveé
nerovnosti. Protoze exponencidla je spojita funkce, vime, ze muzeme pouzit vétu o sub-

stituci a dostavame
n® 2 1
. COS2 % limy, 0o 1% ln<Lb 4 >
lim 5 =e cos o )

Pokud oznac¢ime
. cos? +
L:= lim n“In | —4*
n—00 cos =
a predpokladame, ze limita existuje, zadani ilohy pak bude vyzadovat, aby platilo

In2<L<In3. (1)

Po standardni upravé dostaneme, ze

cos? 1 cos? 1 In <1 + (C:;:%% - 1))
Lzlimn“ln( 2”>zlim n“( ”—1) -

n—00 CcOoSs = cos? % -1
n 2
cos =

kde jsme vyulzili vétu o limité sou¢inu, vétu o substituci a znalost limity

In(1
i 204 Y)
y—0 Yy

=1.
Pomoci véty o limité soucinu a véty o limité slozené funkce a za pouziti limity lim,_,o cos z =
1 dostavame

a 21 _ 2 3 a 21 _ 2
I — lim n (cos = cosn) im0 m (cos = cosn) _ lim na< 51 2)

3 = COS™ — — COS —
n—o00 (o)) = n n

lim,,_, o COs % n—»o0
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Pozitim vzorce pro cosinus cos(2x) = cos? z — sin® z, zjistime, Ze
1 2 1 1 .91 .91
cos? — — cos — = cos? — — cos? — + sin® — = sin? —
n n n n n n
a tedy
221
. 1 2 . Lol i n% sin® =
L= lim n®(cos’ — —cos— | = lim n%sin® = = lim — 5
n—o00 n n n—o00 n n—oo N2 (l)
n

u o0 proa > 2,

= lim — =41 proa=2,
n—oo N
0 proa< 2,

kde jsem opét pouzili véty o limité soucinu, slozené funkce a znalost limity

. sinx
lim =1.
x—0 X

Konecné, protoze vime, ze 0 < ln2 <1 al < In3 < oo, jediné mozné a, které spliuje

zadani dlohy je
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[5] 2. Bud A,B,C,D € R a bud funkce f definovand na R jako

0 pro x < 0,
f(z) =< Az® + Bx* + Cx + D prox € [0,1],
2x pro x > 1.

Urcete postupé vsechna A, B, C, D pro ktera

/_22 f(z) dzx

a) existuje Riemanuv integrdl

b
¢
d

e

je funkce f spojita na R;
je funkce f konvexni na R;

je funkce f spojité diferencovatelnd na R;

N N

existuje druhd derivace f na R.

Reseni:

a) Riemanuv integrdl na omezeném intervalu existuje po ¢dstech spojité funkce (funkce,
které jsou spojité az na konecny pocet bodu, které maji jednostranné limity v kazdém
bodé). Bez ohledu na volbu A, B,C, D bude funkce f po ¢dstech spojitd a Riemanuv
integrdl bude existovat.

b), d), e) Funkce f je nekone¢né diferencovatelnd na (—o0,0), na (0,1) a na (1,00). K
ovéteni spojitosti staci ovérit, ze jednostranné limity vodech 0 a 1 jso stejné. Obdobné k
ovéien{ existenci prvni derivace staci to samé ovérit pro f’ a konecné k existenci druhych
derivaci sta¢i overit rovnost jednostrannych limit pro f”. Spocteme tedy nejprve limity

pro f:
A S = Jlig 0=0
lim f(z) = hm Az® + B2®* + Cx + D =D,
I*}O+ z—0 +
lim f(z) = lim 2z =2,
1y z—1y
lim f(z) = hm A2+ Ba*+Cx+D=A+B+C+D.

z—1_

Porovnanim limit v bodech 0 a 1 tedy zjistime, ze aby funkce byla spojita, musi platit:

D=0] |A+B+C=2

Pro ovéieni existence a spojitosti f’ spo¢teme ndsledujici jednostranné limity:

lim f'(x) = 1im 0=0,

z—0_

lim f'(z) = lim 342 +2Bx+C = C,

1,")04_ z—0 +

lim f'(x) = lim 2 =2,

12*)14, I*}l+

lim f'(z) = hm 3A2? + 2Bx + C =3A+ 2B + C.

rz—1_ rz—1_
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Aby tedy byla f’ spojitd na (0, co) musi byt funkce spojitéd a tedy z prvnfho kroku mame

D=0] [A+B+C=2]

Navic nyni ale musime pozadovat aby

[C=0] [34+2B+C=2]

Tyto ¢tyfi podminky dévaji nasledujici omezeni pro spojitost f’ na (—oo, 00):

ID=0] |[Cc=0] [B=4] [A=-2]

Konecné se budeme vénovat spojitosti druhych derivaci. Aby vubec existovaly, musi
platit vyse uvedené rovnosti. Aby byly spojité druhé derivace v bodé 0, musi nutné byt
stejné nésledujici jednostranné limity:

lim f’(z) = lim 0=0,
z—0_

x—0_
lim f”(zx) = lim 6Ax +2B =2B = 8§,
I*}(]+ CE*}O+

kde posledni rovnost plati diky omezeni na B z pfedchoziho kroku. Ziejmé 0 # 8 a
funkce f nemd druhou derivaci na (—oo,c0) pro zaddnou volbu A, B, C, D.

¢) Aby funkce f byla konvexni, musi byt nutné spojité (a tedy ’ D=0 a’ A+B+C=2 ‘)
a musi byt nutné konvexni na kazdém intervalu. A tedy na kazdém intervalu, kde existuje
f" musi platit f” > 0. Protoze

0 pro z € (—00,0),
f’(x) = ¢ 6Ax+2B prox € (0,1),
0 pro z € (1, 00).

Na intervalech (—o00,0) a (1,00) je funkce evidentné konvexni. Aby byla konvexn{ i na
(0,1) musi platit 64 4+ 2B > 0 pro = € (0, 1), coz je ekvivalentn{ podminkdm

(B>0| [34+B>0] (2)

Toto jsou podminky na jednotlivych intervalech. Aby byla funkce konvexni na celém
(—00, 00) musi k vyse uvedenému spliovat

Jim f'(x) < T (),

rz—04
lim f'(x) < lim f'(x).
rz—1_ z—14

Vyse uvedené nerovnosti jsou v nasem piipadé ekvivalentni (vuzitim C =2 — A — B)

3
3A+2B+(C <2 = 24+ B<0. ®)

Kombinaci (2) a (3) ziskdme

2A+B<0 (2) (3)
= A>0, B<0 = B=0=—= A=0 = (C=2.
3A+B>0
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Vidimime, Ze jedind moznost, jak zvolit funkci f na (0,1) tak, aby byla konvexni, je
flz) = 2.
¢) Diukaz lze vést i jinak a to pifmo z definice konvexity. Pro A € (0,1) mus{ platit
f)=f0-(1=X2)+1-2) < (1 =X)f(0)+Af(1) =2\
a tedy f(z) < 2z pro x € (0,1). Pfedpoklddejme nyni, zZe existuje y € (0,1) takové, ze

f(y) < 2y. Definujme
z=2—-y>1

a z predpokladu konvexity a faktu, ze f(z) = 2z, dostaneme

f(y)JF*f(Z):%f(y)+z<y+z:2.

Dostavédme tedy spor 2 < 2. Nutné tedy f(z) = 2z na (0,1).
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[10] 3. Na intervalu (0, 37) najdéte primitivni funkei

/ sinx +1
—— dx
24 cosx

Reseni:

Vidime, Ze integrand je spojita funkce a tedy na celém intervalu bude existovat primi-
tivni funkce. Intergdl rozdélime na dvé ¢asti

I:/de:/&dﬁ/idx:;huz
2+ cosx 2+ cosx 2+ cosx

Pro intgral I; pouzijeme substituci y = cosz a dy = — sinzdr a méme
—sinz dx dy
L=—] ——=—[ —— =—-1n|2 C=—-In(2+cosz)+C
! /2—|—cosx 24y [2+yl+ n(2+ )+

Pro intgrél I pouzijeme standardni substituci

T 1—y? 2dy
y=tey cosr=ary =g
kterou muzeme pouzit postupné na intervalech (0, 7) a (m, 37). Dostaneme
1 y=tg £ 2 dy 2 dy 2 dy
N Errd oy~ s ) o
st i e

2=/ V3, dy=V3dz i/idz = iarct z = iarct (y) _ 2 arct (tg§>
V3] 2+1 3 ) /3 g /3 73 g /3

I, je urteno az na konstantu, navic je vypocet platny pouye na intervalech (0,7) a
(m,37). Funkci je tedy nunté vhodné nalepit. Uvazujme tedy

IL(z) = \% arete (tig) z € (0,7),
2 tg L
ﬁ arctg (\/32) + K z¢€(m3n).

Je potieba zvolit K tak, aby lim,_,_ Io(x) = lim,_,», I2(x). Protoze

- - i __ T
11319,[2(’3)*\/5’ S Lo(z) = /3

vifme, ze K = 2—\/% Vysledna primitivni funkce tedy je

2 tg”ﬁ)
— arct z € (0,m),
g(\/3 (0,m)

tg Z 2
arctg (%) + 77; x € (m,3m),

+ K,

I(z) = —In(2+cosz) + C +

SISl G
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[10} 4. Vysetfete prubeh funkce (definiéni obor Dy, intervaly spojitosti, limity v krajnich bodech Dy, priseciky
s osami, intervaly monotdnie, lokdlni a globdlni extrémy, obor hodnot f, limity derivaci v krajnich bodech
Dy, intervaly konvexity/konkavity funkce f, inflexni body, asymptoty, detailni graf)

f(z):=In|z? -3z +2|.

Reseni:
Defini¢éni obor logaritmu jsou kladna ¢isla, sta¢i tedy ovérit, aby platilo
|22 =32 +2/>0 & x#1, z#2
Méame tedy Dy = R\ {1,2}. Logartimus, polynom i absolutni hodnota jsou spojité

funkce, proto dostdvdme, ze f € C(Dy). Pro limity v krajnich bodech defini¢niho oboru
dostavame dle véty o liité slozené funkce

lim f(z) = ylingolny = 00,

r—+oo
lim f(z) = lim lny = —o0,
z—1 y—04
lim f(z) = lim lny = —c0.
T—2 y—04

Thned vidime, ze funkce nema globdlni extrém.

Spocteme prvni a druhou derivaci funkce f na Dy:

, 2z —3 22 -3
) = 22 -3z +2 (z —1)(z—2)’
g 2(2? — 3w +2) — (2z — 3)? 2z —3)2+1
fi) = (22 — 3z + 2)2 T T 2(22 — 3z +2)2
Vidime, ze
f(r) <0mna (—oo,1)U (2,2),

f(xz) > 0mna (1, g) U (2, 00),

F)=0prox =",

1 3 3
f"(z) <0mna (—oo0,1)U (1, 5) U (5,2) U (2, 00).

Funkce je tedy rostouci na intervalech (1, 2) a (2, 00), klesajici na intervalech (—oo,1) a
(2,2). Na kazdém z intervali je konkdvni (pozor neni konkdvn{ na celém Dy!). V bodé
z = 3 mé funkce lokdlnf maximum a to f(3/2) = —In4. Nynf uz je také zfejmé, Ze obor
hodnot H¢ = R. K peclivému ndkresu obrazku jesté spocitdme limity derivaci v krajnich
bodech defini¢niho oboru

im  f'(x) =0,
g S(0) = o
i 1) =
g F) =
g S0 =
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V +oo funkce nemé asymptoty a v bodech 1 a 2 jsou asymptoty primky dané jako z =1
a x = 2. Inflexni body funkce nemd. Prusecik s osou y je bod f(0) = In2. Pruseciky s
osou z zjistime vyfesenim tlohy 0 = f(z), coz ma dvé feseni z = (3 ++/5)/2.

Obrazek 1: Graf funkce f



