NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Metoda maximalni vérohodnosti a momentova metoda.

Podrobné riesenie prikladov (A) a vysledky (B) zo 4. cvicenia

A Priklady na cviceni

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(z|0x) € F = {f(x]0), 0 € ©}.

A1. [Procvic¢ovaci] Momentovou metodou najdéte odhad 0, parametru fx > 2 v modelu F, kde

0
f(z|0x) = xT)i_l]I(Loo)(x), (Paretovo rozdéleni).

Urcete asymptotické rozdéleni gn

[PouZijte Vztahy EXl = %, var Xi = (05(_1)02%]

Reseni:

Momentova metéda odhadovania je zaloZena na existencii konkrétneho vzfahu (vztahoch) ktory(é)
existuje() medzi nezndmym parametrom (resp. nezndmymi parametrami) a niektorym teore-
tickym momentom (pripadne viacerymi momentami). Strednd hodnota ndhodnej veli¢iny je prvym
momentom a spolu s druhym centrovanym momentom (t.j., rozptyl ndhodnej veli¢iny) sa jednd o
dva najcastejsie vyuzivane momenty v momentovej metéde odhadovania (samozrejme nie jeding).

Vyuzijeme nédpovedu, ze strednd hodnota a rozptyl ndhodnej veliciny s Paretovym rozdelenim s
parametrom 0x > 2 (parametrizdcia hustoty ako v zadani), si uréené vztahmi

Ox s Ox

135¢ Ox — 1

Z prvého vztahu jednoduchymi tpravami vyjadrime neznamy parameter ako

Hx
px —1

Ox =

a preto prislusny odhad én nezndmeho parametru fx ziskame nahradenim teoretickej strednej
hodnoty px jej empirickym protejskem — vyberovou strednou hodnotou, resp. priemerom X,,.
Momentovy odhad preto je

Pre urcenie asymptotického rozdelenia tohto odhadu pouzijeme centrdlnu limitnd vetu (CLV) a
vhodnu transforméciu. Vieme, ze z CLV plati, ze

VX, — px) > N(0,0%),  pren — oo,

Pripomenme, ze sa jednd o tzv. konvergenciu v distribucii. Tento vztah popisuje asymptotické
rozdelenie vyberového priemeru X,, t.j., odhadu nezndmeho parametru strednej hodnoty px.
N4s ale zaujima iny parameter, parameter x, ktory ale lze jednoducho vyjadrif pomocou px.



A2,

Pripomenme vzfah 0x = pux/(ux — 1). Prislugnd transformécia, ktord prevedie parameter puy na
0x m4 tvar

x 1
h = 5 1¢ d 1 ci 3 N 1 t/ hl - — .
(x) 1 Pricom pre derivéciu zérover plati (x) @12

Zéroven vieme, ze pre transformovany parameter, resp. jeho empiricky odhad (v zmysle obecnej
transformdcie h) mozeme vyjadrif asymptotické rozdelenie odhadu transformovaného parametru
pomocou vztahu (t.j., aproximécia Taylorovym rozvojom, resp. tzv. delta metéda)

Vi(h(X,) = h(px)) =5 N(0,0% - [W (ux)]?),  opéf pre n — occ.

Jednoduchym dostadenim dostaneme, ze h(ux) = 0x a tiez

W (ux)| = = (Ox — 1)%

(nx — 1)
7 napovedy v zadani zaroven vieme, ze

Ox
(Ox —1)2(0x —2)

o% =varX; =
Dohromady dostaneme, ze asymptotické rozdelenie momentového odhadu 571 je

pre n — oo.

Ox(0x —1)? )’

Ox —2
———

2
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Vi@~ 0x) 2> N (0,

[Procvicovaci] Metodou maximalni vérohodnosti najdéte odhad 0, parametru 6x v modelu z
piedchoziho pifkladu. Urcete asymptotické rozdéleni 6,, a_porovnejte asymptoticky rozptyl ma-
ximé&lné vérohodného odhadu #,, a momentového odhadu 6,,.

Resent:
Opit néds zaujima odhad toho istého parametru 6x > 2, ale prislusny odhad chceme zostrojit
tentokrat pomocou metédy maximalnej vierohodnosti. Vierohodnostna funkcia pre Paretovo roz-

delenie a ndhodny vyber Xi,..., X, z tohto rozdelenia, je dana predpisom
n n
ex - (GX +1)
L(0x,X) = HW L (1,003 (X3) = 93L<(HX1') )
1=1 7 i=1
pricom sa jednd o funkciu nezndmeho parametru fx (t.j., zdruzena hustota X = (X1,...,X,)"
vyéfslend v realizovanom nghodnom vybere Xi,...,X,). Prislusnd logaritmicki vierohodnost

ziskame logaritmovanim
n
[(0x,X) = log (L(HX,X)) =nlogfx — (0x +1) ZIOng’
i=1
a skérovi funkciu ziskame derivovanim logaritmickej vierohodnosti podla argumentu 0y, teda

0 n -
Ulfx,X) = @l(ex,X) =g > log X;.
=1



A3.

Odhad metédou maximaélnej vierohodnosti ziskame tak, ze skérovi rovnicu polozime rovnd hod-
note nula a hladédme rieSenie vzhladom k 6 > 2. To znamend, Ze rieSime rovnicu

n
n
o Z log X; = 0,
i=1
ktorej explicitné rieSenie (a zdroven maximélne vierohodny odhad) je v tvare
—~ 1 & -1
0, = (ﬁZlOgXi) .
=1
K overeniu, Ze sa naozaj jednd o maximum (a nie napr. lokdlne minimum), je potrebné overit, Ze
v danom bode je funkcia konkdvna. Zaroveii potrebujeme spocitat asymptotické rozdelenie odhadu
0., ktoré je dané predpisom
Vil — 0x) 25 N(0,I74(0x)),  pre n— oo,

kde I(fx) je Fisherova informdcia o nezndmom parametre fx obsazend v ndhodnej veli¢ine X;.

Fisherova informécia o parametru 6 x obsazend v celom nadhodnom vybere Xy, ..., X, je definovana
vyrazom
02 0 -n n
I,(0x) = —E[—l Ox, X } - —E[—U Ox, X } - —E[—} -

Zaroven vidime, ze druhd derivacia logaritmickej vierohodnosti je zdpornd a teda naozaj sa jedna
o maximum. Taktiez plat{ (pretoze ndhodné veli¢iny X1,..., X, si nezdvislé), ze

Dosadenim dostaneme, ze asymtotické rozdelenie maximélne vierohodného odhadu 6,,, neznameho
parametru 0x > 1 je

VB, — 0x) 2 N (0, 0% ), opat pre n — oo.
~—
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Nakoniec chceme porovnat asymptotické rozptyly oboch odhadov. Jednoduchou tpravou dosta-
neme, ze
o2 :QX(GX—I)ZZ 2'19%(—29)(4-1 02 _ o2

[Procvi¢ovaci] Metodou maximdlni{ vérohodnosti najdéte odhad 0, parametru 6 v modelu F, kde

0 _1/0-
f(@lf) = =5 #2700 1y (2), 0 € (0,1).

Urcete asymptotické rozdéleni é\n

Resent:
Vierohodnostna funkcia je dand predpisom

n 20—1

L(0,X) = f[f(mm = (5" (I1x)

i=1




Opit sa jedn4 o funkciu argumentu 6 € (0, 1), vyhodnotend v ndhodnom vybere X = (X1,..., X,).
Prislusnd logaritmické vierohodnost m4 tvar

20 — 1
16, X) = log(L(6, X)) = nllog 6 — log(1 — 0)] + — ;ngi.

Skérovii funkciu ziskame derivovanim logaritmickej vierohodnosti podla argumentu 6, teda
0

n n 1 .

Riesenim skérovej rovnice (ktord sme polozili rovnd hodnote nula) je maximélne vierohodny odhad:

n 1 2
log X; = 0
o(1f9)+(1f9)2; °8

1 n
1-0)+6- log X; =
( )+ nZog 0

i=1
(1 — 1 znzlogXi) =1
s
b, - : .
" — 5 i log X;

Opét je nutné overit, Ze sa jednd o maximdlne vierohodny odhad (maximum) — resp. Ze vierohod-
nostnd funkcia je konkavna. Urobime to vramci vypoctu Fisherovej informécie nutnej k asympti-
tickému rozdelniu.

Pre Fisherovu informéciu I,,(0) o parametre 6 obsazenou v ndhodnom vybere X; ..., X,, plati, ze

1.(0) = —E[g—;l(&X)} - —E[%U(G,X)} - _E[g +a f0)2 +a _29)3 ilogXi]
=1

n n 2

=5 T (1_9)BZE[logXi]. (1)

Zostéva spoéitat stredni hodnotu E[log X;], k éomu vyuZijeme vhodnt transformaciu. Definujme
ndhodnu veli¢inu Z; pomocou transformdcie ¢, ako Z; = t(X;) = —logX;, pre i = 1,...,n.
Inverzna transforméacia t~! je definovand ako X; = t~1(Z;) = e~ %.

Ked'Ze pre hustotu transformovanej nahodnej veli¢iny plati, Ze

fz(2) = fx(t7H(2) - 1) ()],
kde fz a fx su hustoty nahodnych velicin Z a X, tak po dostadeni ziskame hustotu nahodnej
veliciny Z; = —log X; v tvare

0 = 0
fZ(Z) = me 219_91 . 1 — 96_2%7 pre 9 e (0’ 1)7

¢o je vlastne hustota nahodnej veli¢iny s exponencidlnym rozdelenim s parametrom \ = 1%00 >0
(to znamend, ze EZ; = 152). Po dosaden{ do Fisherovej informacie I,,(#) v (1) dostaneme
1
I,00)= 5——.
n(6) 62(1 —0)

Asymptotické rozdelenie maximélne vierohodného odhadu je preto

V0, — 0) 2> N(0,602(1 - 0)%),  pre n — .
——

2
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Ad4. [Procvicovaci] Momentovou metodou najdéte odhad 5n parametru 6x v modelu z piredchoziho
pifkladu. Uréete asymptotické rozdélent 6, a porovnejte asymptoticky rozptyl maximalné vérohodného
odhadu 6,, a momentového odhadu 6,,.

Resent:
Je dobré si uvedomit, Ze v predchadzajticom priklade sa jedna o hustotu Beta rozdelenia, ktoré ma
parametre o = 210%91 +1= % a 8 = 1. Obecne totiz pre beta rozdelenie s parametrami «, 5 > 1

plati, ze hustota ma tvar

F(a)r(ﬂ) 0471(1 . x)ﬁfl

r)=—"—"=""x re x € (0,1
@) = Tt 5 prez € (0,1)
a stredns hodnota a rozptyl st uréené vzfahmi
« af
EXz = a var Xz = .

a+ (a+pB)2(a+B8+1)

Po dosadeni dostaneme .
EX,= =29
Tgtl
a tiez )
e 01— 0)°

var X; = =
¢ 2 2—0
1 1
() (& +1)

Na zdklade vztahu pre strednit hodnotu je zrejmé, Ze momentovy odhad pre parameter 6 € (0,1)

je samotny vyberovy priemer X, (t.j., 8, = X,). Na zdklade centralnej limitnej vety ziskame
hned’ asymptotické rozdelenie, ktoré je dané vztahom

NI —a)iuv(o,%).

oXrm
Na zéver chceme porovnat asymptoticky rozptyl maximdlne vierohodného odhadu é\n s asympto-
tickym rozptylom momentového odhadu 6,,.

0(1 — 0)? 1
2 _ —p2(1 _ 92, 201 _ 2 _ 2
TMM T "5 g 6=(1-16) 02 —0) >0°(1-0)" =0y,

pretoze funkcia g(6) = 6(2 — 0) je rastiica na intervale (0,1) (derivécia ¢'(8) = 2—20 = 2(1—0) je
kladng pre vsetky 6 € (0,1)) a zaroven plati, ze g(0) = 0 a g(1) = 1. Preto plati, ze ﬁ > 1 pre
vietky 6 € (0,1).

Pre malé hodnoty 6 € (0,1) je momentovy odhad dokonca hodne §patny (prili§ velk4 variabilita),

pretoze ﬁ — oo pre 0 — 0.
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B7.
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Vysledky

> —2n+>"7 logXi)+\/(2n+Z?:1 log X;)2—4n > " | log X; -~ as. 9§< (9x+1)2
en = 2> log X; ) \/ﬁ(en o HX) ~ N 0, 20% +20x +1

2X, ) as. Ox (0x+2)2
gn: ~ \/ﬁ(Hn—é‘X) NN<O’%>

~

0, = IS X2 i@ - 0x) % N (0.%)

Powzitim EX? = 6%, ziskame momentovy odhad §,, = /1 327 | X2 a navic plati i /n(6, —60x) =
2
N(O, BTX). Lze spocist i pfimo, ze vztahu EX; = @9.

0, = ~BE XL X ELAT - a G, 6x) % N(0,0%/3)
O = /3= T X2 VA0 —0x) % (0,6%/4)

-~ X.—1)2 -1 ~ as

0= (30 ) L VA — 0x) " N(0,26%)

On :Ym ﬁ(aﬂ_oX) ~ N(070§(/2)

-1 ) as.



