I. TAYLORUV POLYNOM

1. Najdéte Taylordv polynom k-tého fadu v bodé 0 pro funkce:

a) tg(x), k=3 b) sin(sinx), k=5 c¢) ifiiﬁ;, k=4 d)cos(sinx), k=5 e)sin(l —coszx), k=3

f) e2T— x2 k=5 g) ez s k=14 h) log(cosx), k=6

2. Odhadnéte absolutni chybu aproximace sinx ~ x — % na intervalu [—1/2,1/2].
3. Spoctéte /5 s presnosti 1072
4. Spoctéte limity
2
. sin x—x-‘r% . 2 2/1 . 2sin(sinz)—sin(2x) ¥/1+a2 . cos x—l—i—%
iy T )l (0 oo (1) o) i e 0 iy =

© o (2
e) iil)I%)nZl(cos(%) . exp(—i)> f) lim & 81n;t—335(1+;t) g) lim sin(el )—1)—41—&—cos(\/§a:)

2n? z—0 z z—0 z

3
sin ) —exp(z2)+ %
h) lim R mOREYT gy Vs (sin( L) — = log(1 + =)

I
z—0 z n—00

Dalsi priklady k procviceni lze nalézt napiiklad v sekci I zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/archiv/MFF/MA/ma2-2015-16.pdf.

Priklady zkouskové obtiznosti 1ze nalézt ve zkouskovych pisemkéich z Matematiky III, které jsou vystaveny zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/“kalenda/edu.php?edutype=archpis
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1. a)z+32® b)o—Iia3+5%a% o) 14204227220 d)1-322+ 22t e L f) 1+42z+2?— 223227 Lab
1 .4 h) x2 1,4 1,6

2 — 12% — 357

_ %%_2% 2.23602294922
LI 92 gL eo-L Hl g2 nl



II. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE, UVOD

Vyjadrete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

1. Priklady na integrovani "pifimo":

a) [294+ 1 —5e” +273 —coszdz b) [2e3 — {5 —xdx C)I%dx d) [z(1-2)0dx

2. Priklady na integrovani "per partes":
a) [23sinzdz  b) [e®coszdr c¢) [2"e®dr,ne€N d) [zlogzdzr e) [xe®cosxdr

3. Priklady na integrovani pomoci substituce:

a) fCOtg‘Td$ b) f CO:22£E3 dz C) f H% dz d) f xlogaz dz e) f \/;28? dx f) f xlogzlgg(logx) dz

4 Dalsi priklady k procviceni:

2

J(1-2%) Vayzdz  b) [(2% +3%)2dx c) [ & sin(l)da f\/sm% e)fm x
dz  h) [arctgzdr i) [2?sin(2z)dz j) [Vzlog®zdr k) [z?e *dx

22z

f) alrfff dz  g) | 5i—=

1)f<1°§x> dz  m) [2%¢”dz ) [eVPdx o) [zsinyzdz p) [cos?xdr
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6
l.a) % 0 ? +log|z| — 5e” — 5Ly — sinz na (—o00,0) a (0,00) b) 2edv 4 5(5;@5, zeR
1— 11 1— 12
¢) -1 -3y — % na (—oo,()) (0,00) d) ¢ 1314) + ¢ é)
2. a) —z°cosz + 3z?sinz + 6zcosz — 6sinz, @ € R b) 3(e®sinz + e®cosz), * € R «¢) I,
e’ —nl, ;[ :=xe® —e®, x €R

d) 1(22°logz — 2%), x € (0,00) e) 3e”(zsinz +zcosz —sinz), v € R

3. a)log|sinz| na kazdém z intervalu (km, (k + 1)),k € Z

b) 3 tg2® na kazdém z intervali ({/—g +km, /T +kr),k€Z c)jarctga®, z€R

d) log|logx| na (0,1) a (1,00) e)Vva?2+5, z€R f)log|log(logz)| na (1,e) a (e, o0)
4(z2+7

4. a> (7{1/;)’Df:(0’oo) b) 10g4+210g6+10g97Df:R C)COS( ) Df_R\{O}

d) \/% Dy =Upez(—5 + 2km, 5 +2km)  e) §V/823+27, Dy =R\ {-3

f) yarctg?z, Dy =R g) — glogzlogll—( )%, Dy =R\ {0}

h) zarctgz — log(l +22), Dy =R i) —%‘:1 Cosgx) + %sin(Qx), Dy =R

j) % 3/2 (log T — %logw—i—%), Dy =(0,00) k) —eT(x + x4+ ) Dy =R

) —1(log’x +2logw +2), Dy = (0,00) m) §(a® —1)e”, Dy =R 1) 2(y& — 1)ev, Dy = (0,00)

0) 2(6 — x)y/x cos /r — 6(2 — x)sin/z, Dy = (0,00) p) %_i_sm(z'p) D; =R

= fx"ew dx



II. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE, POKRACOVANI

Vyjadrete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

5. Priklady na integrovani pomoci druhé véty o substituci:

a)f\/4—:v2da: b)fmdl’ C)fmdx(a>0)

6. Priklady, kde se musi funkce "lepit":
a) [|z|dz D) [|cosz|dz c¢) [max{z,2?}dz d) [Vabdzr e) [sin[2z —1|dz f) [|sinz + cosz|dx
g) [el®ldz  h) [|22+1|dx

7. Integrace racionalnich funkci:

5x6720$°+2014+x274x+11 2z+1 8x375x2715x+24 3z+1
a) [ (z—2)2 de b) [ s de o [ @122 —6215) 9T d) [ 77— 12276)2 9%

e)fmdl'

f 1 log 2x
T log

8. Gonlometrlcke substituce:
sin® z+sinz 1 1 sinz cosx sin? 1
a> f cos? x4cosx dz b) f (2+cosz) sinx dz C) f cos? x(4sin? xz—1) dz d) 1+sint z dz e) 1+sin?z dz f) f 5+coszx dz

1
g) f (sin? z+2 cos? x)2 dz
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5. a)2arcsin § + sin(2 arcsin%) 2arcsin § + $v4 — 22, Dy = (—2,2) D) tg(arcsinz) = ﬁ, Dy =(-1,1)
Dy =R

c) 5 sin(arctg £) = m

1 [ sinz +4k r €[5 +2km, 5 +2kn],ke€Z
6. a)3lzlz, E€R b>F($)_{ —sinz+4k+2 =z € (% + 2km, 3% 4+ 2kn),k € Z
CCS
kN JTE(—O0,0) 1 1
_ )2 1.3 _ [ —gcos(2z 1) x> 5
c) F(x) 2 . z € [0,1] d)4’:U|aj’$ER e) F(z) {écos(Q:L‘—l)—l ac<§
%"‘g 1136(1,00)

f) F(z) = (—1)*(—cosz +sinz) + k2v2, v € [-Z + km,—Z + (k+ 1)n], k € Z
e’ -2 <0 —(2? + 1) £L‘<—%

g>F(x):{—ez x>0 h)F(w):{era:JrQ x> -1

7. a)z’+z— 5, Dy =R\ {2} b)3loglz+5|+1iloglz—1|, Dy =R\ {1,-5}
c) 3log |z + 1] — z+1+1log(2:c — 6z + 5) + 2arctg(2z — 3), Dy =R\ {-1}

1 f 3z—2 3z—2 V2 3z—2 98 —
d) - 6(93@2 276) T arctg( ff )+ 107 —12076) — 8 arctg( ff )+ Bo?—12re); Pr =R

e) %+ Llogle” — 1] + tlog(e® +2), Dy =R\ {0} f) Jlog(log®z +3) + 13%2 arctg(l‘zgfz) Dy = (0,00)

8. a) 3log(cos®z+1)—2log|cosz|, Dy = R\U,cz{E+kr} b)Llog(cosz+2)—1log(cosz+1)+3log(l—cosz) =
1—cos z)(cos z+2)? r— s s s
blog (U=epalcosst )| Dp — R\Ujepfbr} <) 4 tgat ;2 log gtixﬁ , Dy = R\Upep{5+km, T4+km, —T+kr}

d) § arctg(sin?z), Dy =R

arctg(tg ) — = arctg(V2tgx) + kn(1—1/v2) z€ (-3 +km, 5 +kr), kEZ

e) F(r) = 2_\[+/€7r€{—1/\f) r=Ttkn, keZ

£) F(x) = arctg([tg %)-Fk‘” pro @ € (—7 + 2km, 7 + 2kw), k € Z
2f+kf pro z =+ 2km k € Z

g)F(ar):{ 22 arctg (52) — kg +knB2 prowe (< +km 5 +kn) k€L
A SR prox =T +km ke



II. HLEDANI PRIMITIVNI FUNKCE, KONEC

Vyjadrete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence

9. Priklady s odmocninou:

a) [ 3\/55rde b) [ = da C)f@dx d) [ V22 + 2z —3da
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9. a) log( @+1)—log‘\/%—l}—2arctg 28l Dy =R\ (-1,1]
b) 2arctg\/E V—22+22+8, Dy = (-2,4)
c) 3log ‘2@7172‘ - \/IQ;TH +log(2va2 +z+ 1422+ 1), Dy =R\ {0}
d) $(z +1)Va?2 + 22— 3 —2log(z + 1+ Va2 + 2z — 3), Dy =R\ (-3, 1)

Dalsi priklady k procviceni lze nalézt napiiklad v kapitole 9 zde:
http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html.

III. NEWTONUV INTEGRAL

Vypocététe nasledujici integraly
1. a) f02 1—zldz D) [ o de ¢ folooﬂ V1—cos2zdz d) [i|logz|dz e) fologz Ver —1dz

f) fOQﬁ 22 cos z dw

00 1 57 1 3 1 5m/6 cos 2z
)0 ey Db s 9L s D56 mhescos 4
e) foﬁﬂ xzi;i(xé) dz (Hint: pro vypocet integralu z 2?;(5() ) se miiZzete podivat do poznamek k prednésce)
0o x 2
3. a) [° Fiiegdr D) fo z?arctgzdr  ¢) [ 2+Smx dz d) [;° 7:5“ ——dz

Dalsi priklady k procviceni lze nalézt napiiklad v sekci V zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/archiv/MFF/MA/ma2-2016-17.pdf
a také v sekcich VII, IX zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ma215-cv.pdf
a také v kapitole 10 zde:
http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
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1. a)l b)log2 ¢)200v2 d)2-2 e)2-% f)dr

2. a)m b) 5§7r c) % d) -1 e)57r(1— 2?) fw + arctg(tg(1872)) — 2\f arctg <2tg(13g2)+1>

3. a) g2 b) f(log2—1+7/2) ¢) 2fx d)\}ilog<2+f> V2log(1 + v/2)




IV. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

1. VySetrete konvergenm nasledujicich integrald

1 1 log(1— e :
a) [, e\/%_l da fo If dr ¢ J) wdx d) [P &dz o) [(7 (;Ll)g, sin z dz
2. VySetrete konvergenci nasledujicich integrélﬁ

1 1 —z? O arctan x o0 .
a) fo Vﬁdx b) fo (logz)e ™ dx f ; dz d) fl sin? l

f) f0§ \/sini"cosw dz g) foi \/ml\/md f0§ tgxda: fO tg:):
1) foooﬂ' — 2arctan z dz fl ArccosT_ . fl e fdx

0 logZ(1/x)
3. Vysetiete konvergenci nasledujicich integrala (pfiklady zkouskové obtiZnosti)
a) [1° Vel/a? — g=1/a? 71°g$(f1“1) dz D) fol log(arctg x)iﬂ(/ 2 ircil;m dz ¢ 05 —fiﬁ“";i@lfi;fﬁ) dz
1\3/4
(1 cos - )

dx

0 e?—cosx

dz  j) fo r710%dg k) 01 ff\(/l%? dz

arctg (3 + ng) dz fl ;;m log(2 + arctg z) dz
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1. a) K (konverguje) b)K «¢)K d)D (diverguje) e)K
2. K K oD 4K ¢D £)D gK hD iHK HK KK )D mD nkK
3. a)K b)D ¢ K d)D e)D

V. RIEMANNUV-STIELTJESUV INTEGRAL

1. Spocéitejte hodnotu nasledujicich Riemannovych-Stieltjesovych integrala
a) 01 r?da®  b) 01 2?de” ) [[(z+4)d(e” +logx)

1 pokud 0 <z <1 1 pokud x =1
d) 03 e’dg(x), kde g(x) :=<3 pokud1<z<2 e f13 22 dg(z), kde g(z) :==< 2 pokud 1 < z < 2
—1 pokud2<ax<3 3 pokud2<z<3
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e
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b)e—2 c¢)(e+3)ef+3—-3e d)2e—4e? )5



VI. OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, SPOJITOST, PARCIALNI DERIVACE

1. Pomoci v&t z pFednasky dokazte, Ze funkce f(x,y) = (zy + sin(e?Y))? je spojita.

2. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny jsou oteviené ev. uzaviené a urcete vnitiek.
a){2: neNtU{0} D) {lz.y]€eR*: 2<0,y>0} c){[z,y] eR?: 22 +¢¥ > 17}
A {lz.y) eR*: lz—yl=2—y} e {lz,y,z] €R®: 2>0,y>0,2+y=22<0}

3. Spoctéte parcidlni derivace funkci vSude, kde existuji
IR (2,y) 0,
0 (z,y) = (0,0)

4. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce f a vySetfete jeji parcialni derivace

a) f(z,y) = arcsin gy b) f(w,y) = \/y¥ —®

a)e™  b)zy+yz+zz o) lz]-lyl d)[y+coszl e)f(:r,y)—{

Dalsi priklady k procviéeni lze nalézt napiiklad v sekci II zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/archiv/FSV/m2-2015-16.pdf a také v sekci IX zde:
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/archiv/MFF/MA/ma2-2016-17.pdf

Priklady zkouskové obtiZnosti lze Cerpat ze zkouskovych pisemek z Matematiky II na FSV zde: http://www.karlin.
mff.cuni.cz/"kalenda/edu.php?edutype=archpis
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2. a) Mnozina je uzaviené s prazdnym vnitikem b) MnoZina neni uzaviena ani oteviena. Vnitiek je {[z,y] €
R?: z < 0,y > 0} c)MnoZina neni uzaviena, je oteviend d) MnoZina je uzaviena, neni oteviend, vnitiek
{lz,y] : ® >y} e) Ani uzaviena ani oteviena, vnitfek prazdny
3. a) % =ye', 5 8f = ze®™ pro (z,y) € R2. b) 32 9 — oy + 2, gi =x+y, % =z +y pro (z,y,2) € R3.

0 0, 0 0
c) gL(z,y) = |y|sgnx pro x # 0. 3 (z,y) = o] sany pro y # 0. 2(0,0) = 580,00 = 0. 3L0,y) proy # 0 a
g—f(m,()) pro x # 0 neexistuji. d) gic (z,y) = —sgn(y + cosx) - sinz, 85 (z,y) = sgn(y + cosx), pokud y # — cosx.
gg (z, — cos x) neexistuje pro z € R. 8f (k:7r (—=1)**1) =0 pro k € Z. (35 — cos x) neexistuje pro x # km. ) % =
P P .%’ % —e 72+3Ly+3y .% pro (z,y) # (0,0); v bodé (0, 0) jsou obé& parcialni derivace

nulové.
4. viz. vysledky zkouskovych pisemek z Matematiky II na FSV zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/
edu.php?edutype=archpis. Konkrétnégji, viz. varianta A z roku 2004/2005 a varianta D z roku 2010/2011.



VII. IMPLICITNI FUNKCE

1. Ukazte, Ze dana rovnice urcuje v jistém okoli bodu M = (m1,m2) implicitné zadanou funkei y = p(x). Spoctéte
(1) a ¢/ ().
i) 22 4+ 2zy? +9* — 5 =0, M = (0,
i) (2% +y?)? = 32y —y* =
i) 22 +y2 + 2y —3 =0, M = (1,1)
iv) 2¥ +y* =2y, M = (
v) cos(x + y?) +sin(z? +y) =1, M = (—1,-1)
vi) log(x + 93) + e*t2Y =1, M = (2,-1)

(
(
(
(
(
(

2. Ukazte, Ze rovnice y — % siny = x urcuje v jistém okoli bodu (7, 7) implicitné zadanou funkei y = ¢(x). Najdéte

rovnici teény v bodé (m, 7).

-VYSLEDKY -




VIII. LOKALNI EXTREMY

1. Naleznéte lokalni extrémy néasledujicich funkei:
(i) f(z,y) = 2° +y* — 3ay
(i) f(z,y) =2+ (y — 2)*
(iif) f(z,y) =2 — (y — 1)?
(v) fla.y) = (z —y +1)?
(v) f(z,y) =e" (5 -2z +y)
(vi) f(x, y) = 223 + 9zy? + 1522 + 27>
2. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny kompaktni:
(i) M ={(z,y) e R? : 22 + 352 < 1}
(i) M ={(z,y) eR*:z+y <1}
(iii) M = {(z,y) € R? : 422 + 5y% < 3}
(iv) M = {(z,y) € R? : 25 < 40}
(v) M = {(z,y) € R? : 22 +y2 <5, y > 0}
(vi) M = {(z,y) e R? : 22 + 9% < 4, 2 <0}
(

vil) M = {(2,y) € R2: Ly < )
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1. (i) (1,1) — ostré lokalni minimum, (ii) (0,2) — ostré lokalni minimum, (iii) neni extrém, (iv) neostré lokalni
minimum na mnoziné {(x,y) : y = x + 1}, (v) neni extrém, (vi) (0,0) — ostré lokalni minimum, (=5, 0) — ostré lokalni
maximum
2. (i) ano, (ii) ne, (iii) ano, (iv) ne, (v) ne, (vi) ano, (vii) ne



IX. GLOBALNI EXTREMY

1. Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M:
() flo,y) =22+ 9% M = {(xy)e]R@.5x2—6xy+5y2—420}
(ii) f(x,y) = zy, M = {(z,y) € R? : 322 4 y% = 6}
(i) (wy)—4x+3y 4, M = {(wy)€R2 (-1 +(y-27°=1}
(iv) f(z, y)—a: —22%y 4+ 3y3, M = [-1,1)?
(v) f(z,y) = 2% — 3y® —x + 18y + 4, M:{(m,y)eR2: 0<xz<y<d4}
(vi) ($y)—xy,M {(z,y) eR?: 2* +y* <16, o > —1}
(vii) f(z,y) =2z +4y, M ={(z,y) eR?: Yz + Yy <1, 2>0, y>0}
(viil) f(z,y) = (2% + Ty?)e 22" V" M = {(z,y) e R?: 22+ 4y% < 1}

-VYSLEDKY
1. (i) maximum 2 v bodech (1,1), (—1,—1), minimum 3 v bodech (3,—3), (-1, 3); (ii) maximum /3 v bodech
(1,v3), (-1,—v/3), minimum —v/3 v bodech (—1,v/3), (1,—V/3); (iii) maximum 11 v bodé¢ (2, %), minimum 1 v

bodé (1, 1); (iv) maximum 3 v bodé (0, 1), minimum —3 v bodé (0, —1); (v) maximum 40 v bodé (4,4), minimum 4 v

. 128 2v2 2 _ 128 22 2N (o . <
bodé (0,0); (vi) maximum si5 v bodeé (52 7 \[) minimum s v bodé (% 75 (1/5)’ (viil) maximum 4v bodé (0, 1),

minimum 0 v bodé (0,0); (viil) maximum Ze 1 v bodech (0,1), (0, —3), minimum 0 v bodé (0, 0)



