Matematika pro ekonomy
Domaci tukol 13
Prubéh funkce I1

Vysettete pribéh funkce, tj. najdéte jeji defini¢ni obor, urcete pfipadnou su-
dost/lichost, kdy je f kladnéd/zaporné, priseciky s osami (pfipadné hodnoty v jinych
dilezitych bodech), limity v krajnich bodech Dy, derivaci funkce a jeji nulové body,
lokalni a globalni extrémy, intervaly monotonie, asymptoty, druhou derivaci, oblasti
konvexity, konkavity a inflexni body, nakreslete graf funkce. Vse fadné zdivodnéte.

Priklady jsou vybrany ze zavérecnych testti z minulych let.
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Aplikace

13. Firma provozujici kabelovou televizi zajistuje prijem pro 25 000 doméacnosti
a uctuje si 850 K¢ meésicné. Vyzkum trhu ukazal, ze kazda padesatikoruna, o kterou
vzroste mésic¢ni poplatek, zpisobi ztratu 1 000 zakaznikt, naopak kazdy pokles ceny
o 50 K¢ prildka 1 000 novych zakazniki. Predpokladejme, ze vysledny vynos je
soucinem poctu zakazniki a nastavené ceny.

Zvolte vhodnou symboliku, piiklad srozumitelné rozeberte a ptrehledné zpracu-
jte. Sestavte tabulku zachycujici n€kolik souvisejicich hodnot ceny, po¢tu zadkaznikt
a vynosu. Odvodte predpisy (ve vSech vhodnych tvarech) funkei zachycujicich (a)
zavislost poctu zékaznik na cené, (b) zavislost ceny na poctu zékazniki, (c) zévis-
lost vynosu na cené a (d) zavislost vynosu na poc¢tu zakazniki; nezapomerite vhodné
omezit jejich defini¢ni obory vzhledem k modelované situaci. Nakreslete grafy jed-
notlivych funkci a vyneste do nich prislusné body z tabulky.

Zjistéte, pro kterou cenu dosahne firma maximalniho vynosu. U funkce (c) urcete
jeji maximum jednak ze znalosti jejiho grafu, jednak s vyuzitim jeji derivace. Nalezeny
bod vyznaéte i v ostatnich grafech a dopliite do tabulky. V grafu (b) vyznacte obdél-
nik urcéeny touto kombinaci ceny a poc¢tu zakaznikt; uvédomte si, ze velikost plochy
obdélnika odpovida prislusnému vynosu — z tohoto pohledu jsme tedy hledali max-
imalni obdélnik pod kfivkou zachycujici vztah ceny a poctu zakaznikti. Derivujte
funkci (a) a vysledek interpretujte vzhledem k zadani.

ResSeni:

1. Dy = R — {1}, kofeny nejsou, lim = 0, lim = 400, lim = —o0,
T——00 T—>+00 z—1—

linanr = +o0, klesd v (—o0,1),(1,2), roste v (2, +00), konvexni v (1,400), konkavni
T—
v (—00, 1), asymptota y = 0 v —o0.

2. D; = R, kofeny nejsou, f > 0 vSude, lim = 0, roste v (—o00,4), klesa

T—r 00
v (4, +00), konkdvni v (4 — */75,4 + \/75), konvexni vsude okolo, asymptota y = 0 v
+o00.
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3. Dy = R— {-1}, kofeny nejsou, lim =0, lim = —oo, lim = —o0,
T—+00 T——00 z——1—
lim = +oo, roste v (—oo, —1), klesé v (—%, —1),(—1,400), konvexni v (—1, +00),

r——14
konkavni v (—oo, —1), asymptota y = 0 v +oc.

4. D; = (-2,2), sud4, kofeny: ++/3, lim = —o0, roste v (—2,0), klesa v (0,2),
T—

konkavni vsude.

3. / ok 4. | \

5. Dy =R — {0}, licha, mgriloo =0, lim = Foo, roste v (—e,0), (0,¢), klesa v

z—0+
(—o00, —e), (e, +00), konvexni v (—e/2,0), (e*/2, +00), konkévni v (—oo, —e%/2), (0, 3/?),
asymptota v oo: y = 0.
6. Dy =R, f(zx) > 0v R, lim =0, lim = +oo, roste v (—oo,—3),

——00 r—+00

(—1,+00), klesd v (—3, —1), konvexni v (—o0, —3 — v/2), (—=3 + /2, +00), konkavni
v (=3 — V2, -3+ \/5), asymptota v —oo je y = 0, v 400 neni.

7. Dy=R,, lim =0, lim = —oo, roste v (0, 1), klesa v (1, 4+00), konvexni v

T—+00 z—0+4

(€12, 400), konkavni v (0, e!/2), asymptota v +oo: y = 0.

8. D;=R, lim = +oo, h{li_l =0, roste v (—2,0), klesd v (—o0, —2), (0, +00),

T——00 T—>+00

konkévni v (—+/2,v/2), konvexni jinde, asymptota v +oo je y = 0.



9. Dy =(—00,—2)U(—-2,2)U(2, +00), licha, lim = —oo, lim =400, lim =

T—+2— T2+ T—>Fo0
0, klesd v (—o0,—2), (=2,2), (2,400), konvexni v (—2,0),(2,400), konkdvni v
(—o00, —2),(0,2), asymptota v o0 je y = 0.

10. Dy =R, licha, a:l—1>I:Eoo =0, roste v (—\/75, \/75), klesa v (—oo, —‘/75), (\/75, +00),
konkéavni v (—oo0, —\/g ), (0, \/g), konvexni ve zbylych intervalech, asymptota v +oo:
y=0.

11. Dy = (0,+00), kofeny: 0,16, lim = +4o0, roste v (0, 1796), (16, +00), klesa v

T—+00
(%, 16), konkéavni v (0, %, konvexni v (13—6, +00), asymptota neni.

12. Dj = (0,+0c0), kofeny: 0,3, lim = +oo, roste v (0,2), (3, +00), klesa v

T—r+00 75

(2,3), konkévni v (0, 3+§‘/€, konvexni v (%6, +00), asymptota neni.



10r
05F
-3 -2 -1 1 2 3
-05}
10. -10t
. ) |
™\ / |
J/ \ / YA
o L\
4\ / | AN
5 \ / N/
11. 12.
cena | klienti vynos

700 | 28 000 | 19 600 000
750 | 27 000 | 20 250 000
800 | 26 000 | 20 800 000
850 | 25 000 | 21 250 000
900 | 24 000 | 21 600 000
950 | 23 000 | 21 850 000
1000 | 22 000 | 22 000 000
1050 | 21 000 | 22 050 000
1100 | 20 000 | 22 000 000
1150 | 19 000 | 21 850 000
1200 | 18 000 | 21 600 000

13. Tabulka:

Z tabuky to vypada, ze by mohl byt nejvyssi vynos pro cenu 1050 K¢é. Ale vime
to jisté? Co kdyz to je tfeba pro 1060 K¢? Abychom nehadali a védéli to presné,
sestavime funkce.

Oznacme c cenu, k pocet klientli, v mésicni vynos. Tyto veli¢iny mizeme inter-
pretovat jako nezavislé i jako zavislé (na nékteré z ostatnich veli¢in). Oznacme déale
zadané hodnoty (odpovidajici ,stavajicimu stavu“) ¢o = 850 K¢, kg = 25000 klientti.

Zadéani lze interpretovat tak, Ze kazda koruna navic (tedy ¢ — ¢y) odebere ze



stavajicitho po¢tu 20 klientii (a naopak). Tedy (a)
k(c) = ko — 20(c — co) = 25000 — 20(c — 850) = 42000 — 20c,
coz mé smysl uvazovat pro ¢ € (0,2100). Odsud (b)

k
= 2100 — —
c(k) 00 50

pro k € (0,42000). Pak (c) vynos jako funkce ceny je
v(c) = c- k(c) = ¢ - (42000 — 20c) = —20¢* + 42000c
a (d) vynos jako funkce poc¢tu klienti je

k k?
v(k) = c(k) - k = (2100 20) k 20 + 2100k

Derivovanim funkce v(c) dostaneme v'(¢) = —40c + 42000 a tedy funkce v bodé ¢ =
1050 K¢ ma funkce v(c) stacionarni bod, o némz snadno ukazete, ze jde o maximum,
a dopocitate, ze to odpovida 21 000 klientd, a maximalni zisk pak ¢ini 22 050 000
Ké. Téhoz vysledku dosdhneme derivovanim funkce v(k).

Zavislost ceny na poctu klientt a obdélnik maximalniho vynosu:

cena

2000 -~
1500
1000

500 -

L L L L klienti
0 10000 20000 30000 40000

vynos(mil.K&)

20

Zavislost vynosu na cené a bod maxima: % 500 fo0 1800 2000 conalk®)



