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Metrické prostory, topologie R"

1. Jako vzdélenost mezi dvéma misty na tizemi CR definujme jako

a) vzdalenost na mapé b) nejkratsi vzdalenost jizdy autem c) cena
jizdenky CD. Jde v téchto piipadech o metriku? (Pro pfipad b), c)
ji chapeme pouze na takové podmnoziné, kde méa funkce vzdalenost
smysl.)

. Ovéfte, zda nasledujici mnoziny posloupnosti x = (x1, za, .. .) jsou me-
trické prostory.
) Mnoiina l1 v8ech posloupnosti spliiujici >°° | |z,| < oo s metrikou

) Mnozma lz vSech posloupnostl spliujici 3500, |z,|* < 0o s metrikou
(z,

1
o(z,y) = (oL [vn — Ynl?)?
c) Mnozina [, vSech posloupnostl spliwujici sup,, |z,| < oo s metrikou

. V R? s obvyklou metrikou najdéte uzavéry grafti nasledujicich funkci

a)
flx) =

b) f(z) = D(z) (Dirichletova funkce).

sin% x#0
0 x =0

. Najdéte vnitiek, uzavér a hranici nasledujicich mnozin

a) Mnozina vSech racionalnich ¢isel z intervalu (0,1) C R

b) Mnozina viech (z,y) € R? splitujicich nerovnosti
Pyt <1, y>0

¢) Mno#ina viech (z,y,2) € R? spliiujicich nerovnosti

2| <2’ +y* <1

d) R\ {;n € N}
e) Jednotkovy kruh se stiedem v po¢atku bez usecky [—1;1].
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10.
11.

12.

. Které z nésledujicich mnozin jsou oteviené resp. uzaviené

a) Mnozina vsech (z,y, z) € R? spliiujicich nerovnost
z? + y2 +22>1.
b) Mnozina viech (z,y, z) € R* spliiujicich nerovnost

l<a?+y*+2° <2

. Najdéte vnitfek a uzavér mnozin (v zavislosti na ¢t € R)

M, = {(x,y) € R (|z| + [y[)e” D) < ¢},

Je mnozina
M = {(z,y,2) € R*2 < azyz < 4}

omezena?

. Dokazte omezenost mnoziny

M = {(z,y) € R*2° + y° — 2zy = 0,2 > 0,y > 0}.

. Dokazte souvislost mnoziny

M ={(z,y) € R2§1’4 + |arctg x| + y2e|y| = 2}.
Nechf A C X. Dokaite, 7e 0A = AN (X \ A).

Necht A, B ¢ RY. Ukaite, ze (0A x B) U (A x 9B) C 9(A x B). Kdy
plati rovnost?

Necht X, Y jsou metrické prostory (popi. RY, R¥ pokud vam to po-
miize pro lepsi predstavu). Necht A, B C X. Dokazte
) A =int AUOA (disjunktné)
b) X =int AUext AU OA (disjunktné)
c) A je nejmensf uzaviend nadmnozina A
d) int A je nejvétsi oteviend podmnozina A
e) ext A je nejvétsi oteviend mnozina disjunktni s A
f) 2o € A pravé kdyz existuji z,, € A, z,, — 1
g) AUB=AUB
h) Plati analogické tvrzeni pro prinik?

(a
(
(
(
(
(
E
(i) Je-li F: X =Y spojité, je F(A) C F(A).
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Metrické prostory

Stefan Banach a jedna z jeho vét

1.

Metodou postupnych aproximaci naleznéte FeSeni rovnice 3’ = ay,
y(0) = k. Ovéite na zakladé Banachovy véty, Ze metoda postupnych
aproximaci na vhodném prostoru konverguje.

Metodou postupnych aproximaci naleznéte ptiblizné feseni rovnice 2z +
sinx = 1. Ovérte na zakladé Banachovy véty, ze metoda postupnych
aproximaci na vhodném prostoru konverguje.

Metodou postupnych aproximaci naleznéte ptiblizné feseni rovnice

1 1
y(x) = 5/ mQSy(s) ds + .
0

Ovéfte na zakladé Banachovy véty, ze metoda postupnych aproximaci
na vhodném prostoru konverguje. Srovnejte toto feseni s pfesnych fese-
nim, které lze hledat ve tvaru y(z) = az? + .

Dokazte: pro kazdé 0 < a < 1 konverguje posloupnost

1
Tyl = Ty — 5(:15% —a), x=0

k hodnoté /a (iteracni metoda vypoc¢tu odmocniny).

Funkce vice proménnych

Limita a spojitost funkci vice proménnych
Spoctéte nasledujici limity

lim (22 +¢? z?y?
(%y)—>(070)( Y )

lim _ Tty
(@) |—o0 X2 — xY + Y2



10.

11.

12.

2 + y2
1m _—
()| —oo x* + y*

sin zy

lim
(z,y)—=(0,0) @
. 26 4 o8
lim
(z,9)—(0,0) 2 — y?

2zy

lim .
(2,)—(0,0) 22 4 y?

Ukazte, ze pro funkci

2202
@) = =y
plati
:lcig%)(;z%f(:v,y)) = grg)(}ciggf(az y)) =0,
ale
e o @)
neexistuje.

Ukazte, ze pro funkci

1 01
f(x,y)—(x—l-y)sm;smy

limity
lim(lim f(2,y)) a lim(lim f(z,y))

z—0 y—0

neexistuji, ale

lim z,y) =0.
(m,y)—)(0,0),:Jc.y;éOf( y)
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