Matematickd analyza NOFY151, ZS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 4 — ReSeni

V dlohéch 1-3 spoctéte primitivni funkci na maximalnich intervalech, kde existuje, a
urcete tyto intervaly.

1. (1 bod)

2sinx — cosx
—5 dx
3sin” x + 4 cos? x
Tento integrand lze napsat jako soucet dvou funkci tak, aby pro kazdou z nich slo

pouzit jednoduchou substituci cos x nebo sin x:

2sinx — cosx 2sinx COS &
- dr = dr — —5 —5—dx =
3(1 —cos?x) +4cos?x 3sin”z 4 4(1 — sin” z)

3sin®x + 4 cos?
’e
_ /ﬂdx_/j&dx:ﬂ(x)_ﬁw)

3+ cos?x —sinz
Pak u Fj(z) pouzijeme substituci [y = cosz,dy = — sin zdz|, takze
—2dy / Zdy p y
5 = arctg —,
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U Fy(x) pouzijeme substituci [y = sinx, dy = cos zdz], takze

/ dy 1/ 1 LN L yt2
= — RN = —In|——-o
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1 sinz + 2
F =-ln|——
2(7) 4 . sinz — 2|’
a celkové
2 cosr 1 sinx + 2
F = ——— arct - - _— C.
() \/§ang V3 4 sina:—Q‘ *

Druhou moznosti pro vypodet Fy(z) je pouziti [ f"yz = argtgh y takto:

2%2% 1 i
/—COS, x2 dx :/—2, 5-dr = — argtgh i )
4 4(1 — (M) ) 2 2

—sSm-xr
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coz je ovSem diky pfevodnim vztahtim pro hyperbolometrické funkce totéz jako Fy(x)

v puvodnim tvaru.



Integrand i primitivni funkce jsou spojité na R.

Kdo si nevsiml této moznosti rozlozeni na dva integraly, musel pouzit pracnéjsi sub-
stituci y = tg 5, kterd vede na vysledny tvar (uvadim jej uz bez vypoctu)

1. tg?Z2 —tgZ 41 2 2tgs — 1 2tg s +1
G(z)=-1In g22 83 + — actgg——arctgL + C"
47 tg?2+tg2+1 /3 V3 V3

ktery neni definovany v bodech tvaru (2k + 1)7. V téchto bodech je ovSem oboustrana
limita rovna nule, takze pti lepeni nemusime posouvat o zadnou konstantu a pouze v téchto
bodech dodefinujeme primitivni funkci nulou. To ndm napovida, Ze substituce y = tg 7
byla zbyte¢na. Porovnanim téchto dvou vysledki, dosazenych riznymi metodami, také
vidime, ze vyslednou primitivni funkci mizeme dostat v dosti odlisnjch tvarech, které
se na prvni pohled pfili§ nepodobaji. Je dobré si uvédomit, ze obé funkce F' i G jsou
primitivni ke stejné funkci na stejném intervalu (R) a tudiz se museji lisit jen o konstantu,
ktera vSak nemusi byt nulovd. Snadno ji uréime dosazenim nékterého bodu, napf. nuly,

do obou funkei: )

F(0) = Nl

arctg — arctg —

~ e g GO =

takze

F(z) = G(x) +

arctg —

V3

1 /2—
/ -1/ :de
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Volime substituci [y = /=5, dy =/ 23 Q(Jl—g)a} , spocteme [x = 3yy22:12, dr = (yfﬁdy]

Integral se tedy prevadi na

/y +1 2 J _/ 2y p
32+2 7V prr12? W+ )B2+2)

coz snadno rozlozime na parcialni zlomky: sice nelze pouzit zakryvaci metodu a musime
tedy porovnavat koeficienty, ale jelikoz jsou vsude jen sudé mocniny y, je jasné, ze v Ci-
tatelich budou jen konstantni ¢leny, konkrétné vyjde 2 a —4. Tedy integrujeme

2 4 1 4 3
dy — dy = 2arctgy — 2 | ————dy = 2arctgy — — arct °
/x2+1y /3y2—|—2y aretey /gy2+1y aretey \/garcg<\/;y>

a tedy

V3

2. (1 bod)

2—z 4 3(2—1x)
F(x) =2arct — —arct —(+C
(x) arctg 4/ — \/garcg 2 —3) +

Integrand i primitivni funkce jsou spojité v intervalu (2, 3).



3. (1 bod)

/ dx
3cosx+2sinx + 5
Pouzijeme jedinou moznou substituci y = tg 5, pro niz je

dx o T 1 1—y 2y
dy = 5——55, C08 o =———, COST=—>, sinx=——,
2cos? 2 2 1492 1+y? 1+y?

vyraz upravime na

/ 2 cos dx
3cosx +2sinz +5 20082§

coz po substituci a nékolika snadnych tpravach vede na integral

2

/ 1+y / dy
31y y2+2y+4

1+y

Vyraz ve jmenovateli nema redlny koten, takze pomoci doplnéni na ctverec jej prevedeme
na
1 y+1

/ﬁ((y—jg)2+1) R

takze dostavame primitivni funkci

&
Sle

Ovsem tato funkce neni definovana v bodech tvaru 7 + 2kw, zatimco ptvodni funkce je
definovana a spojita v celém R (zkontrolujte, ze jmenovatel se nikdy nerovné nule!), proto
mé primitivni funkci také v celém R, takze musime lepit. Snadno spoc¢teme jednostranné
limity
T
lim I(z)= lim I(z)=+—+
—(m+2km)F ( ) T—oTF ( ) 2\/57

takze klademe

1 tg 5 +1

F(z) = 7 arctg —=—— hm pro x € (—m + 2kmw, 7w + 2km)

3B
s km

F(z) = |—=+ —=prox =m+2knm

2V3 V3

a vysledkem integrace je tedy F'(x) + C, spojita v celém R.




4. (1 bod) Spoctéte limitu
lim (sin )% *
=7

a vse Ffadné zduvodnéte.

Jedna se o limitu ve tvaru exponencialy, typu ,,1°°“, takze piSeme

L= lim (sinz)®* = X, K = lim tg? z In(sinz),

s us
=7 =7

coz je limita typu oo - 0. Pfevedeme ji na podil, abychom mohli pouzit L’Hospitalovo

pravidlo:

¥ — lim ln(sinx) _ lim ln(six;x).
=T (tg?x)"! 2= cotg?x

Snadno zjistime, ze se jedna o limitu typu % (limita Citatele i jmenovatele je ziejmé 0),
proto miizeme aplikovat L’Hospitala:

Cos T

KzlimL:lim—:—,
e=I 2cotg r——p- a—i 2 2

sin” x

¢ili tato limita existuje a proto existuje i limita K a je rovna téze hodnoté. Zavérem
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