Matematickd analyza NOFY151, ZS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

~

Domaci ukol ¢. 3 — ReSeni

V tlohach 1 a 2 spoc¢téte primitivni funkci a provedte kontrolu vysledku derivovanim.

1. (0,5 bodu)
/ 2% cos 2xdx

Pouzijeme metodu per partes: v prvnim kroku polozime f(x) = z?, f'(z) = 2z, ¢'(z) =
cos 2z a snadno si uvédomime, ze pak musi byt g(z) = %sin 2z. Proto

1 1 1
F(z) = /xQ cos 2xdx = 51'2 sin 2x — /2;1:5 sin 2zxdx = 5.732 sin 2x — /azsin 2xdz.

Zde pouzijeme per partes podruhé, nyni klademe f(z) = z, f'(x) = 1,¢'(x) = sin2z a
dopodteme g(z) = —3 cos 2z, takze

1 1 1
F(z) = =2*sin2x — | —=xcos2x + [ = cos2zdx
2 2 2

Jelikoz posledni uvedena primitivni funkce je isin 2z, méame nakonec

1 1 1
F(z) = §x281n2x+§xcos2a:— Zsin?x +C

Derivovanim provedeme kontrolu:
1 1 1 '
(§x2 sin 2z + éx cos 2x — 1 sin 2x> =

1 1 1
=  —(2wsin2x + 2 - 2cos2z) + §<COS2£L' —x-2sin2zx) — ZQCOSZx = 2% cos 2

2. (0,5 bodu)

/ cos® xdx

/cos5 xdx = /(COS2 x)? cos xdxr = /(1—sin2 r)? cos xdr = /(1—2 sin® z+sin ) cos vdw

Integral prepiseme do tvaru
Vidime, ze funkce v zavorce je ,polynom v sinu“ a ta je vynasobena derivaci sinu, takze
ziejmeé lze pouzit prvni substituci y = sinz, dy = cos xdx. Pak tedy integrujeme

2., 1
/1—2y2+y4dy=y—§y5+gy5



a zpétnou substituci dostavame

2 1
F(z) :sinx—gsin3x+gsin5x +C

Derivovanim provedeme kontrolu:

!
. 2 . 3 1. 5 s 2 i 4
sint — —sinz + —sin’x | =cosx — 2sin“xcosz + sin” x cosx =

= (1 —2sin*z +sin ) cosz = cos” z

V dlohach 3-5 spoctéte primitivni funkci na maximalnich intervalech, kde existuje, a

x
/x3_1da:

Pro jmenovatel plati 2> — 1 = (z — 1)(z* +  + 1) a zlomek snadno rozlozime na
L2t 2=1 ). Integral z prvniho zlomku v zavorce je In|z — 1| a integral z druhého

3\z—1 x24x+1/"
zlomku nejprve rozlozime na soucet

1/ 2c+1 3/ 1
S Ly [ —
2] 22+x+1 2) 224+x+1

z ¢ehoz prvni integral je roven %ln(av2 + x4+ 1) a druhy upravime:

3/ L 3/ 1 / }
— —_——axr = —
2) 224+ax+1 2) (z+1) % V3 (2 +

coz je pri pouziti substituce [y = 2“1 ,dy = fdx} rovno v/ 3 arctg % Celkove tedy

urcete tyto intervaly.

3. (1 bod)

1 1 2 1
F(z) = §<1n|x—1|—§ln(a:2+:c+1)+\/§arctg x\/—g >:

I W | s
= |-ln—F— + —arc .
6 22+x+1 /3 & V3

Integrand i primitivni funkce jsou spojité na (—oo, 1) U (1, +00).

4. (1 bod)
dz
/a:+\/5+2

Defini¢ni obor zadané funkce je (0, c0), pro ucely integrovani jej upravime na (0, 00).
Volime substituci y = /z, kterou lze zapsat i ve tvaru druhé substituce z = y*. Pfitom



y € (0,00) a v tomto intervalu mé substitu¢ni funkce y* nenulovou derivaci, tedy skutecné
mizeme pouzit druhou substituci s dr = 2ydy. Integrujeme tedy vyraz s nerozlozitelnym
jmenovatelem

2y / 2y+1 / 1 9 2 2y +1
——dy= | ——dy— | ——=dy = In(y"+y+2)——=arct
vt | it | ety = VitV
pricemz postup nalezeni posledniho integralu vynechavame, je to podobné jako v piredchozi
uloze.

Zpétnym dosazenim pak dostéavame

= —iarc —2\/5+1
F(z) = In(z + Vx +2) 7 tg( 7 >+C

a tato funkce mé také defini¢ni obor (0, co).

5. (1 bod)

/ dz
z(ln*z +2Inz — 8)

Ocividné se hodi substituce y = In x, ktera ulohu prevadi na integral

1
4
/y2+2y—8 v

ktery rozlozime na parcialni zlomky a zintegrujeme

1 1 1 1 1
S —— - ——)dy==(Injy—2| -1 4) = =1
/6(y_2 y+4)y S(nly =2/~ Inly+4) = <In

a po zpétném dosazeni tedy

y—2
y+4

1
F(x):gln +C.

Inz — 2
Inz+4

Jak je to ale s definicnimi obory? Pro integrand musi byt jednak x > 0 a jednak
Inz ¢ {2, -4}, dohromady tedy = € (0,e™*) U (e7,¢e?) U (€%, 00). Pro primitivni funkeci
plati zrejmé totéz.

Lukas Krump, 10.12.2024



