Matematickd analyza NOFY151, ZS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol &. 1 — FeSenli.

1. K danému vyroku zapiste jeho negaci. Rozhodnéte, zda plati ptivodni vyrok nebo
jeho negace, zdivodnéte.

a. (0,5 bodu)
Jee (—2,2)3d € (—2,2) i c#dNC* = d
Negace:
Vo€ (=2,2)Vd € (—2,2):c=dV P #d°
Plati ptivodni vyrok, staci vzit tieba c = 1,d = —1.
b. (0,5 bodu)
11
VreRJa€eZ Ibe (—5,5):x:a+b
Negace:
11
Jr e RVaeZVbe (—5,5):x7éa+b
Plati negace puvodniho vyroku, stac¢i vzit tfeba z = % (nebo kterékoli jiné ¢islo s

desetinnou ¢asti rovnou jedné poloviné), takové pak nelze napsat v pozadovaném tvaru.

2. Dokazte mnozinové rovnosti (A, B, ... zna¢l mnoziny).

a. (0,5 bodu)
(A\B)NnC=(ANnC)\(BNnCQC)

Néekteii z vas to dokazovali obrazkem — mnozinovym diagramem, nebo také vyctem
pripadi. Bral jsem to vse jako spravné feseni. Jinak lze psat:

(A\B)NC = (ANC)\B=(ANC)\ (BNCO),

pfi¢emz posledni rovnost plati diky tomu, Ze mnozina (A N C') je podmnoZinou mnoZiny
C, takze je jedno, zda od ni odebirdme B nebo (BN C).

b. (0,5 bodu) Je-li B, =(;_, A; pro vSechna n € N, dokazte, Ze

Na-N5
n=1 n=1



DokéZzeme kazdou inkluzi zvlast:

(inkluze ,C“) z € (),—, A, znamend, ze Vn € N : & € A,, proto pro kazdé takové
x plati, Ze je prvkem kazdé mnoziny B, (pro kazdé n € N), a tudiz je i prvkem jejich
pruniku.

(inkluze ,2%) z € (2, B, znamend, ze Vn € N: x € B, = ;_; A;. Tedy pro kazdé
n € N nélezi = do kazdé z mnozin A;,..., A,. Proto x nélezi do v8ech mnozin A, (pro
v8echna n € N) a tedy i do jejich priniku.

Jiny hezky zpisob, ktery nékteii z vas provedli, se zakladal na tvaze, ze pro kazdé
n € N je

BiNByN..NB,=AN(ANA)N...N(AN...NA,)=AN...NA,,
a tudiz totéz plati i pro ,priniky donekonecna“, jen se toto muselo spravné zapsat (bez
pouziti nedefinovanych symbolit).
3. (1 bod) Dokazte matematickou indukeci, Ze pro kazdé n € N, n > 2 plati
20-41- - (2n)! > ((n+ 1)H)™.

Hodné z vas se do tohoto prikladu zamotalo, ale daval jsem aspon ¢ast bodi za prove-
deny prvni indukéni krok a néjaky kus kroku druhého. Pojdme na to:

1. indukéni krok: pro n = 2 mame 48 > 36, OK.

2. induk¢ni krok: predpokladame platnost tvrzeni pro n, tedy tzv. indukéni predpok-
lad (IP)
20-41- - (2n)! > ((n+ 1)H)™ (1)

Chceme dokazat totéz pro n + 1, tedy
2041 - (2n)! - (2n +2)! > ((n+2)H)" T (2)
Diky (IP) vime, Ze leva strana nerovnosti (2) spliiuje
20400 2n)l- (2n 4+ 2)! > (n+ D)D" - (2n + 2)! (3)
a proto sta¢i dokdzat neostrou nerovnost mezi pravymi stranami vztahi (3) a (2)
((n41DH"- (2n +2)! > ((n 4 2))™. (4)
Pravou stranu jesté vyjadiime zptisobem, ktery nam bude za chvili uzitecny:
(n+1))"-2n+2)! > ((n+ 1)) (n+1)! - (n+2)" (5)

Tento vztah upravime ekvivalentnimi tpravami na vztah, ktery bude zfejmé platny a
tim bude proveden 2. indukéni krok. Nejprve obé strany vztahu (5) vydélime vyrazem
((n+ 1)H)", ¢imz dostaneme

(2n+2)! > (n+ 1!+ (n+2)"! (6)



a poté obé strany vydélime vyrazem (n + 1)!, takze
2n+2)-2n+1)-...-(n+2)> (n+2)"" (7)

Toto vSak uz zfejmé plati, protoZe obé strany maji stejny pocet Cinitelt (je jich n 4 1) a
kazdy cinitel vlevo je vétsi nebo roven n + 2, coz jsou Cinitele vpravo.

4. (1 bod) Ozna¢me mnozinu
M {1 € N}
={—n .
n’

Urcete maximum, minimum, supremum a infimum mnoziny M, pokud existuji, piipadné
ukazte jejich neexistenci, vSe podle prislusnych definic.

Vétsina z vas dokézala odhadnout, ze max M = supM = 1,inf M = 0 a min M
neexistuje. Ale jak to precizné dokazat?

Nejsnazsi je max M = 1, to se mizeme shodnout, Ze je ziejmé, a diky tomu také
sup M = max M = 1.

Dale vidime, zZe 0 je dolni zavora M, pro¢ je to ale nejvyssi dolni zavora? Muzeme
pouzit epsilonové kritérium: je-li ddno € > 0, najdeme x € M, splnujici x < ¢, takto: pro
dané ¢ < 1 jisté existuje n € N takové, ze n < % < n+ 1. Pak ziejmé ¢ > —— klademe

n+17
tedy x = -

—7- Tady mnoho z vas délalo chybu v tom, Ze jste brali tfeba x = 5, coz sice

lezi mezi 0 a ¢, ale jelikoZ ¢ je libovolné realné ¢islo, tak 5 obecné neni prvkem mnoziny M
(tedy zlomkem tvaru %), takze takto to = volit nemizeme. Zato nekteri Sikovné napsali
konkrétni pfedpis pouzivajici celou ¢ast ¢isla: x = [gl]%

A pak staci fici, ze pokud by existovalo min M, muselo by byt rovno inf M = 0 a
zaroven lezet v M, coz vime Ze nelezi. Anebo jste to mohli opét dokdzat pomoci epsilon,
coz vétsina z vas udélala (Casto se stejnou chybou jako u infima).

Lukas Krump, 28.10.2024



