Matematickd analyza NOFY152, LS 22/23, Cviceni s L. Krumpem

Vzorova pisemka ¢. 1

1. (5 bodw) VySettfete konvergenci a absolutni konvergenci fady, vSechny kroky fadné
zdtuvodnéte:
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(Symbol [z] oznacuje celou ¢ast redlného cisla x, tj. nejvétsi celé éislo, které je mensi nebo
rovné x.)

2. (5 bodi) V C vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci fady, vSechny kroky

radné zduvodnéte:
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Reseni

1. (5 bodw) VySetiete konvergenci a absolutni konvergenci fady, vSechny kroky radné
zdtvodnéte:

s Inn '

(Symbol [z] oznacuje celou ¢ast redlného cisla x, tj. nejvétsi celé ¢islo, které je mensi nebo
rovné .)

Nejprve si vSimneme, zZe ¢leny fady se daji napsat ve tvaru soucinu ¢, = a,b,, kde
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pricemz a,, by mohlo mit omezené castecné soucty a b, by mohlo konvergovat monotonné
k nule, takze Dirichletovo kritérium nam tak miZe zajistit konvergenci. Pojdme vS8ak obé
podminky ukazat. Nejprve si napiSeme posloupnost a,, = (—1,—1,1,1,—-1,—-1,1,1,...),
takzZe jeji Castetné souclty jsou jisté omezené (mezi —2 a 0). Dale lze upravit ¢len b, na
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bn: 3
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coZ mé ziejmé limitu 0 a to monotonné, coz lze zdfivodnit napi. tak, ze vn? 4+ 2++v/n2 + 1
je zfejmé rostouci posloupnost, Inn také, jejich pfevracené hodnoty jsou tudiz klesajici a
kladné a soucin takovych je tedy zase klesajici. VSe je ovéfeno a podle Dirichleta tedy
fada konverguje.

Nyni méa smysl vysetiovat, zda je tato konvergence absolutni ¢i nikoli. Rada absolut-
nich ¢lent je vlastné
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Réadi bychom nyni zjednodusili élen s odmocninami, pfevedli jej na néco znamého. Rady

s nezapornymi ¢leny sta¢i porovnavat pomoci (limitniho) srovnéavaciho kritéria, a snadno

<17 v . vn2 vn2 ves , v 7 vz . v
vidime, Ze lim ¥2—=2Evnetl — 9 ¢li nenulové koneéné éislo. Proto je konvergence fady
n—o0

>~ b, ekvivalentni konvergenci fady Y ——. Na tu se hodi (pouze) integralni kritérium,
podle néhoz je jeji konvergence ekvivalentni konvergenci Newtonova integralu, konkrétné
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takze tato rada diverguje, a tedy fada ze zadani ’konverguje neabsolutné |.




2. (5 bodii) V C vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci fady, vSechny kroky
radné zduvodnéte:
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Nejprve je potfeba se nenachytat a uvédomit si, ze * 5%~ = a4, a nikoli a,, (index

Vv a, je dany mocninou nad z, nikoli tim, jak koeficient a, ndhodou vypada). P¥itom pro
m # 4n je a,, = 0. Proto polomér konvergence pocitame takto:
lim %/a4, = lim
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a tedy . Stred kruhu konvergence je 0 a tedy vime, ze fada konverguje absolutné
pro |z| < 2, diverguje pro |z| > 2, a zbyva tedy vySetfit konvergenci na hraniéni kruznici
|z| = 2.

Nejprve se zbavime ,zbyteéného® ¢lenu arctgn?, ten ma konecénou nenulovou limitu,
dosahuje ji monotonné, takze podle Abelova kritéria je konvergence zadané fady ekviva-

lentni konvergenci fady
n

Zn-lﬁ".

n=1

Zkusime, co se stane pro z = 2 a vidime, Ze ¢leny fady budou tvaru
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tedy fada. Diky ¢tvrté mocniné ovsem existuji dalsi komplexni ¢isla, kde to
dopadne stejné, konkrétné jde o mnozinu &isel [ {2, —2,2i, —2i} |, ¢tvrtd mocnina kazdého

z téchto cisel je totiz rovna 16.

Zbyva rozmyslet situaci pro ostatni body na kruznici |z| = 2, tedy o body tvaru

_ o T : “ 4 _ 4i ZAn _ dipn
z—Ze@,gp%ki. Pro tato z je ovSem 2" = 16e™7, 4p # 2km a tedy 5 = €'

mé omezené Castecné soucty. A jelikoz % jde monotonné k nule, je podle Dirichletova
kritéria tato fada (pro vSechna takovad z) konvergentni, a z vySe uvedeného plyne, Ze

neabsolutné konvergentni ‘

Lukas Krump, 15.3.2023



