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Kapitola 8

Obycejné diferencialni
rovnice

V kapitole o primitivnich funkcich jsme udélali kratkou exkurzi do problematiky
diferencidlnich rovnic. V této kapitole znacné rozsifime pocet typt diferencidlnich
rovnic, které umime fesit a navic pridame i dikazy, které jsme ziistali dluzni.

Poznamenejme, ze v této kapitole budeme teorii budovat od zacatku a ne-
budeme pouzivat vysledky o diferenciadlnich rovnicich z kapitoly o primitivnich
funkcich, ¢tenar si je tedy nemusi zopakovat. Na druhou stranu, pokud ¢tendr pre-
feruje peclivé a dukladné sezndmeni se se vSemi pojmy diive, neZ je bude pouzivat,
doporucujeme mu, aby si nejprve procetl ¢ast kapitoly o metrickych prostorech,
kde jsou zadefinovany a studovany nékteré dulezité pojmy z teorie funkci vice
proménnych, které zde budeme pouzivat (zejména limitu a spojitost).

Pro ostatni ¢tenaie alespon tyto zédkladni pojmy stru¢né predstavime.

Od této kapitoly vyklad teorie ponékud zrychlime. Pfi citovani pouzitych vét
jiz nebudeme uvadét podrobné ovéreni jejich predpokladti mimo situace, kdy je
ovéfeni obtizné, jinak praci pfenechdme (asto bez varovani) ¢tenaii. Dale bu-
deme v odhadech pouzivat C jako (nejcast&ji multiplikativni) neskodnou kon-
stantu, kterd mtze z fadku na faddek ménit svoji hodnotu (vzpomerite si na dikaz
aritmetiky limit, kde jsme chtéli vzdy zkoumanou veli¢inu odhadnout nasobkem
¢ a na velikosti multiplikativni konstanty nezalezelo). Déle symbol 400 budeme
zkracovat na oo, kdykoliv bude jasné, ze pracujeme na R*.

8.1 Limita a spojitost funkci vice proménnych

vvvvvv

jsou v kapitole o metrickych prostorech). Na RY budeme pouzivat eukleidovskou
vzdalenost

lz—yl == (21— 1)+ + (anv —yn)>
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Pro bod 2z € RY a ¢ > 0 definujeme e-ové okoli bodu z jako

U(x):={y eRY: |y —z| < e}
Prstencové e-ové okoli zavadime piedpisem P.(z) = U.(z) \ {z}. Je-li A C RV,
o bodu zy € RN fikdme, 7e je hromadngym bodem mnoziny A, jestlize kazdé jeho
prstencové okoli mé neprazdny prunik s A.

Definice 8.1.1 (Oteviena mnozina). Rekneme, 7ze Q2 C RV je oteviend mnozina,
jestlize ke kazdému jejimu bodu existuje okoli, které je celé obsazené v ).

Definice 8.1.2 (Limita funkce). Necht f: RY — R, 29 € RY je hromadnym
bodem Dy a yo € R. Rekneme, 7e zobrazeni f méa v bodé zq limitu yo, jestlize

Ye>0356>0 x € Ps(xo) N Dy = f(x) € U:(y0)-
V takovém piipadé piseme lim,_,,, f(x) = yo nebo f(x) — yo pro & — xo.
Definice 8.1.3 (Spojitost). Nechf f: RY — R a xg € D;. Rekneme, Ze zobrazeni
f je v bodé g spojité, jestlize
Ve >035>0 xz € Us(zo) N Dy = f(z) € U(f(z0)).
Cviceni 8.1.4. Rozmyslete si, ze zobrazeni f: (z,y) — x je spojité viude na R2.
Véta 8.1.5 (Aritmetika limit). Nech? f,g: RN — R a zg € RN je hromadny bod
D;NDgy. Nechtlim,_,,, f(z) =A€R alim,_,,, g(x) = B € R. Pak
(i) limg—q, (f(z) + g(z)) = A+ B
(ii) limy—q, f(x)g(z) = AB
1. flx) _ A
(iii) pokud B # 0, plati limy s, ) =B
Poznamka 8.1.6. Automaticky také plati aritmetika spojitosti.
Poznamka 8.1.7. Pojmy limita a spojitost se daji rozsifit rovnéz na f: RN —
R™. Spojitost zadefinovand pomoci okoli je ekvivalentni tomu, Ze je spojita kazda
slozka f. Podobné pro limitu.
Véta 8.1.8 (O spojitosti slozeného zobrazeni). Necht f: RN — R™, g: R™ — R
axg € RN. Je-li f spojité vxg € RN a g spojité v f(xg), pak go f je spojité v xg.
Véta 8.1.9 (O limité slozeného zobrazeni). Nechtf f: RY — R™, g: R™ — R* a
zo € RN je hromadnym bodem Dyoy. Nechtlim, 4, f(x) = yo € R™, limy_,,, 9(y)
= 29 € R* a je splnéna alespori jedna z podminek:
(1) ezistuje prstencové okoli bodu xq, kde vnitini zobrazeni f nenabjvd své limitni
hodnoty yo
(ii) vnéjst zobrazeni g je spojité v bodé yq.
Pak lim,_,,,(go f)(z) = 2.
Piipometime jests, ze pro f: RY — R, g € RV ai € {1,..., N} definujeme
i-tou parcidlni derivaci funkce f v bodé = predpisem
of(x) i floy, .oz, 2+ hyxig,. ., on) — f(o)
———= = lim ,
83@- h—0 h

pokud existuje vlastni limita napravo. V piipadé vektorové funkce! f: RV — R™

LVektorové funkce budeme znacit tuénym fontem.
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. s e o . Of;
se analogicky zavadi i-t4 parcidlni derivaci j-té slozky funkce f a znaci se 8—{3{.

8.2 Zakladni pojmy

Definice 8.2.1 (Oby¢ejna diferencialni rovnice). Necht n € N a f: R"*2 — R.
Pak

f($7y7y/7"'7y('n)) :O (8~2-1)

se nazyva skaldrni obycejnd diferencidlni rovnice n-tého radu.

Priklad 8.2.2. (i) Do naseho piipadu spadé tieba rovnice matematického kyva-
dla 3" +y = 0.

(ii) Rovnice vedeni tepla w = % je parcialni diferencidlni rovnice. Timto
typem rovnic se zatim nebudeme zabyvat. Poznamenejme alespoii, Ze teorie par-
cidlnich diferencialnich rovnic je komplikovanéjsi nez teorie rovnic obycejnych.
(iii) Model dravec—kofist s parametry a,b,c,d > 0

2/ (t) = ax(t) — bx(t)y(t)
y'(t) = —cy(t) + dx(t)y(t)

je systém obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu. Systémy se nékdy daji prevadét
na jednu rovnici vyssiho fadu. Tim se budeme také zabyvat.

Definice 8.2.3 (Resen{ oby¢ejné diferencialni rovnice). Funkci y: (a,b) — R na-
zveme fesenim obycejné diferencidlni rovnice (8.2.1), jestlize

e y ma na (a,b) vlastni derivace n-tého fadu

e pro v8echna z € (a,b) plati (8.2.1).

Casto bude mo#né rovnici (8.2.1) prepsat do tvaru rozieseného vzhledem k nej-
vyssi derivaci
Y™ =gz, gy, ..y, (8.2.2)
kde g: R**! — R.
Budeme zde také uvazovat systémy obycejnych diferencialnich rovnic, ale pouze
prvniho fadu a rozireSené vzhledem k prvni derivaci. Pro vektorovou funkci y =
(y1,Y25---,Ym): R = R™ budeme pouzivat znafeni y' = (y1,...,y.,)-

Definice 8.2.4 (Systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu). Necht
F: R™+!l — R™, Pak

y =F(z.y)
je systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho Fddu (rozieSeny vzhledem
k prvni derivaci) pro m nezndmych funkei y1, ..., ym. Jeho feSenim na (a,bd) na-
zveme y = (Y1,--.,Ym): (a,b) = R™ spliujici

® y1,...,Yn maji na (a,b) vlastni derivace (prvniho fadu)

e pro viechna z € (a,b) plati y'(z) = F(z,y(z)).
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Uvedme si nyni nékolik piiklad. Budou ilustrovat, Ze obyéejné diferencialni
rovnice mohou slouzit k popisu riznych redlnych problémt.

Piiklad 8.2.5. (i) Rovnice popisujici radioaktivni rozpad
Necht N = N(t) je polet radioaktivnich ¢astic v ¢ase t. Necht jejich Gbytek (pocet
radioaktivnich rozpadil) je pfimo Gmérny jejich poctu, tedy

AN (t)
dt

= —AN(t), A>0.

Z¥ejmé tuto rovnici fesi N(t) = Ce ™, kde C je libovolna (vzhledem k fyzikalni
tloze kladna) konstanta. Zndme-li podet Gastic v Case ¢t = tg, tedy N(tp) = Ny,
pak

N(t) = Noe~t=t0)

fesi nasi ulohu. Pozdéji si ukazeme, ze toto feSeni je jediné a TeSi rovnici pro
libovolné t € R, i kdyz v dané tloze néas typicky zajimaji pouze hodnoty t > tg.
(ii) Rovnice popisujici rast poc¢tu obyvatel

(a) neomezeny rist
V tomto pripadé je prirastek poc¢tu obyvatel pfimo tmérny poctu obyvatel v daném
okamziku, tloha je tedy dosti podobna predchozi tloze o radioaktivnim rozpadu.
Potom

dN(t)

dt

Analogicky jako vyse, pokud zndme Ny = N(tg), pak

=aN(t), a>0.

N(t) = Nye~(t—to),

Vsimnéme si, ze N(t) — oo pro ¢t — oo.

(b) omezeny rist

Predchozi tloha méla tu nepfijemnou vlastnost, ze pocet obyvatel mohl rist nade
vSechny meze, coz neni prilis redlné. Proto se ¢astéji predpoklada, ze pocet obyvatel
nemize prekrodit jistou pfedem danou mez P ,x. Odpovidajici rovnice je potom
napiiklad

= aN(t)(Puax — N(t)), o >0.

Je-li opét Ny = N(to) € (0, Pmax] (jinak tloha nemé rozumny smysl), lze ukézat,
zZe
PmaXNO

N = R P — NoJo Pl

Dostali jsme takzvanou logistickou kfivku. Ziejmé N(t) — Ppax pro t — oo.
V obou pripadech je feseni urceno jednoznacné.
(iii) Pohyb hmotného bodu
(a) jednodimenziondlni pripad
Jestlize se hmotny bod miiZze pohybovat pouze ve sméru osy x a oznacime-li ()
t)

. v o dm(t) .. Ve, s _ d2ZE(
jeho polohu v ¢ase ¢, potom v(t) = =3~ je jeho okamzitd rychlost a a(t) = g
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jeho okamzité zrychleni. Ptsobi-li na hmotny bod sila f(¢,z,v) = f(t, x(t), dgfi(tt) ),

dostavame z Newtonova pohybového zakona rovnici

d2x(t) dx(t)
m = flt,z(t ,7>
dt2 f( ) ( ) dt )
kde m je hmotnost ¢astice. Aby mohlo byt feSeni ddno jednoznacné, je tieba
predepsat dvé hodnoty (rovnice je druhého fadu), tedy
dx(to)
z(ty) = xo, =
(to) =m0,
Je mozno ukézat, Ze za jistych (fyzikdlné rozumnych) pfedpokladt na funkei f je
feSeni skuteéné dano jednoznacéné. OvSem nalézt Feseni neni jednoduché a zalezi
na tvaru této funkce. Dokonce v mnohych pripadech nelze ekat, Ze by feseni slo
vyjadfit pomoci elementarnich funkci.
(b) tridimenziondlni pfipad
V tomto pfipadé jiz nevystadime s jednou obyc¢ejnou diferencidlni rovnici (tedy
skaldrni rovnici) a musime uvaZzovat systém t¥i obycejnych diferencidlnich rovnic
druhého fadu. Dostavame

A0 i e L)

0 e )

d%z;5(t dx(t
" dSZ():F‘Q’(t’X(t)’ dgf))'

Pripadné je mozno tento systém zapsat vektorovée

(i 20

kde F: R” — R3. Opét je tieba zadat poc¢ateéni polohu a poc¢atecni rychlost, tedy

dx(to)

X(to) = X, dt = Vo.

Reseni této tilohy je jiz velice komplikované i pro relativné jednoduchou funkci F.

Ukazme si jesté, jak se pfevadéji systémy rovnic prvniho fadu na jednu rovnici
vyssiho fadu a naopak. Rovnici typu (8.2.1) lze na systém rovnic 1. fadu prevést
vzdy, stejné tak rovnici typu (8.2.2) lze pfevést vidy na systém rovnic prvniho
tfadu rozteseny vzhledem k prvni derivaci. Naopak, systém rovnic 1. fadu lze na
rovnici n-tého fadu prevést pouze v nékterych pripadech.

Piiklad 8.2.6. (i) Uvazme rovnici ¥’ 4+ 2y” + v’ = 2yz. Ozname u =y, v =y’
a w = y”. Dostdvame

l

u v
l

v w
!

w

= 2w — v+ 2zu.
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Podobné rovnici typu (8.2.2) 1ze na systém rovnic prvniho ¥adu (rozieseny vzhle-
dem k derivaci 1. fadu) prevést vzdy. Staci pouzit analogicky postup jako vyse.

Obecné pak u rovnice n-tého fadu tvaru f(z,y,y/,...,y™) = 0 definujeme
» =y%* Y prok=1,...,n. Prvnich n — 1 rovnic mé tvar U}, = Ug+1 a posledni
je f(z,ur,ug,y ... up,ul) =0.

(ii) Uvazme systém
/
U = up +uz +ug
Uy = U — up — U3
li
Uz = U1 + Uz — U3.
Budeme se postupné zbavovat us a uz. Nejprve si z prvni rovnice vyjadiime us a
jesté jej zderivujeme.
ug =uj —uyg —uz a  uh=uy —u) —uj.
Vysledek dosadime do zbyvajicich rovnic
1 / / /
uf —uy —uy =wu; — (U] —up —ug) — us
/ /
ug = uy + (uy —uy —ug) — us,
coz po zjednoduseni dava
r_
U = U — 2uy
/A
Uz = uy — 2us.
Odtud se da vyjadrit us, které opét zderivujeme

1 1
uz = 5(—u’1’+u'1—|—2u1) a ugzi(—u'l”+u’1'+2u’1).

To dosadime do posledni rovnice

1
St Hul + 2uy) =y — (—uy +ug o+ 2um).
Ted uz staci jen vysledek zjednodusit a dostédvame

" " !/
uy +uy — 2u; —4uy = 0.

Postup z bodu (ii) z pfedchoziho piikladu lze pouzit v pfipadé soustavy rovnic
n
u;:Zaijuj—i—fi(w) 1=1,....n
j=1

s konstantnimi koeficienty a;; € R a f; majicimi kone¢nou derivaci fddu n — 1.
Nefunguje ale vzdy. Napiiklad soustava

!
Uy = Uy
/
U;2:u2

se takto prepsat ned4 (v tomto jednoduchém piipadé je vSak nesmyslné se o takovy
prepis pokouset).
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8.3 Zakladni existencéni véty

V nésledujicim textu budeme teorii budovat pro systémy rovnic prvniho fadu ve

tvaru
/

y = F(x’Y)

(kde F: R**! — R™ a hleddme y: R — R™). Vzhledem k tizkému vztahu mezi
systémem a rovnici vy$§iho fadu (jak jsme si naznacili vySe) se ziskané vysledky
po odpovidajici transformaci daji snadno pfevést i na skalarni rovnice vyssiho fadu
rozfesené vzhledem k nejvyssi derivaci (tj. ve tvaru (8.2.2)).

Definice 8.3.1 (Cauchyova tloha). Cauchyovou ilohou pro rovnici y’ = F(x,y)
na (a,b), kde F: R"™' — R™ rozumime hledani vektorové funkce y: R — R”
spliiujici y'(x) = F(z,y(x)) na (a,b) a y(xz¢) = yo, kde 2o € (a,b) a yg € R jsou
zadané hodnoty, které patii do defini¢niho oboru F.

Poznamka 8.3.2. Reseni y; na (a1,b1) a y2 na (as,by) budeme povazovat za
stejnéd jen v piipadé, ze (a1,b1) = (ag,b2) a y1 = y2 na (ag, by). Naopak, pokud
(a1,b1) # (a2, ba), Feseni povazujeme za riznd i v ptipadé, Ze y1 = y2 na (a1,b1)N
(ag,b2). Tento piistup mé dobry divod: FeSeni diferencidlnich rovnic totiz obdas
v nékterych bodech ztraceji jednoznac¢nost (mohou se ,rozvétvit*).

Definice 8.3.3 (ProdlouZeni feSeni). Necht y; Tesi rovnici y’ = F(z,y) na inter-
valu (a1,b1) a y2 ji Fesi na intervalu (ag, be). Jestlize (a1,b1) C (ag,b2) a y1 =y2
na (a1, b1), fekneme, Ze ys je prodlouZenim veseni y; (na interval (az,bs)). ReSeni
se nazyva mazximdlni, jestlize se neda prodlouZit.

Existenci a jednoznac¢nost davaji nasledujici dva vysledky, na jejichz dikaz
zatim nejsme vybaveni (oba ditkazy jsou uvedeny v kapitole o metrickych prosto-
rech).

Véta 8.3.4 (Peanova existenéni véta). Necht F: R"™1 — R" je spojitd na ote-
viené mnoziné  C R™ a (x9,y0) € Q. Pak existuje § > 0 tak, Ze na intervalu
(zo — 8,20 + 0) existuje Teseni Cauchyovy ulohy pro systém rovnicy’ = F(z,y) s
pocdtecni podminkou y(xo) = yo.

Véta 8.3.5 (Picard-Lindelsfova existenéni véta). Necht F: R"™t — R™ je spojitd
na oteviené mnoziné 0 C R"1, (zg,y0) € Q a F je na Q lokdiné lipschitzovskd
vzhledem k posledni n-tici proménnych. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze na intervalu
(zo — 0,xo + 0) existuje prave jedno TeSeni Cauchyovy tlohy pro systém rovnic
vy =F(x,y) s podateéni podminkou y(xo) = yo.

Poznadmka 8.3.6. Jednoznalnost ve vété vyse (a také vSude dal) chidpeme v
néasledujicim smyslu. Libovolné jiné feSeni prochdzejici bodem (xq,yo) se shoduje
s danym feSenim na pruniku defini¢nich obori.

Poznamka 8.3.7. Lokélni lipschitzovskost vzhledem k posledni n-tici promén-
nych znamend, Ze pro kazdé (xg,yo) € Q existuji K > 0 a ¢ > 0 takova, ze

|F(l‘aY1) - F(IaY2)| < K|y1 - y2| kdkahV ('r’yl)v (l‘,yg) € Z/{5((.T0,}’0)).
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Poznamka 8.3.8. Lipschitzovskost je podstatné pfisnéjsi podminka neZ lokalni
lipschitzovskost. Uvazte tfeba funkci = — 22.

Poznamka 8.3.9. Pfipomeneme-li si konstrukei, pomoci niz se z tlohy y(™) =
g(x,y, 9, ..., y" V) ziskd systém rovnic prvniho fadu, mame

F(‘T7u) = (U27U3, .- 'aUTM.g(I?u))'

Pro aplikaci Picard-Lindel6fovy existenéni véty (Véta 8.3.5) se pak hodi nasledujici
pozorovani. Funkce F je spojita na €2 pravé tehdy, kdyz g je spojita na 2. Podobné
pro lokalni lipschitzovskost v posledni n-tici proménnych. Spravna sada pocatec-
nich podminek (kompatibilni s teorii systémt rovnic) je y(zo) = o,y (x0) =
Yi, - 7y(n_1)($0) = Yn—1-

Jak bylo feceno vyse, obé existencni véty budou dokazany v pristi kapitole. My

si v nasledujicim pfikladu budeme ilustrovat metodu dtikazu na jednoduché tloze

Y=y, y0)=1 (8.3.1)

Priklad 8.3.10. (i) Nejprve ilustrujme na feSeni tlohy (8.3.1) dikaz Peanovy
existencni véty (Véta 8.3.4). Piedpoklady véty jsou ziejmé splnény. Vezméme in-
terval [0, 1] a rozdélme ho na n stejnych dilkt délky % Vezméme interval [O, %] a
feSme

W =1 ay(0)=1.
Volba pravé strany rovnice 1 souvisela s tim, ze diky pocateéni podmince vime, Ze
y(0) = 1. Zjevné

1
ly(x)=x+1, z€ [O’E]
Dale uvazujme interval [%, %], uvédomime si, ze z pfedchoziho kroku mame, ze

aproximace feSeni mé spliiovat y(%) =1+ %, a FeSme

1 1 1
2 =14, (o) =1+
n n n

Dostavame

o = (14 et (1= (0 5) e [L3]

Tedy pro 1 < k < n mame na intervalu [%,%} (pFipomertime, 7ze ﬁy(%) =
(1+3)%)

1\* k 1\%

=) () = ().

n n n

Proto N K 1\ okl
) = (1+2) 2+ (1-2)(1+5) @€, + ]
n n n nn

Napriiklad tedy
ny(l) = (1 + 7) —e'  pron — oco.
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Analogicky pak pro ,,y definované jako ¥y na intervalu [@, %]7 1<k<n

n

1\2n
ny(z)w(l—i—f) —e* pron— oo
n

ze pro spojitou funkci F' konverguje ,y k néjaké funkci y, kterd je spojita a dife-
rencovatelnd na daném intervalu a spliiuje danou rovnici.

(ii) Nyni si na tloze (8.3.1) ilustrujme dikaz Picard-Lindelsfovy existenéni
véty (Véta 8.3.5). Ziejmé plati

y(z) = /01‘ y'(s)ds + y(0).

Protoze y' =y a y(0) = 1, mame

o) = [ uods 1.

Neni té7ké ovéfit, ze spojitd funkce y Fesi tlohu vyse pravé tehdy, kdyz fesi (8.3.1).
Nyni polozme yy = 1 a definujme

yn(x) = /Ow ynfl(s) ds+ 1.

To tézké na dukazu Picard—Lindel6fovy existenéni véty je ovérit, ze takova po-
sloupnost m4 limitu, kterd fesi ilohu (8.3.1). V nasem piipadé ale mame

nx)=xz+1
2
yo(a) = 5+ +1
_ " xnfl )
Tedy
yn(z) = Z e
k=0

pro n — oo.
Tvrzeni 8.3.11 (O slepovani feseni). Nechty; 7esi dlohu y’ = F(x,y) na (a,b)

a yo Tesi tutéz dlohu na (b, ¢). Pokud navic plati

lim yi(z) = lim ya(z) =2z € R",
r—by r—b_

(limitu vektorové funkce pocitdme zvldst po jednotliviych sloZkach) a F je spojitd
v bodé (b,z), pak vektorovd funkce
vi(z) prox € (a,b)
y(z) =1z prox =b
ya(z) prox € (b,c)
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7est rovnici y' = F(x,y) na (a,c).

Dikaz. Nejprve si povSimnéme, Ze staci ukazat y'(b) = F(b, z). Spojitost F v bodé
(b,z) a predpoklad lim, 4, yi(z) = lim,_,_ yo(z) = z € R™ implikuji

lim F(z,yi(z)) = lim F(z,y2(z)) = F(b,2).

r—by z—b_

Podle Véty o limité derivaci (Véta 6.3.9) pak dostavame y’(b) = F(b,z) a jsme
hotovi. O

Poznamka 8.3.12. Otazkou je, kdy mizeme feSeni prodluzovat a ziskat feSeni
maximalni. Neptijdeme zde do detailt a jen si stru¢né predstavime mozné scénare.
(i) ,Narazime“ na hranici oblasti, na které m4 tloha smysl. Tedy prava strana
rovnice piestava byt spojita ¢i viibec definovand a nemuzeme pokracovat.

(ii) Ztstaneme nékde uvniti oblasti spojitosti, tedy nase feSeni y(z) je omezené
a prava strana rovnice ma smysl na néjakém okoli ,koncového bodu®. V takovém
pfipadé mizeme FeSeni ,prodlouzit“ do koncového bodu (v ném je feSeni nejen
spojité, ale i diferencovatelné) a miZzeme z toho bodu nalézt pokracovani FeSeni,
at uz pomoci Peanovy ¢ Picard—Lindelsfovy existencéni véty. Podle pfedchoziho
tvrzeni miizeme obé feseni napojit a feSeni tedy prodlouzime.

(iii) Reseni nam ,utece“ do nekoneéna, tedy |y(x)| — oo. Toto je typicky scénai
pro nékteré nelinedrni rovnice, pro linedrni rovnice se tohle nestane. Reseni pak
samoziejmé nelze prodlouzit.

8.4 Metody resSeni vybranych skalarnich rovnic
prvniho rfadu

8.4.1 Rovnice y = f(z)

Uloha
Y = f(z)
y(%) =1%o

mé v ptipadé, kdy f je spojitd na (a,b) a z¢ € (a,b), jednoznacéné feseni tvaru

y(z) =yo + (R) /x f(s)ds.

Existence a jednoznac¢nost plynou napiiklad z Picard—Lindel6fovy existenéni véty
(Véta 8.3.5; v nasem piipadé je F'(z,y) = f(x)). Platnost vzorecku plyne okamzité
z teorie Riemannnova integralu (Takzvand hlavni véta diferencidlniho a integrél-
nfho poctu, tedy Véta 7.5.12). V tomto pfipadé jsme také mohli jednoznacnost
dokézat pomoci Véty o nejednoznacnosti primitivni funkce (Véta 4.1.4), existenci
pomoci Véty o existenci primitivni funkce ke spojité funkei (Véta 7.5.13). Zde za-
tim nebylo dilezité, Zze jsme ve skaldrnim ptipadé, v ptipadé systému rovnic tohoto
typu bychom postupovali po slozkach.
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8.4.2 Rovnice y = g(y)

V této situaci je feSenim

dy

-1

y=G (z+C) kde G(y) ::/—.
’ 9(y)

Vysledny vzorec si 1ze pamatovat pomoci zjednodusené myslenky jeho ditkazu (ale

pozor, tato myslenka kuptikladu pouziva nedefinované znaky a nefesSi existenci

inverze, neni tedy dtikazem)

, dy dy / dy /
y =2 =gy ~ —2 —dzx > — = de =2+ C.
dr ) 9(y) 9(y)

Véta 8.4.1 (O feSeni rovnice y' = g(y)). Necht g: R — R je spojitd a nenulovd na

(o, B) C R. Necht G je primitivni funkce k y — ﬁ na (a, ). Pak na intervalu

G((o, B)) ezistuje inverzni funkce G™' a kaZdé mazimdlni feseni v Q = R x («, B)
md tvar
y(z) =Gz +0),

kde C € R, a je definovdno na intervalu
Io={z€R: Iye(a,f) Gly)=o+C)={r=2—C:zeG((aB)}
Navic kazdgm bodem (xo,yo) C Q prochdzi prdvé jedno mazimdlni veseni (v Q).

Diikaz. Krok 1: existence a diferencovatelnost G~1.

Diky predpokladim na g je % spojita, nenulova a neméni znaménko. Diky tomu
existuje ryze monotonni G (primitivni funkce k %), G’ je nenulové a neméni zna-
ménko. Podle Véty o derivaci inverzni funkce (verze pro funkci s nenulovou derivaci
neménici znaménko, tj. Véta 3.3.22) je G=1: G((«, B)) — (o, B) diferencovatelna.
Navic funkce 2 — G~1(z + C) zobrazuje interval I na («, 3).

Krok 2: y(z) = G~ 1(z + C) fesi tlohu 3’ = g(y) na I¢.
Na I¢ podle prvniho kroku miZzeme funkci o +— G~ (2 +C) derivovat a dostavame

d 1
y'(x) = @G_l(l‘ +0) = GG iz10) 9(G Mz +O)) = g(y(x)).
Krok 3: maximalita feseni tvaru y(z) = G~ !(z + O).
Odvodime spor v situaci, kdy g > 0 na (a,3) (tedy G=! je rostouci) a Feseni
umime prodlouzit doprava mimo interval I (v ostatnich pfipadech postupujeme
analogicky). PiSme (a,b) := I¢. Nejprve si pov§imnéme, Ze diky monotonii funkce
G~ mame

lim G Yz +C)= sup G (x4 C)=sup(a,B) =B.

zT—b_ z€(a,b)

Dale, je-li mozné teseni y prodlouzit za bod b, y je spojité v bodé b, a proto
y(b) = B. Ale 8 ¢ («, 8), neni tedy v definiénim oboru funkce g. To je ve sporu
s tim, Ze by mélo platit y'(b) = g(y(b)).
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Krok 4: jednoznacnost.
Uvazme napiiklad situaci, kdy ¢ > 0 na (a, ). Necht 7 je feSeni s definiénim
oborem (a,b). Pak
n'(z) = g(n(z)) >0  prow € (a,b).

Funkce n proto mé diferencovatelnou inverzi na 7((a,b)). Ozna¢me ji u. Pak pro
v8echna y € 7((a, b)) plati

oL L1
P =0 )~ ae) ~ 9(y)

Odtud u(y) = G(y) — C na n((a,b)). Pro x € (a,b) tedy dostdvame

p(n(x)) =Gn) -C <=  2+C=Gn)).

Nésledné x4 C' lezi v oboru hodnot funkce G, neboli (a,b) C I¢, an(z) = G~z +
).

Krok 5: existence feseni pro kazdou pocatecni podminku.
Necht (z0,y0) € Q = Rx(a, 8). Protoze G~! zobrazuje G((«a, 3)) na (o, 3), existuje
£ € G((a, B)) takové, ze yo = G1(€). Staci proto polozit C' := & — x¢ a pak funkce

y(z) =Gz +C) =G (z +& — w)

splituje y(zo) = G~1(€) = yo. O
Piiklad 8.4.2. (i) Necht o € R\ {0} a A € R. Uvazme tlohu

Pfedchozi vétu mlzeme pouzivat v situacich = R x (—00,0) a 2 = R x (0, 00).
Zde shodné mame

d dy 1
G(y)=/7y = [ = loglyl=x+C.
9(y) ay  «

Odtud, piseme-li e*¢ = K > 0,
|y‘ _ ea(w-{-C') = Koo,

Pii pocateéni podmince y(0) = A > 0 pouzivdme vétu na Q@ = R x (0,00) a
dostavame jednoznacné maximalni feSeni tvaru

y = Ae®”

definované na celém R. Analogicky se postupuje v pfipadé A < 0. Opét dostaneme

« e wiw

bychom podobné mohli postupovat i v pfipadé poc¢ateéni podminky tvaru y(zg) =
A pro A # 0, jen by nam vysla odlisnd multiplikativni konstanta.
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V situaci A = 0 predchozi vétu pouzit nemizeme. Snadno vSak nahlédneme,
7e funkce y = 0 je FeSenim. Podobné v pfipadé pocateéni podminky y(xg) = 0.
I tato feseni jsou jednoznacna. Kdyby totiz nejaké feSeni zaroven spliovalo tieba
y(x1) =0 a y(z2) > 0, z nasich vysledki pro 2 = R x (0, 00) by plynulo, Ze se toto
feSeni musi shodovat s néjakym feSenim tvaru Ke®®, ale pak by nemohlo platit
y(z1) =0.

Poznamenejme jesté, ze existenci a (lokdlni) jednoznacnost pro jakékoliv A € R
nam také zarucuje Picard-Lindelsfova existencni véta (Véta 8.3.5), nebot funkce
(z,y) — ay je spojita a lipschitzovské ve druhé slozce.

i

Obrazek 8.1: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice 3y’ = ay. PovSim-
néte si, ze aditivni konstanta z integrace se projevuje jinak, nez jak jsme tomu byli
zvykli u primitivnich funkei (tentokrat ma roli multiplikativni konstanty).

(ii) Necht A € R. Uvazme tlohu

Pfedchozi vétu miizeme pouZzivat v situacich Q@ = R X (—00,0) a 2 = R x (0, 00).
Zde shodné mame

dy dy 1
G(y):/—: — =——=zx+C.
9(y) y? y
Z pocatecni podminky dostavame C' = —%, a proto mame jednozna¢na maximalni
feseni
-1 1
A>0 = y= T na(foo,—>
-1 1
A< = y=—-7 na(—,oo).
r— 3 A

Prodlouzeni mimo popsané intervaly neni mozné diky nevlastnim limitam.

Pokud A = 0, moznym fesSenim je y = 0. Jeho jednoznacnost se da dokézat jako
u predchozi rovnice. To opét neni nijak pirekvapivé z pohledu Picard—Lindeléfovy
existen¢ni véty (Véta 8.3.5), nebot funkce (z,y) — 32 je spojitd a lokalné lipschi-
tzovska ve druhé slozce.



14 KAPITOLA 8. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

/
aaad

Obréazek 8.2: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice y' = 2.

(iii) Uvazme tlohu
Y (x) = 3y
y(0) =1.

Pfedchozi vétu mizeme pouzivat v situacich @ = R x (—00,0) a & = R x (0, 00).

Zde shodné mame
dy dy 1
G = / —_— :/ > = Y3 = xr + C.
W= 5 =) 377"

V piipadé pocéateéni podminky y(0) = 1 pracujeme na 2 = R x (0,00), a proto
mame jednoznac¢né maximalni Feseni

y=(zx+1)? na (—1,00).

Jednoznaénost a maximalita se tykaji mnoziny Q = R x (0, 00). Nepiekvapi tedy,
Ze nase feSeni je mozné prodlouzit predpisem

(z) = {0 pro x € (—oo, —1)

(z+1)® proz € [-1,00).

nebo

(x —«a)® prox € (—o0,q]
0 pro z € (o, —1)
(x+1)® proz e [-1,00),

y(r) =

kde o € (—o0, —1]. Jiné piipady nenastanou diky jednoznac¢nosti, kterou ndm dava
predchozi véta pro Q@ = R x (—o0,0).
Pfi pocate¢ni podmince y(0) = 0 je situace jesté o néco slozitéjsi. Obecné Feseni
ma pak tvar
(r —a)?® proz € (—o0,q]
y(z) = {0 pro x € (o, )
(x—B)° proz € [B,00),
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[ ot Xt X1 1k o A . 2
Obrazek 8.3: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice y' = 3y3.

kde —o00o < @ <0 < 8 < 0o (naptiklad & = —oo znamend, ze © = 0 na (—o0, 3] a
vétev (z — )3 v Teseni chybf).

Z pohledu Peanovy existenéni véty (Véta 8.3.4) existuje alesponl jedno feSeni
pro kazdou poéateéni podminku y(zo) = yo ((z0,%0) € R?), nebot funkce (z,y)
3y3 je spojitd na R2. Picard-Lindelsfova existen¢ni véta (Véta 8.3.5) se nedd
aplikovat na 7adné oteviené podmnoziné RZ, kterd obsahuje z-ovou osu, nebot
pak nemédme lokalni lipschitzovskost funkce (z,y) — 3y§ ve druhé proménné.

V predchozich pfikladech se ¢asto vyskytovala situace, kdy pro jisté 6 € R
plati g(8) = 0. Pak automaticky y = 0 je feSeni rovnice ¢y’ = g(y). Toto TeSeni se
nazyva trividlni reseni. Vidéli jsme, Ze v nékterych pripadech se da napojit trivialni
feSeni na FeSeni ziskand pomoci Véty o FeSeni rovnice ¢y’ = g(y) (Véta 8.4.1). Této
problematice se nyni budeme vénovat podrobné&ji. Necht v dal$im je 6 nulovy bod
funkce g a y = G~1(x+C) je feseni ziskané pomoci Véty o feseni rovnice y' = g(y)
na Q = (0,7) x R pro jisté 7 € (6, 00]. Tedy g je nenulovd a spojita na (0,7) a G
je monotonni na (6, 7). V této situaci vzdy existuji lim, ¢, G(y), lim,_,, G(y) a
feseni y = G~!(z + C) mame na intervalu s krajnimi body a := lim,_,9, G(y) —C
ab:=lim,_,, G(y)— C, nebot v nasi situaci plati

y=G Yz +0O) = x=G(y) —C.

Pokud jsou obé vysSe uvedené limity nevlastni, feSeni méame definované na celém
R, cozZ je jednak nejlepsi mozny vysledek z hlediska defini¢niho oboru feseni, zaro-
ven odpadad moznost slepit feSeni s feSenim trivialnim. V dalsim se tedy budeme
zabyvat tfeba situaci lim, 9, G(y) € R.

Tvrzeni 8.4.3 (O slepovéni FeSeni). Necht v situaci uvedené vySe je a € R a
funkce g je spojitd zprava v bodé 0. Pak lze v bodé a veseni y = G~ L(x + C) slepit
s trividlnim Tesenim identicky rovngm 6.

Diikaz. Pro jednoduchost znaceni uvazujme jen piipad g > 0 na (0, 7). UkaZme,

ze
e prox <a
V= G~ Yz +C) proz € (a,b)
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fesi lohu ¢’ = g(y) na (—oo, b). P¥ipometime, Ze plati

lim G~ Yz +0C) =0,

T—ra4
proto je y spojita funkce. Déle ze spojitosti g zprava v bodé 0 dostavame
]. x—>a+
— = g(G~ C 0) = 0.
- GGy~ C T O) T )
Proto Véta o limité derivaci (Véta 6.3.9) dava y/(a) = 0 a plati ¢'(a) =0 = g(0) =
9(y(a))). 0

Pokud je funkce g lipschitzovska na néjakém pravém okoli bodu 6, automaticky
nastane situace, ze a je nevlastni.

d ,_

Tvrzeni 8.4.4 (O nevlastni mezi definiéniho oboru feseni). Necht v situaci uve-
dené vyse je funkce g lipschitzovskd na [0,0+8) pro jisté § > 0. Pak je a nevlastni.

Diikaz. Opét se zabyvejme jen piipadem g > 0 na (0,7). Pak G je rostouci
na (6,0 + ) a pro libovolna 6 < & < & < 0+ § méme

(" dy - dy _ (7
G(€2)G(£1)/1 g(y) >/1 Wﬁ & m

= [log(y 9)]52 S0 .
Z toho zfejmé plyne dokazovany vysledek. O

Lipschitzovskost je pro vyse popsany jev podminkou postacujici, nikoliv nut-
nou.
Priklad 8.4.5. Definujeme-li
_ Jylogly[ proy#0
9(y) =
0 proy =0,

méame funkei, kterd je spojitd (podle Peanovy existenéni véty, tedy Véty 8.3.4,
méame FeSeni pro libovolnou poéateéni podminku y(0) = yo, kde yo € R) a plati

)
dy 5
= [log|logyl|]g = —o0
/o ylogy Hogloe vl

pro kazdé § € (0,1) (projde tedy konstrukce z pfedchoziho dikazu), ale g neni
lipschitzovsk4 na zadném okoli poc¢atku. Reseni rovnice y' = g(y) pak vypada
nasledovneé:

(i) Je-li A =0,=£1, je y(z) = A.

(ii) Je-li A > 1, je y(z) = €° o7 Hiostios

(iii) Je-li A € (0,1), je y(x) = :
(iv) Je-li A € (=1,0), j (x) —erHiow(] log [ 411)

(v) Je-li A < -1, je y(x ) = —e° Hlog(logm‘)

Vsechna fesSeni jsou definovana na R. Resem se nikdy nedotknou ani nuly, ani plus
¢i minus jednicky, takze neni t¥eba fesit napojeni feseni.

1+log |log A|
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8.4.3 Rovnice 3 = f(2)g(y)

Této rovnici se fikd rovnice se separovanymi promenngmi. Jejim TeSenim je

d
y=G YF(z)+O), kde G(y):/—yaF(x):/f(x)dx.
9(y)
Vysledny vzorec si lze pamatovat pomoci zjednodusené myslenky jeho dikazu
(tato mySlenka je ale opét zjednoduSena a nelze ji povazovat za dikaz)
dy dy dy
/

y === f(x)9(y) ~» —= = f(= de/—:/fat)dx:Fx +C.
T = 1(@a) = = =[x (@)
Vé&ta 8.4.6 (O feSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Nech? f: R — R je
spojitd na (a,b) C R a g: R — R je spojitd a nenulovd na (a, ) C R. Necht F
je primitiond funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce k y — @ na (a, B).
Pak na intervalu G((o, B)) ezistuje inverzni funkce G~ a kazdé mazimdlni veseni

v Q= (a,b) x (a, B) ma tvar
y(z) = G~ (F(z) + O),
kde C € R, a je definovdno na otevreném intervalu
I'={z¢€(a,b): Iy € (a,p) Gy) =F(z)+C}.
Navic kaZdym bodem (xo,yo) C Q prochdzi prdvé jedno mazimdini veseni (v Q).

Dikaz. Dtikaz se ziska nenaroénou modifikaci diikazu Véty o feSeni rovnice y' =
g(y) (Véta 8.4.1), kterou prenechévame tenafi jako cviceni. Jen diikaz toho, ze [
je otevreny interval, vyzaduje hlubsi zamysleni. O

Priklad 8.4.7. Hledejme obecné feseni tilohy 1 = 2?3; Po integraci dostavame
log y| = log 2 4+ C = y = Kz2.

Tento postup jsme mohli aplikovat na = (—00,0) X (—00,0), Q = (—00,0) X
(0,00), = (0,00) x (—00,0), nebo Q = (0,00) x (0,00). V piipadé pocatectni
podminky y(zg) = 0 je feSenim

y=0 na (—00,0) pro xg < 0 a y=0 na (0,00) pro xg > 0.

Slepovani feSeni zde neni mozné. Pokud bychom vSak pracovali s rovnici 2y’ =
2y, slepovat bychom mohli v poéatku (vSechna uvazovana feseni maji v poc¢atku
nulovou limitu a rovnéz nulovou limitu derivaci) a dostali bychom obecné FeSeni

y(z) =

K22 prox <0
Lz? pro x>0,

kde K,L € R. Jednozna¢nost by ndm daly podateéni podminky y(z1) = y1 a
y(z2) = y2, kde 1 < 0 < x2 a y1,y2 € R. Zajimavou variantou pfedchoziho
piikladu je tloha zy’ = y. Opét je porusena jednoznacnost v pocatku, ale Feseni
neni mozné slepovat v poc¢atku dle libosti.
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Obrazek 8.4: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice xy’ = 2y.

8.4.4 Homogenni diferencialni rovnice

Budeme se zabyvat rovnici tvaru

y/ = f(1'7y),

kde funkce f: R? — R je definovand na R? \ {0,0} a plati zde pro kazdé \ # 0

Poznédmka 8.4.8. (i) Funkce f je tedy konstantni na jednotlivych p¥imkéach vy-
chazejicich z poéatku (neuvazujeme hodnotu v pocatku).

(ii) Nazev tohoto typu rovnic je odvozen od nésledujici terminologie. Funkce
g: R?> — R definovana na celém R? je homogenni stupné o € N (nebo také a-
homogenni), jestlize pro viechna (z,y) € R%\ {(0,0)} a A > 0 plati

g(>\SC, )‘y) = )\ag(x’ y)

Podil dvou homogennich funkci stejného fadu vede na typ funkce, ktery uvazuje-
me v nasi diferencialni rovnici, jestlize jmenovatel je nenulovy na kazdém paprsku
vychézejicim z pocatku.

Rovnici feSime pro = # 0 (nakonec se ziskané vysledky pokusime slepit) nésle-
dujicim postupem. Nejprve si prepiSme

Py = f(e-102) = 1(12) = o(2)

xT

a definujeme pomocnou funkci z(z) = @ Opét si napiSme struéné (ponékud

nekorektni) schéma dofeseni tlohy. Postupujeme nasledovné

y(z) g9(z) — 2
y(@) = v2(2) ~ y/(2) = () + 2 (0) = (L) = g(a(@)) ~ () = T
a uplné napravo jsme ziskali tilohu se separovanymi proménnymi, kterou uz umime
fesit. Pfesnéji, podle Véty o FeSeni rovnice se separovanymi proménnymi (Véta
8.4.6) muzeme pouzit zminénou metodu v situaci, kdy funkce z — f(1,z2) — z je
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spojitd a nenulova na jistém (a, 8) C R a pracujeme na mnozinich 2 = (—o0,0) x
(a, B) a 2 = (0,00) x (a, ) (vychdzi ndm vysledek tvaru z(z) = H~'(log|z| +
C), kde H~! je inverzni funkci k h: z m) Protoze vysledné feseni z je
diferencovatelné, je diferencovatelné i y(z) = zz(z) a spliiuje pozadovany vztah

(@) = 2(@) + 22 (x) = o(=(2)) = 9 (Y2) = 5 (1.12) = f(ay)

na intervalech ziskanjych p¥i feSeni tlohy 2/(z) = % (zddny z téchto inter-
valli neobsahuje pocatek). Zbyva jesté ukdzat, ze Gloha 3y’ = f(z,y) nemiZe mit
jind TeSeni nez ta, kterd jsme ziskali vySe. To uz je ale snadné. Pokud je totiz y
feSenim tlohy y' = f(z,y) na néjakém intervalu neobsahujicim pocétek, je také
diferencovatelna funkce z := £ a dostdvame

gy _zfley —ez  fL2) -z

x? 22 x
Priklad 8.4.9. Resme tlohu ¢y = % + £. Po pouziti rovnosti y = xz pro x # 0
mame
L1 Co11
Z4+re =—+=2 — Z=——.
z Tz

Na jednotlivych kvadrantech pak mame

2
d
2 T

Odtud

2?2 =2(log|z| +C) =logz? +2C = y* =2*(logz®+2C) pro |z| > e “.

Obrézek 8.5: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feseni rovnice 3’ = £ + £. Pozor,

x
y
dvojice netrividlnich feseni y = +|z|+/log 2 4+ 2C neni mozné slepit.
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P¥iklad 8.4.10. Resme tlohu yy'+x = /22 + y2. Po tipravé (docasné se omezime
na z # 0, y # 0) dostavame

1 2
y = —lefy/1+ L5 -2

Y T Y
Odtud po pouziti rovnosti y = rz mame

1 1
24+ x2 = blgn.ﬁ*\/l +22 - -
z
a po upravé dostavame

o Isignavl+2? -1 — 22

x z

Proz < 0az <0 nebo z >0 mame

d
=— —x:—log|x|+0.
x

zdz
log(1 + 1+z2):/ — 1

Odtud pro K >0az € (—£,0)

K 2 K K 2
\/1+z2+1:m = 1+%+1:m — y2:<7_1)x2_$2,

Po upravé obdrzime
y* = K? - 2K|z|.

Na Q = (—00,0) x (—00,0) mame obecna Feseni tvaru

K
y=—VK?+2Kzx pro x € (—5,0).

Na = (—00,0) x (0,00) mame obecné Feseni tvaru

K
y=vVK?2+2Kzx proxe(—E,O).

Prox >0 a z < 0 nebo z > 0 mame

log“”zz_l):/uzzzm /* og €.

Odtud pro K >0ax >0

K K K N2
Vitz-1== — J1i+L 1-=2 — y2:(—+1)x2—x2.
X X X X

Po Gprave ziskavame
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Na Q = (0,00) x (—00,0) mame obecna FeSeni tvaru

y=—-vVK2+2Kzx pro z € (0,00).

Na 2 = (0,00) x (0,00) méme obecnd feSeni tvaru

y=vVK?+2Kz pro z € (0, 00).

Pro z = 0 miiZeme ¢ésti YeSeni ziskané na (— %, 0) a (0, 0o) slepit, nebot funkce 2
VK2 + 2Kz je tiidy Cl((—g, o0)) (vyraz yy' + x — /22 + y? je tedy spojity na
(—&, 00), a proto jeho nulovost na (—£, 00)\ {0} implikuje nulovost i v po¢atku).
Pro y = 0 pozaduje pavodni rovnice x = Vz2. Na (—00,0) proto neexistuje FeSeni
protinajici osu z. Na intervalu [0, 00) rovnost plati vidy, méme tedy ,trividlni“
feseni
y=0 na (0, 00)

(pojem FeSeni jsme definovali pro otevieny interval) a toto Feseni se zfejmé neda
slepit s zadnym Fesenim dfive ziskanym. Celkové tedy mame vySe popsané trividlni
feSeni a FeSeni tvaru

K
y=vVK2+2Kz a y=-vVK2+2Kz  definovand na (—5, OO).

S

Obrézek 8.6: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice yy'+x = /22 + y2.
Pozor, dvojice netrividlnich Feseni y = +v/ K? + 2Kz neni moZné slepit.

Poznamka 8.4.11. Pfedchozi pfiklad odpovida hledani tvaru zrcadla, pro které
jsou paprsky rovnobézné s optickou osou po odrazu soustredény do jednoho bodu.

Pfesnéji, pokud si na Obrézku 8.7 oznacime soutadnice bodu M (tedy pru-
sefiku drahy paprsku rovnobézného s optickou osou zrcadla a zrcadla) jako (zg, yo),
pak bod N = (x1,0) (prusecik osy uhlu uréeného drahou paprsku a optické osy
zrcadla) lezi na norméle k zrcadlu, tedy na pfimce

Y—%Yo = — (33—330)-

y' (o)
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M = (I‘O, ZUO)

Obréazek 8.7: Odvozeni rovnice yy'+x = /22 + y? z Glohy o hledéni tvaru zrcadla.

Dosazenim bodu N méame

(1 — a0)
—Y = — 1 — Zo),
y'(20)

tedy
z1 =y (0)yo + o.

Protoze trojihelnik M NP je rovnoramenny, je

x5+ g + |MP]> = [NP|* = 1,

y'(z0)yo + w0 = \/ 25 + Y5

Vysledné rovnice zrcadla je

proto

yy' o= +y?

dostavame tedy rovnici z Piikladu 8.4.10.

8.4.5 Rovnice, které lze pirevést na homogenni diferencialni
rovnici

Uvazujme rovnici typu
, ar +by+c
y =1 (*)
oax + By 4+

a predpokladejme, Ze a8 # ba. Pak méa soustava

ar+by+c=0
ar+PBy+v=0

jednozna¢né feseni (xo,yo) € R%. Polozme

§=xz—x9 a N:=Y-—"Yo
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(vlastné se jednd jen o posunuti soutadnych os do priisec¢iku piimek az+by+c =0
a ax + By +~ = 0). Okamzité pro funkci n: & — (&) := y(§ + z¢) — yo dostavame

dn
dg

coz je homogenni diferencidlni rovnice.
Pokud neni splnéna podminka af # ba, jedné se o snazsi ulohu, kterd pievod
na homogenni rovnici nevyzaduje. Abychom si toto ukazali, rozlisime tii ptipady.
V prvnim pfipadé je 5 =0 a o # 0, vlastnost a8 = ba pak dava b = 0 a mame

ulohu N
;o ax c)
¥y = f(a:r—i—’y ’

a(€+xo)+b(n+yo)+C) _ (a§+bn),

_dy _
(€)= dx(g—mgo)_f<04(5+$())+5(77+y0)+’7 al + Bn

ktera se resi integraci.
Ve druhém piipadé méme (o, ) = (0,0), formule ma pak smysl jen pro v # 0
a muzeme psat
, a b c
Y :f<fx+*y+f).
Y v Y
Pokud je nyni b = 0, tlohu opét fesime integraci. Pokud b # 0, definujeme novou
funkci z = %:z: + gy + % a dostavame

a b a b
d=—4 oy =+ —f2)

v v

coZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.
Konecné, ve tfetim pripadé mame 5 # 0 a vlastnost a8 = ba implikuje a = %a.

Odtud

b b b

am+by+c_ga$+§5y+c_b c— 37

frd — +7
az + By + az + By + B ax+ Py -+

a definice nové funkce z = ax + By + v dava

b
b ¢— 37
d=atfy =a+pf(o+—2),
B z
coz je opét rovnice se separovanymi proménnymi.

Poznamka 8.4.12. U pravé probiraného typu diferencidlnich rovnic jsme ¢tenaii
nenabidli pfehlednou vétu, ktera by popisovala presny tvar obecného feseni a jeho
defini¢nich oborid. Mame k tomu dva divody. Jednak se da snadno nahlédnout, ze
ve v8ech vysSe uvedenych situacich, které vyzadovaly zavedeni pomocné funkce z
¢i n, jsou vSechna feSeni puvodni ulohy pro y jednoznac¢né urcena vSemi FeSenimi
ulohy pro pomocnou funkci. Na druhou stranu, kupiikladu v situaci @ = 8 =0
a b # 0, na defini¢ni obor feSeni maji zdsadni vliv mnoziny nenulovosti funkce
z = % + % f(2), které nezavisi jen na chovani funkce f ale i na parametrech
a,b,vy. To ¢ini obecnou charakterizaci mnozin nenulovosti pomérné slozitou, tie-
baze v konkrétnich tlohéach se typicky o obtizny problém nejedné.
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Priklad 8.4.13. Resme tlohu

/ y+2 2
r-af ).
z+y—1
Soustava
Yo+2=0
To+y—1=0
ma TeSeni zg = 3 a yp = —2. Zavadime tedy novou proménnou £ := x — 3, novou

funkci n(§) := y(§ + 3) + 2 a dostavame

r=( )

Dostali jsme homogenni diferenciélni rovnici. RozliSujeme pfipady & € (—00,0) a
¢ € (0,00). Zavadime pomocnou funkei z := g (tedy n =¢zan =2+4+¢&2) a

mame
z )2 , 1 2842
= 7=
z+1 £224+22+1

z+§z':2(

Tim jsme pfesli k rovnici se separovanymi proménnymi. Trividlni feseni je z = 0
a dale dostavame

2242241
234z

_ [

dz = i =—loglé|+C.

2arctan z + log |z| = /

Oznadime-li vyraz na levé strané jako ®(z), neni tézké ovéfit, ze funkce @ je kle-
sajici na (—o0,0) a zobrazuje tento interval na R. Dale @ je rostouci na (0,00) a
zobrazuje tento interval také na R. Ozna¢me U, inverzi k restrikci ® na (—o0,0)
a WUy inverzi k restrikci ® na (0, 00). Pro kazdé C' € R proto mame ¢tvefici FeSeni

2z = Uq(—log|é| + C) na (—o0,0)
— Uy (~logle| +C)  ma (0,00)

zg = Wa(—log || + C) na (—oo,0)

zg = Wa(—log ] + C) na (0, c0).

Odtud méme po pfidéni trividlniho feseni (ziskaného ze z = 0)

m = &¥i(=logl¢| + C) na (—o0,0)
nz = §V1(—log[¢| + C) na (0, 00)
n3 = {Wa(—log[¢] + C) na (—o0,0)
= EWa(—log[¢| + C) na (0, 00)
N5 =0 na (—o0,0)
ng =0 na (0, 00).
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Koneéné dostavame (rovnou uvadime mnoziny, kde lze k zadané pocateéni pod-

mince nalézt jednozna¢né C)

y1 =2+ (r —3)¥y(—loglz — 3|+ C) pro ) = (—o0
ya = =2+ (x — 3)¥y(—log |z — 3|+ C) pro £ = (3,00
ys = =2+ (z — 3)¥a(—log |z — 3|+ C) pro Q3 = (—oo,
ys = =2+ (x — 3)Vy(—log|z — 3| + O) pro y = (3,00
ys = —2 na (—o0,3)

Yo = —2 na (3, 00).

73) X (_2700)
) X (—00,-2)
3

) X (_007 _2)
) X (_2700>

Priklad 8.4.14. Resme tilohu ' = cos(y — x). To odpovida situaci « = 8 = 0.

Definujeme pomocnou funkci z = y — x a dostavame

2=y —1=cosz—1

(povsimnéte si jesté, ze y Fesi tlohu y’ = cos(y—x) na n&jakém intervalu (a, b) pravé
tehdy, kdyz z = y — « Tesi Glohu 2’ = cos z — 1 na (a,b)). Druh4 uloha je rovnice se
separovanymi proménnymi feSitelnd na mnozinach tvaru Q := Rx (2km, 2(k+1)7),

k € Z, kde dostavame

d d
cotizf/ _ZQ :/ c :/dz:z+C’.
2 2sm§ cosz— 1

Na Q. pak mame
z = 2arccot(z + C) + 2km.

Mimo (J,c S0 jesté ziskavame trividlni feSeni
z = 2km.

Pro ptuvodni tlohu tedy dostédvame Feseni typu

y=2km+2x a y = 2arccot(z + C) + 2km + x.

N
NN

Obrazek 8.8: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného feSeni rovnice z’ = cos z — 1.
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Obréazek 8.9: Nacrt ¢asti nékolika vétvi obecného FeSeni rovnice y' = cos(y — ).

8.4.6 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu je rovnice typu

y'(x) + p(z)y(z) = f(o),

pro kterou uvazujeme pocateéni podminku

y(wo) = yo-

Piedpoklddame, ze p, f € C((a,b)), zo € (a,b) a yo € R. Tento typ rovnic jsme si
uZ predstavili v kapitole o primitivnich funkcich. Naudili jsme se feSeni metodou
integracniho faktoru a dokézali existenci a jednoznacCnost feSeni. Pro uplnost si
metodu integra¢niho faktoru stru¢né pripomeinime. Ptvodni rovnici pfendsobime
vyrazem e/ P(*) 4% 5 poviimneme si, Ze levou stranu je pak mozné napsat jako
derivaci soucinu

(el P2242) = yf @)el P00 4 pa)y(a)el P02 = fla)el v,

Odtud
y(z)el PO dr — /f(x)efp(fr) e 4p 4 O

a dostavame

y(z) = Ce™ [ P@)dz 4 o= [p(@)dz / f(z)e) P@)dz g

Diky poéatecni podmince nyni uréime jednoznatné C' € R (nebot e~/ 7(*)dz > ¢
na (a, b)), aby platilo y(zg) = yo. VSechny primitivni funkce existuji diky spojitosti
integrandi.

Poznamka 8.4.15. (i) Integracni faktor neni uréen jednoznacéné. Mizeme pouzit
jakykoliv jeho nasobek, coz je ostatné diévod, pro¢ se pii jeho hledani nestardme
o aditivni konstantu po integraci.

(ii) Diky tomu, Ze uz umime Fe$it rovnici se separovanymi proménnymi, uz neni
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nutné si vzorec e/ P(#) dz pamatovat, ale miazeme si jej odvodit. Skutecné, hledame-
li integrac¢ni faktor @ tak, aby

QY +py) = (¥Q),
feSime
QY +pQy=Qy +Q'y = pQy =Q'y —= Q' = pQ.

Rovnice plné napravo mé separované proménné a dostavame

logIle/%:/p(x)derC,

tedy pro K € R (pfipad K = 0 ndm dal trividlni feSeni)
Q(z) = Kel p®)dz,

Navic podle Véty o feSeni rovnice se separovanymi proménnymi (Véta 8.4.6) do-
stavdme vzdy FeSeni na (a, b) (diky spojitosti p(x) na (a,b) a tomu, ze v roli funkce
G~! zde vystupuje exponenciala, ktera neziz defini¢ni obor feseni).

Poznamenejme jesté, Ze tento typ rovnic je také mozné fesSit metodou variace
konstant. Pfipomenme, Ze tuto metodu jsme si predstavili v kapitole o primitivnich
funkcich pro linearni obyc¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu. Nejprve se vyresi tloha
s nulovou pravou stranou

Yy + p(x)yn = 0,

coz je uloha se separovanymi proménnymi, pro kterou mame

d
log |yn| = % = —/p(x) dz + C.

Odtud
yn(a) = K= /7@

je feSeni na (a,b) pro kazdé K € R (Véta o feSen{ rovnice se separovanymi pro-
ménnymi, tedy Véta 8.4.6, zde funguje vzdy, podobné jako v pfedchozi pozndmce).
Pokud nyni do ptivodni rovnice dosadime y,(z) = c(z)e™ / P(#) 9% dostavame

f(@) =y +ple)y = ¢ ()e” PO —c(a)p(a)e™ 7@ 9 4 p(a)c(z)e P70

= (z)e” S P@)dz,

Odtud
c(x) = /f(x)efp(m) 4z 4y

(aditivni konstanta po integraci nehraje zaddnou roli, nebot uz je obsafena v y;,) a
diky linearité diferencidlniho operatoru na levé strané fesené rovnice dostavame

Y=Yn+typ= Ke [p@dz +e Jrle)dr / f(lU)efP(I) dwdl‘a

coz je stejny vysledek, jaky dava metoda integra¢niho faktoru.
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Priklad 8.4.16. Hledejme obecné FeSeni rovnice 3’ + %y = 3x. Nejprve si ukazme
feSeni metodou integrac¢niho faktoru. Pokud bychom si vzorefek pro integrac¢ni
faktor nepamatovali, fesili bychom nejprve tlohu

W Q=) = Qw=Qy = Q=0

kde dostavame
dQ dz
log |Q)| 2/5 Z/? = log|z| + C.

Pokud bychom nyni postupovali striktné podle vySe uvedenych postupi, praco-
vali bychom s @ = |z|. Vyhodné&jsi je pouzit Q(z) = x (ze zadani je jasné, ze
musime pracovat zvlast na intervalech (—o0,0) a (0, 00), nijak tedy nevadi, kdyz
na téchto intervalech pouzijeme odlisné multiplikativni konstanty pro integracni

faktor). Celkové tedy mame rovnici
(zy)’ = 322

a dostavame

C
vy =3+ C = y:x2+; na (—o0,0) nebo na (0, 00).

Pokud bychom zvolili metodu variace konstant, nejprve bychom fesili

1
Yn = xyh'

Odtud

dyy, 1
toglon| = [ S =~ [ Lar = —togluf +

a po pridani trividlniho feSeni, Gpravé a preznaceni multiplikativnich konstant na

jednotlivych intervalech (jako vySe) méme

1
yp = K—.
X

Variaci konstant provaddime v podobé y, = c(m)% a po dosazeni mame

1 1 1 1 1 1
3z =y, + U = C'(I)E - C(I)p + ;C(z); = C/(ﬁ)g-
Proto
d(z) = 32° = c(x) = 2®
a celkové

1
y=yn+y,=K—+2> mna(—oo,0) nebo na (0, c0).
T
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Poznamka 8.4.17. (i) Obé metody feSeni obsahuji dvé integrace, takZe pfi stan-
dardnim provedeni byvaji pfiblizné stejné dlouhé. Nicméné metoda integra¢niho
faktoru se da obcas urychlit tim, Ze se v jednoduchych situacich integra¢ni faktor
uhodne.

(ii) Uvedeni dvou metod feseni u jednoho typu rovnice se mize zdéat jako plytvani
casem Ctenafe. Uvedené metody vSak budou mit dalsi uplatnéni a linedrni rov-
nice prvniho fadu nabizeji jednoduchy typ problémi, kde se tyto metody daji
procvicit. Metodu variace konstant budeme pozdéji pouzivat u feseni linearnich
rovnic vy$stho fddu (v kapitole o primitivni funkci jsme ji pouzivali na rovnice
druhého fadu s konstantnimi koeficienty, tuto metodu vsak lze pouzit i na rovnice
vyssiho Ffadu a dokonce koeficienty nemusi byt konstantni ale zastoupené spojitou
funkei). Metodu integrac¢niho faktoru naopak pouZijeme u rovnic ve tvaru totdlniho
diferencidlu, coZ jsou rovnice prvniho fadu s komplikovanéjsi zavislosti ¢’ na z a y,
nez s jakou pracujeme zde. Tento typ diferencidlnich rovnic vSak nejprve vyzaduje
dikladnou pripravu z diferencialniho poc¢tu funkci vice proménnych.

Cviceni 8.4.18. Dokazte existenci a jednozna¢nost feseni linedrni rovnice prvniho
fadu pomoci Picard-Lindelsfovy existen¢ni véty (Véta 8.3.5).

8.4.7 Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnici se nazyva

Y () + px)y(z) = f(x)y”.

Opét uvazujeme pocatecni podminku

y(z0) = yo-
Predpoklddame p, f € C((a,b)), z¢ € (a,b), yo € R a a € R\ {0,1}.
Pfedné poznamenejme, ze vynechani piipadi @ = 0 a @ = 1 nam neni na

skodu, nebot v takovych pripadech se jednd o linedrni rovnici prvniho fadu, kterou
uz umime fesit.

Pokud je a < 0, Bernoulliova rovnice nema dobry smysl na x-ové ose, je tedy
jesté nutné pozadovat yo # 0 a dloha se Fesi zvlast na mnozinach (a,b) x (—oo,0)
a (a,b) x (0,00) (bez moznosti slepeni; navic druhé z mnozin pfipadd v ivahu jen
pro nékteré hodnoty exponentu a: celociselné exponenty ¢i exponenty odpovidajici
lichym odmocninadm). Naopak, pro a € (0,00)\ {1} mame vzdy trivialni feseni y =
0. Netrividlni feSeni hleddme opét na mnozinach (a,b) x (—o00,0) a (a,b) x (0, 00)
(vyzaduje to metoda, kterou si uvedeme niZze; druhd z mnozin pfipada v tvahu
opét jen pro nékterd o) a piipadné slepeni diskutujeme na konci vypoétu.

KdyZ mame zaru¢enou nenulovost y, nase tloha je ekvivalentni (rovnici délime
ye)

Yy~ +p(@)y' ™ = f(z).
Definujme novou funkci z(z) = y'~%(z), mame 2’ = (1 — o)y~ %y’ (opravnénost
zderivovani vysvétlime niZze), a proto

T az’ +pz=f. (8.4.1)
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Po prendsobeni konstantou 1 — « dostavame linedrni diferencialni rovnici prvniho
radu, ktera ma za nasich predpokladi na p, f jednoznac¢né feseni pro kazdou poca-
teéni podminku z (a,b) x R.

Nyni kazdé pocatecni podmince (xg,yo) € (a,b) X (0,00) pro ptivodni rovnici
odpovida poéateéni podminka (zg,2¢) = (xo,y(l)_a) € (a,b) x (0,00). Déle, Fesi-li
y puvodni rovnici na (a,b) x (0,00), pak y je diferencovatelné, plati

d
LW @) =(0-a)y™y  na(ab)

a z = y'~ fesi rovnici (8.4.1) na (a,b) x (0,00). Naopak, pokud z fesi rovnici
(8.4.1) na (a,b) x (0,00), pak je

d 1 o
azﬁ S azmz’ na (a,b)
ay= ZToa spliiuje
d 1 o o
Y = 2% = 2Ty =27 (f —p2) =y f =y py' " = fy* —py,
dx 11—«

tedy y Fesi pivodni rovnici. Celkové jsme z existence a jednoznac¢nosti rovnice
(8.4.1) na (a,b) x (0, 00) ziskali existenci a jednozna¢nost Bernoulliovy rovnice na
(a,b) x (0,00). Podobné se postupuje na (a,b) x (—o0, 0) (pro exponenty « pfipou-
§t&jici praci se zdpornymi Cisly). Obecné vSak muze feSeni Bernoulliovy rovnice
na (a,b) x (—o0,0) byt také odvozeno z FeSeni rovnice (8.4.1) na (a,b) x (0,00)
(podivejte se na Priklad 8.4.20). Pov§imnéme si, ze podle Picard—Lindelsfovy véty
(Véta 8.3.5) slepovani s trividlnim FeSenim miZe nastat jen pro « € (0,1).

Piiklad 8.4.19. Resme tilohu
/ _ 2 x
Yy +2y=y’e
se dvéma variantami poc¢atecni podminky

TORE

Postupem popsanym vyse dostavame na mnozinich R x (—00,0) a R x (0, c0)
yly—Q + 2y—1 — eﬂf-
Pro z = y~! pak mame 2’ = —y~2y/, a proto ma rovnice (8.4.1) tvar
x

—2 4+ 2z =¢" = 2 — 2z = —¢",

Integraéni faktor e 2% dava

z = e /(—e_‘"’:) dr = e 4 Ce**.
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V piipadé pocéateéni podminky y(0) = % pracujeme na R x (0,00) (na stejné
mnoziné probihalo feSeni pomocné diferencidlni rovnice) a z moznych vétvi obec-
ného feseni
(1) = e
€Tr) =
4 e® + Ce?®
nam pocateéni podminka vybird vétev
V ptipadé pocateéni podminky y(0) = f% pracujeme na R x (—00,0) a dostavame
1
y(l’) = m prox S (7 log 3, OO)

Piiklad 8.4.20. Resme pocatedni tlohu

Wl

3 3
/
—y=- 2)=1.
Y3y =5y y(2)
Nejprve si povSimnéme, ze jako obecné feseni pripadd také v Gvahu trividlni feSeni

y = 0. Na mnozinach R x (—00,0) a R x (0, 00) postupujeme standardné a dosta-
véme pro pomocnou funkci z = y'~F = y%

3
=-z = 2+ 2=z
2 2
Pro rovnici vyse lze zfejmé pouzit integracéni faktor e a dostavame obecné FeSeni

na R x (0, 00)

Wl

z=¢e" /xe“ dr=e"((x—1)e"+C)=x—1+Ce™".
Odtud mame obecné feseni Bernoulliovy rovnice na R x (0, 00) tvaru
y=(x—-1+ Cefz)% pro x z intervalu, kde x — 1 + Ce™" > 0
ana R x (—o0,0)

3
2

y=—(r—1+Ce™™) pro = z intervalu, kde x — 1 + Ce™" > 0.

Diky pocateéni podmince y(2) = 1 z mnoziny R x (0, 00) vybirdme jednoznac¢nou
vétev y = (x — 1)3. Protoze viak pro tuto funkci plati y'(x) > 0prox — 14, lze
toto FeSeni slepit v bodé (1,0) s feSenim trividlnim. MoZnym FeSenim je tedy

0 pro x € (—oo, 1]
y(z) = 3
(x—1)2 proz € (1,00).
Podobné se da ovérit, ze mame i dalsi feseni, naptiklad
(z—1+e )% prox e (—o0,0)

y(x) =40 pro z € [0, 1]
(x—1)2 pro z € (1,00).
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—(z—14e%)2 proz e (—oc,0)
pro z € [0,1]
pro z € (1, 00).

y(z) =

Nl

0
(z — 1)
S Bernoulliovou rovnici tizce souvisi Riccatiova rovnice

y'(z) + p(x)y(x) + q(x)y*(z) = (=),

kde p,q, f € C((a,b)). Obecny postup feSeni neni znam, ale v piipadé znalosti
jednoho feSeni y; dostavame pro z =y — 1

2yl +pr oy +qui +2qz+ g2 = f

/ 2
= 2+ pz+2qnz+qz" =0
/ 2
— 2"+ (p+2qy1)z = —qz°.
Tim jsme Riccatiovu rovnici pfevedli na rovnici Bernoulliovu, kterou jsme se nau-
¢ili fesit vyse. Protoze jsme od Riccatiovy rovnice presli k Bernoulliové rovnici jen
prictenim diferencovatelné funkce, je zfejmé, Ze pokud nalezneme néjaké reSeni
Riccatiovy rovnice, existence a jednoznacnost feseni pfislusné pocateéni tlohy
je potom ekvivalentni existenci a jednoznacnosti ziskané Bernoulliovy rovnice na
prislusném intervalu (musi se ale pfepocitat poc¢ateéni podminka).

Poznamka 8.4.21. Reseni y; se obvykle hled4 metodou uhodnuti kombinovanou
s metodou neurcitych koeficientii.

Priklad 8.4.22. Na intervalu (0, c0) FeSme rovnici

/ 1 2 4
x x

Pokud se pokusime typnout feseni ve tvaru y; := ax + b, dostavame

b 4
a+a+7+a2x2+2abz+b2:—2,
x x

coz je rovnost, kterou nemtZeme splnit zddnou volbou koeficientil, nebot zadny
¢len levé strany neni nasobkem ?12

Pokud zkusime volbu y; := 2 + b, dostdvame

a a b a* 2ab , 4
+ S+t 5 +—+b0 ==
T x x

x2 22 x2’

¢emuz vyhovime napiiklad volbou a = 2 a b =0 Blobyia = -2ab =0,
odpovidajici feSeni ziskdme spolu se ostatnimi pomoci Bernoulliovy rovnice). Do-
stavame tedy Bernoulliovu rovnici (piSeme y; := % a rovnou dosazujeme do vzorce
ziskaného v obecném pfipadé)

1 2 5
z'—|—<7+2-1-7>z:—22 = 24 =22
T T
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Tuto Bernoulliovu rovnici feSme na mnozinach (0, 00) x (—o0,0) a (0, 00) x (0, 00)
(vzhledem k zadéni piikladu), kde dostdvame pro w := 1

— 51 .5 1 v 1, -5 1
———=1 = v--w=1 <= (—w):—w—i——w:—,.
22 Tz x 0 0 26 0
Odtud )
w—m5/—5dx—x5(—@+0)——7+0x5
Proto
1 —4
o _

=4 (025 oz —40a25

Tato feseni mame jen na intervalech, kde je vyraz x —4Cz° nenulovy. Navic mame
jesté trivialni feseni z = 0. Konecné dostavame obecné feseni Riccatiovy rovnice

-4

2 It 2
_— 4 - r i = —.
r—4Cz5 =z COPERHVE Y

X

Y=
Priklad 8.4.23. Na R feSme rovnici

v =y — e+ Dy + (1 +2+2?).
Zkusme hledat feseni y; ve tvaru y; := ax + b. Pak mame

a=(ax+0)*— 2+ 1)(ax+b) +1+x+22
= a’2? + 2abz + b* — (2a2® + 20z 4+ ax +b) + 1+ + 22
=(a*—2a+1)2® + (2ab—2b—a + Dz +b* — b+ 1.

Porovnéani koeficienti u 22 d4va a = 1. Dale pozorujeme, ze bud b = 0 nebo b = 1.
Polozme tedy tfeba y; := x a nasledné z := y — x. Pak po tpravé dostavame

rovnici

24z =22

Tuto Bernoulliovu rovnici feSme na mnozindch R x (—o00,0) a R x (0,00), kde

dostavame pro w := %

— 1 /
- -=—1 w-—w=-1 <= (e*“:w> =e P —eTTw = —e"".
z z
Odtud
w=e" /(—e_g”) dz = €” (e_z + C’) =14 Ce”.
Proto )
Z:1+C’em @ y:x+1+Cex

na intervalech, kde 1 + Ce® # 0. Trivialni feSeni Bernoulliovy rovnice z = 0 jeSté
dava feseni y = x, ale to jsme jiz znali.
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8.5 Linearni rovnice n-tého radu
Necht f,ag,a1,...,a, € C((a,b)). Rovnice
an (@)Y ™ + an_1(2)y " 4 -+ ay @)y + ao(z)y = f(z)

se nazyva linedrni rovnice n-tého radu. Funkcim ag, . .., a, fikime koeficienty a f
je pravd strana. Pro jednoduchost zapisu budeme v dalsim pouzivat znaceni

Ly := an(x)y(”) + an_l(sc)y(”fl) + -+ ar(@)y + ao(2)y.
Nase tiloha ma tedy tvar Ly = f. Rovnice
an(x)y(”) + an_l(as)y("fl) + -+ a1 (z2)y + ao(z)y =0, neboli Ly=0

se nazyva homogenni rovnice prislusejici k Ly = f.
Zakladni existencéni vysledek je vybudovan na Picard-Lindelofové existenéni
vété (Véta 8.3.5).

Véta 8.5.1 (Globalni existence a jednozna¢nost pro rovnici n-tého fadu). Necht
fya0,a1,...,a, € C((a,b)) a a, # 0 na (a,b). Pak pro kaZdé z¢ € (a,b) a ka-
2d€ (Yo,Y1,---,Un—1) € R™ existuje jednoznacné feseni rovnice Ly = f na (a,b)
splnugici

y(zo) = yo, Yy (z0) = 1, ceey y("_l)(ﬂ?o) = Yn—1-

Dikaz. Podélime-li rovnici Ly = f nenulovym vyrazem a,(x) a pfepiSeme-li si vy-
sledek jako soustavu rovnic prvniho faddu (pouzividme postup ze zacatku kapitoly),
dostavame soustavu u’ = G(z,u) ve tvaru

Uy = us
ubh = ug
(8.5.1)
U, = Uy
U,/n = — aO(x) Uy — al(m) U — ... — anil(x) Unp, + f(‘r)
an(x) an(x) an(x) an ()
s pocatecni podminkou
u1(x0) = Yo, uz(x0) = y1, ceey Un(20) = Yn—1. (8.5.2)

Tato uloha spliuje predpoklady Picard—Lindelofovy existenéni véty a dostavame
lokalni existenci a jednoznacnost na (xg—d, £g+9) pro jisté 6 > 0. Zbyva ukazat, ze
feSeni dokaZzeme jednoznacéné prodlouZit na celé (a,b). ProdlouZeni zkonstruujeme
v nékolika krocich. Podrobny dtikaz provedeme jen pro prodlouzeni doleva do
bodu a, pro prodlouzeni do bodu b se postupuje analogicky.

Pfedpoklddejme, Ze mame FeSeni na intervalu (z,z9 + ¢), kde a < z < zg — ¢
(v prvni fazi pracujeme s z := 29 — d) a xg + 0 < b.
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Krok 1: omezenost FeSeni a jeho derivaci na (z, zg + 9).
Nejprve odhadneme eukleidovskou velikost vektoru u = (uy,...,u,) pro & €
(2,29 + §). Pro derivaci jeji druhé mocniny ze soustavy (8.5.1) vyéteme rovnost,
na kterou nasledné pouzijeme Youngovu nerovnost spolu s omezenosti spojitych
koeficientd a; a pravé strany f na omezeném uzavieném intervalu [z, z + ]

n

2_5? 2Zuzu;

« a;(x) f(z)
=2 Z U;Uj4+1 — 2 Z Cl,j (,’L‘) Ujr1Un + 2@ (:E) Unp,

H

1
« a;(z)

= Z i) + Z[;E?J}fa] a

m’(ufﬂ +ul)

1 2
+ max ————
[z, xo+6] \an( )| ([z zo+5]f )
S Cl|u|2 +027

kde C1,C5 > 0. Proto také plati pro vSechna x € (2,29 + 9)

d —C1(xz—x0) 2) _ —Ci(z—z0) d 2 —Ci(z—x0) 2
a(e [ul) =e a\u\ e Ci|u]

d
_ —Cl(x—a;o)( 2 _ 2
o —[ul? = Cifuf?)
S Cge_cl(w_xo) S 03.
Odtud

[u(@)|? = 10 ju(zg )2 + 1) (&= u(z) 2 — Ju(zo)
T d
_ ecl(gg—g;o)|u(x0)|2 +ecl(m—z0)</ 7(6—01(t—w0)|u|2(t)) dt)
To

dt
/ C’gdt’ <c.

Vektor u(z) mé diky tomu omezené slozky na (z,z + ¢). Nasledné jsou zde také
omezené derivace jednotlivych slozek (mame omezené pravé strany v (8.5.1)).
Z toho také plyne, Ze FeSeni je lipschitzovské na (z,z + 9).
Krok 2: limity v krajnim bodé z.

Zafixujme i € {1,...,n}. Zvolme posloupnost {z;} C (z,z¢ + J) takovou, aby
z; — z. Protoze funkce u; je podle pfedchoziho kroku omezend na (z,z¢ + 0), je
omezena i posloupnost {u;(z;)}. Po pfechodu k podposloupnosti dostavame U; € R
tak, ze u;(z;,) — U;. Ke zvolenému ¢ > 0 diky lipschitzovskosti u; (konstantu
lipschitzovskosti ozna¢me L) snadno obdrzime pro k € N dost velké a x € (2, zo+9)
dost blizko k z

<C+C

[ui () = Us| < |ui(z) —wi(zj,) [+ |ui(z), ) = Uil < Llz—zj, |+|uwi(z;,) = Us| < Le+e.
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Odtud
lim w;(z) = U;.
T—z4
Krok 3: platnost (8.5.1) v krajnim bodé z.
Podle predchoziho kroku lze vektorovou funkci u spojité dodefinovat v bodé z.
Ukazme, ze pro takto dodefinovanou funkeci je soustava rovnic (8.5.1) splnéna i
v bodé z, uvazujeme-li jednostranné derivace (z vnitfni strany intervalu). To v8ak
okamzité plyne z Véty o limité derivaci (Véta 6.3.9) a spojitosti jednotlivych slozek
vektorové funkce u na [z,x9 + §) a spojitosti koeficientti a pravé strany.
Krok 4: prodlouzeni feseni za bod z.
Uvazujme soustavu rovnic (8.5.1) tentokrat s poc¢ateéni podminkou odpovidajici
nasim vysledkdm ze druhého kroku

ur(2) =U1,  ug(2)=Us, ..., un(2) =U,.

Podle Picard-Lindeltfovy existencéni véty mé nova tloha jednoznacné feSeni na
jistém (z — 7, z+ 7). Toto FeSeni se na mnoziné [z, z+7) N[z, 2o+ J) musi shodovat
s feSenim, o kterém jsme hovotili v pfedchozich krocich (kdyby tomu tak nebylo,
mohli bychom diky tfetimu kroku v bodé z slepit nase ptivodni feseni s restrikei
nového feSeni na (z — 7, z] a byla by poruSena jednoznac¢nost z Picard-Lindelsfovy
existencni véty). Umime tedy prodlouzit feSeni za bod z.
Krok 5: prodlouzeni FeSeni na (a,zg + 6).
Definujme mnozinu intervala

M = {(a,zg + 0) C (a,b): na (o, z + J) existuje feseni (8.5.1) a (8.5.2)}.

Mnozina M je neprazdna, nebot (zg — d, 29 + 0) € M. Déle z Picard-Lindelsfovy
existencni véty plyne, Ze kdykoliv (a1, xq + 9), (a2, zo + §) € M, jim odpovidajici
feSeni se shoduji na priniku téchto intervaltt (v Kroku 4 jsme provedli podrobné
zdivodnéni v analogické situaci). Definujme
A= inf Q.
(a,zo+d)eEM

Z¥ejmé plati a < A < xg — . Ukazme, Ze plati A = a. Pokud by tomu tak
nebylo, vyuzili bychom toho, Ze z definice infima umime zkonstruovat posloupnost
{an} C (A,zo + §) takovou, ze a,, = A a (an,z0 + ) € M. Diky tomu a
jednoznacnosti zminéné vyse bychom méli feSeni tlohy (8.5.1) a (8.5.2) definované
na intervalu (A,z¢ + ) (skutecns, kazdy bod = € (A,xg + ) lezi v nékterém z
intervalt (a,,xo + 9)). Ale v takové situaci bychom mohli pouzit Kroky 1 az 4
na prodlouZeni naseho feseni az za bod A (opét se vyuzije toho, Ze [A, xo + d] je
omezeny uzavieny interval). Tim ale dostdvame spor s definici A.

Proto A = a a vySe uvedenou konstrukei vyuzivajici posloupnost {a,} C
(A, x0 + 9) splitujici o, — A dostaneme FeSeni (8.5.1) a (8.5.2) na (a,zo + 9).
Prodlouzeni feSeni na celé (a,b) se provede analogicky. O

Tvrzeni 8.5.2 (Tvar feSeni pfi nulovych datech). Jestlize pravd strana spliuje
f =0 na (a,b) a pro poédtecni podminky plati yo = -+ = yp—1 = 0, pak Teseni
alohy Ly = f plati y =0 na (a,b).
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Diikaz. Ziejmé identicky nulova funkce je feSenim s predepsanymi vlastnostmi.
Dale jednoznacnost dand predchozi vétou zarucuje, Ze jiné feSeni neni. O

Podobné jako u linearnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty, s ni-
miz jsme se seznamili v kapitole o primitivni funkci, i zde budeme hledat vSechna
feSeni rovnice Ly = f za pomoci linearity diferencidlniho operatoru L. Opét na-
lezneme vSechna feseni y; jednodussi homogenni rovnice Ly = 0 a pak budeme
hledat jedno partikuldrni feSeni y, ptivodni rovnice Ly = f. Celkové pak piedpis
Y = Yn+Yp, kde y probihd vSechna feseni homogenni rovnice, bude ddvat vSechna
feSeni rovnice Ly = f.

8.5.1 Homogenni rovnice: obecné vysledky

V dalsim se budeme snazit nalézt vSechna feseni homogenni tlohy Ly = 0. Tato
FeSeni diky linearité operdtoru L tvofi vektorovy prostor (podprostor prostoru
C"((a,b))). Strukturu na tomto prostoru ndm d& vhodné definice linedrni neza-
vislosti.

Definice 8.5.3 (Linearni nezavislost funkci). Rekneme, Ze uq,...,u,: R — R
definované na (a,b) C R jsou linedrné nezdvislé na (a,b), jestlize pro kazdou n-tici
(o1,...,a,) € R™ plati

n
g a;u; =0 na (a,b) — ar=-=a, =0.
=1

V opa¢ném piipadé fikdme, Ze u1, ..., u, jsou linedrné zdvislé na (a,b).

Véta 8.5.4 (O prostoru feSeni homogenni rovnice). MnoZina vsech teSeni homo-
genni rovnice Ly = 0 tvofi n-dimenziondlni podprostor prostoru C™((a,b)).

Diikaz. Kazdé feseni je podle definice pojmu fesSeni n-krat diferencovatelné. Navic
prepis rovnice Ly = 0 do tvaru

Y@ =Y

i=0

ai(®) (i),
an@)” (z)

zarucuje, Ze dokonce mame y € C"((a,b)).

Z linearity operatoru L navic plyne, Ze FeSeni tvofi podprostor C™((a, b)). Zbyva
zjistit jeho dimenzi.

Zafixujme libovolné ¢ € (a,b). Podle Véty o globalni existenci a jednoznac-
nosti pro rovnici n-tého fadu (Véta 8.5.1) existuji funkce g, ..., u,—1 € C"((a,b))
takové, ze u; spliiuje ilohu Ly = 0 s pocateénimi podminkami

ul (wo) = 0

(0;5 je Kroneckerovo delta). Tato feSeni jsou linearné nezavisla, nebot pokud méme

Zaiui(l’) =0 na (a,b),
i=1
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nutné totéz plati pro vSechny derivace funkce nalevo a po dosazeni x = x( z poc¢a-
tecnich podminek postupné ziskdme oy = --- = a,, = 0. Odtud vidime, ze di-
menze prostoru reseni je alesporn n. Ukazme jesté, ze kazdé feSeni tlohy Ly = 0
je linedrni kombinaci funkei ug, ..., u,—1. Necht tedy y fesi Ly = 0 na (a,b). Pro
i=0,...,n— 1 definujme §; = y)(z¢). Pak funkce

n—1
w =Yy - Z Biu;
i=0

je linearni kombinaci feSeni homogenni rovnice, a proto ji fesi také. Dale v bodé
xo plati '

w9 (z0) =0 pro vSechna j € {0,...,n — 1}.
Odtud podle Tvrzeni o tvaru FeSeni pfi nulovych datech (Tvrzeni 8.5.2) dostédvame
w =0 na (a,b), tedy y = Z?:_ol Biu; na (a,b). O

Postupné si odvodime dalsi vysledky o prostoru feseni homogenni rovnice.
K tomu potiebujeme jesté zadefinovat dva nové pojmy.

Definice 8.5.5 (Fundamentdlni systém). Mnozina uq,...,u, se nazyva funda-
mentdlni systém rovnice Ly = 0 na (a,b), jestlize funkce uq,...,u, fesi Ly = 0
na (a,b) a jsou zde linedrné nezavislé.

Definice 8.5.6 (Wronskian). Wronského determinant (Castéji zkracené wron-
skidn) funkci uy, ..., u, € C""Y((a,b)) v bodé z € (a,b) je

uy (z) up(x) e g (7)
Wius us,.un () := det : : . :
" M) ug V@) ()

Vyse uvedend matice se nazyva Wronského matice.

Véta 8.5.7 (Obecny vztah linedrni zévislosti a wronskianu). Jsou-li uy,...,u, €
C™=Y((a,b)) linedrné zdvislé na (a,b), pak Wiur uz,..sun) = 0 na (a,b).

Diikaz. Linearni zavislost implikuje, Ze matice z definice wronskidnu mé linearné
zévislé sloupce, a proto je wronskian nulovy. O

Obracena implikace v pfedchozi vété obecné neplati. Skutecné, funkce

uy (z) = {O ) a  up(z) = {xg pro. € (~co, ()

23 pro z € (0,00) 0 prox € (0,00)

jsou linedrné nezavislé na R, ale snadno se spocita, ze W[, 4,) = 0 na R. V§imnéme
si, ze obé funkce jsou t¥idy C?(R).

Na druhou stranu, feSeni rovnice Ly = 0 jsou velmi specialni funkce, pro které
zminéna obracend implikace plati vzdy. Dokonce staci ovéfovat nenulovost wron-
skidanu v jediném bodé. Pro ziskéni tohoto vysledku potiebujeme jesté jedno po-
mocné tvrzeni.
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Lemma 8.5.8 (Derivace wronskidnu). Necht ui,...,u, 7e§i Ly = 0 na (a,b).
Oznacme W () = Wiy, u,,...u, (€). Pak

N anp—1 (I)
an(x)

W'(x) = W (x) na (a,b).

Specidlngé, pro libovolnd xq,x € (a,b) mdme

z an—1(%)
W () = W(ag)e Jeo "ot

Diikaz. Plati nasledujici rovnosti, které si zdivodnime pod vypoctem

Uy Unp
/
, d Uy Up,
W' = —det .
dz :
-1 -1
/ /
ul .. un ul e un
/ / " 1
Uy Up, Uy e Up,
= det . . . + det
-1 -1 -1 -1
A0 AN e
U1 Unp
u) u)
+ -+ det .
ugn) u(n)
U1 e Uy,
ull P u’lrl
= det .
1 n—1 (i) 1 n—1 (i)
an Dico @ity an Dico Qitn
ul DR un
/ /
u DR u
1 n Ap—1
= det . . . = — W.
: .. : Qn,
An—1 (n_l) An—1 (n_l)
TTa, M T T Ta, Un

Nejprve jsme si uvédomili, Ze pii pocitani determinantu se séitaji cleny obsahujici
po jednom prvku z kazdého fadku. To ndm s ohledem na pravidla derivovani sou-
¢inu vice funkci dava prvni rovnost. Ziskali jsme tim soucet determinantd, v némz
vSechny matice s vyjimkou té posledni obsahuji dvojici totoznych fadkit, coz ma
za nasledek nulovost odpovidajictho determinantu. V jediném zbyvajicim determi-
nantu jsme na poslednim fadku vyuzili toho, Ze jednotlivé funkce w; ¥esi Lu; = 0.
Zaroven z predpisu pro operator L zjistujeme, Ze posledni fadek je souctem né-
sobkii fadkt predchozich (coz opét vede na nulovy piispévek do determinantu) a
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¢lend s (n—1)-tymi derivacemi funkci u;. Celkové jsme tedy dostali ndsobek wron-

skianu. Specialni ¢ast lemmatu plyne z prvni ¢asti po prendsobeni integrac¢nim
z An—1()
dn=L2 gt
faktorem el ~ant 9, O

Poznamka 8.5.9. Ze specidlni ¢asti predchoziho lemmatu okamzité plyne, ze
pro n-tici feseni rovnice Ly = 0 se wronskidn bud rovna nule ve vSech bodech
intervalu (a, b) a nebo je ve vSech bodech intervalu (a,b) nenulovy.

Véta 8.5.10 (Vztah linedrni zavislosti a wronskidnu pro feSeni). Necht funkce
Uty ..., Uy, 7e§8 Ly = 0 na (a,b). Pak uq,...,u, jsou linedrné nezdvisld na (a,b)
prdve tehdy, kdyz existuje xo € (a,b) spliujici Wiy, u,,... u,)(To) # 0.

Diikaz. Dle Véty o obecném vztahu linedrni zévislosti a wronskidnu (Véta 8.5.10)

implikuje linearni zavislost uq, . . . , u, nulovost wronskiadnu ve vsech bodech. S ohle-
dem na pfedchozi pozndmku tedy zbyva ukazat, ze pokud Wiy, u,.... u.)(20) = 0
pro né&jaké xy € (a,b), pak uq,...,u, jsou linedrné zavisla.
Podminka Wiy, u,.....u,](®0) = 0 viak znamend, Ze v bodé xo ma Wronského
bl EARRE Rak 0%
matice linearné zavislé sloupce, a proto existuje netrivialni n-tice (a1, ..., ®,) € R"
tak, ze

n
Zaiugk)(xo) =0 pro viechna k=0,1,...,n— 1.
=1

Pokud tedy definujeme u := > | a;u;, diky linearité L je u FeSenim tlohy Ly = 0
se sadou pocatecnich podminek

y(.’Eo) = Oa y/(l'o) = 07 ey y(nil) (1’0) =0.

Tuto tlohu zaroven ziejmé fesi i y = 0. Diky globalni jednoznacnosti feseni proto
dostavame

Z a;u; =0 na (a,b)
i=1

a jsme hotovi. O

Nase vysledky tykajici se vlastnosti wronskianu se daji vyuzivat hned nékolika
zpusoby. Jednak jde o ovéfeni linearni nezavislosti sady feseni homogenni rovnice
ziskané kupfikladu uhodnutim. Druhou moznou aplikaci je doplnéni chybéjicich
funkci do netplné sady. Tteti aplikaci bude zanedlouho predstavend metoda va-
riace konstant pro hledani partikularniho feseni nehomogenni rovnice. Ctvrtou
aplikaci je urceni konstant v predpisu pro obecné feseni, abychom zajistili splnéni
pocatecnich podminek.

Priiklad 8.5.11. V kapitole o primitivnich funkcich jsme se krétce zabyvali line-
arnimi rovnicemi druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Predstavili jsme si tii
mozné dvojice FeSeni homogenni tlohy v zavislosti na kofenech charakteristického
polynomu. Jednalo se o {e*1%, e*2?} pro A1, Ay € R rtizné, {e*, ze’*} pro A €R a
{e!® cosvax, e sinva} pro p,v € R. Snadno se ovéfi, ze kazda z téchto dvojic ma
nenulovy wronskian, jedna se tedy pokazdé o fundamentalni systém.
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Piiklad 8.5.12. (i) Predpoklddejme, Ze se ndm k rovnici

y" +p(2)y + q(z)y =0,

kde p,q € C((a,b)), podaiilo nalézt jedno feseni u € C?((a,b)), které splituje
u # 0 na (a,b). Podle Véty o prostoru feseni homogenni rovnice (Véta 8.5.4) pak
musi existovat jesté jedno linedrné nezavislé feseni v. Pak mame podle Lemmatu
o derivaci wronskidnu (Lemma 8.5.8), kde mtizeme ptfedpokladat, ze W (zg) = 1
(nebot libovolny nenulovy nasobek feseni homogenni rovnice je rovnéz feSenim),

o [2 p(t)dt _ W (20)e™ I OF W(z) = w' — u'v.

Odtud diky nenulovosti v dostavame

’ 1oy I -
v\’ vu—ovu ief J2 p(t)dt
u? '

U u?

Proto

L —Jowma
v(x) = u(x ———e 7o dzx.
@) =ule) [
Poznamenejme, Ze aditivni konstanta z integrace napravo neni podstatné, nebot
se ve vysledku projevi jako nasobek nam jiz znamé funkce u.
(ii) Resme konkrétné rovnici

2
y”JrEy’er:O na (0, 00)

a predpokladejme, Ze se ndm néjak podafilo uhodnout, Ze fesSenim je u(x) = Sig“‘
(ovétte dosazenim). Pak pfedchozi obecny postup déva (vezmeme xo = 1 a nej-

jednodussi aditivni konstantu) na intervalu (0, )

. - 2 i
v(z) = U(I)/%e_ Jeg PO At g — me/ Lo SRty
u

(z) z sin” x
sinz % ol sinz 2?1
= 5 € tdx = ) dz
T sin” x T sin“x x
sinx cosT
= (—cotz) =— .
T

Diky linearité L neni znaménko podstatné. Snadno ovéfime, ze v je FeSenim nasi
rovnice na (0, 7). Nenulovost wronskidnu na (0, 7) implikuje jeho nenulovost na
(0, 00). Jednim z moznych fundamentalnich systému je tedy {Sl%, sy

(iii) U linedrnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty je v pifipadé
rovnice s dvojnasobnym kofenem charakteristického polynomu, tedy

y" —2ay +a’y =0,

kde a € R, fundamentalni systém tvoren funkcemi e®* a xze®*. Prvni z téchto funkci
jsme v kapitole o primitivni funkci ziskali pokusnym dosazenim funkce z — e*®,
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A € R. Druhou funkei jsme tenkrat prozradili a ovéfili, Ze je FeSenim, ale nefekli,
jak se na ni pfijde. K tomu lze uzit pfedchozi metodu. P¥i volbé u(z) = e totiz
dostavame

1 e * o
’U(Z‘) :u(x)/ie fzo p(t)dt dx:eaz/efzamefzo2 dt dz

@ (x)

— eam/ef2azo de = 672(1101‘6&1,.

Tedy az na (nepodstatnou) multiplikativni konstantu jsme dostali ndm znamy
vysledek.

(iv) V pripadé rovnice y”” + 1 = 0 a znalosti FeSeni u(z) = cosx dostavame jako
druhou funkeci

1 e 1 e
v(m):u(x)/u2(x)e jzop(t)dtdx:cosm/COSQxe Jzo 09t 4g

1 .
= COST Td.T:COS(EtaIlil':SIH.T.
COS“ T

Vysledek jsme ziskali na intervalech, kde cos # 0. Pak pouZijeme lepeni, ¢i ovéfime
pfimo zderivovanim, ze jsme ziskali opét nam znamy fundamentélni systém.

Cviceni 8.5.13. Rovnici 2%y” — 4xy’ + 6y = 0 Yesl linedrné nezavislé funkce
y1(z) = 2% a ya2(x) = 2. Jim odpovidajici wronskidn je vSak v po¢atku nulovy.

Pro¢ tento jev neni ve sporu s vyse ziskanymi vysledky?

8.5.2 Nehomogenni rovnice. Variace konstant

Metoda variace konstant, se kterou jsme se setkali u linearnich rovnic druhého fadu
s konstantnimi koeficienty v kapitole o primitivnich funkcich a také u linearnich
rovnic prvniho fadu, umoznuje najit partikularni feseni i v pfipadé nasi tlohy
Ly = f (poznamenejme, Ze tato tloha v sobé zahrnuje oba zminéné piipady).
Piedpokladejme, ze mame fundamentdlni systém {u1,...,u,}. Reseni homogenni
rovnice jsou pak dana predpisem

yw) =3 Caile),

kde C1,...,C, jsou realné konstanty. Metoda variace konstant spociva v tom, Ze
tyto konstanty nahradime (neznamymi) C*((a,b))-funkcemi ci(x),...,c,(z) (na
nasledujicim postupu bude vidét, Ze skuteéné nepotfebujeme vyssi derivace nez
prvni). U linedrni rovnice prvniho fadu jsme vidéli, Ze uz toto pfepsani nas problém
natolik zpruhlednilo, Ze jsme po dosazeni nového tvaru do diferencidlni rovnice
okamyzité dostali pfedpis pro ¢} (z). Zde se do podobné situace dostaneme a7 poté,
co si uméle pfiddme n — 1 podminek, které zvolime co nejvyhodnéji. Postupné
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derivujme predpis pro y. Dostavame

n
= Z Cilh;
i=1
n n n
Y (z) = Z ciug + Z chu; s podminkou Z ciu; =0
v (z) = Z ciul + Z e s podminkou Z cur =0

y" (x) = Z ciul’ + Z chul s podminkou Z cul =0

y(nfl)(l,) _ ZC’LU n—1) + Z / (n 2) s podminkou Z / (n 2)
=1 i=1
y(")(x)zzci +ch (n—1)
=1

(8.5.3)
Praveé odvozené vztahy pro derivace funkce y dosadime do rovnice Ly = f. Protoze
funkce u; splnuji Lu; = 0, mame také

0=an 3 ™ +an 1> ™D o tag S i, (8.5.4)
i=1 i=1 i=1

Proto se po dosazeni odpovidajici ¢leny na levé strané vyrusi a zlstane jen

Ly = a, Zc’ (n=1) _

Celkové méame soustavu

n/_: n/_/_: /(n2: /(nl) f
;ciuz_o, ;czul_o, . Zc = Z =

Jedna se o soustavu reprezentovanou Wronského matici. Protoze wronskidn od-
povidajici fundamentalnimu systému je vzdy nenulovy, dostavame pro kazdé x €
(a, b) jednoznaéné danou hodnotu ¢} (z), ..., ¢, (x). Aplikujeme-li na soustavu Cra-
merovo pravidlo, dostavame

Uy S VN U A R Un
/ / / li
uy T Uiy 0wy, o Uy,
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Ze spojitosti pouzitych funkei vidime, Ze funkce x — c}(z) jsou spojité a jsou
tedy skute¢né derivacemi néjakych C'((a,b))-funkei ¢; spliiujicich nami pozado-
vané podminky.

Poznamka 8.5.14. (i) Zatimco u linedrnich rovnic prvniho fddu p¥i variaci kon-
stant dochazi k tomu, Ze se na levé strané rovnice vyrusi dva ¢leny ze t¥i, u rovnic
vys§iho fadu je do vzdjemného vyruSovéani reprezentovaného formuli (8.5.4) za-
pojeno casto velmi velké mnozstvi ¢lent levé strany a je pomérné ¢asové naro¢né
dohledévani vzajemné se vyrusujicich skupin. Proto ¢tenafi silné doporucujeme,
aby si bud pamatoval tvar vysledné soustavy nebo princip celého postupu, kdy
se ve schématu (8.5.3) (po pfendsobeni jednotlivych fadka odpovidajicimi koefici-
enty a;) na pravé strané vyru$ily vSechny prvni sumy a druhé sumy zmizely diky
nami vytvorenym pozadavkim na jejich nulovost. Proto po dosazeni do rovnice
Ly = f levou stranu zastupuje jen druhé suma z vyrazu pro y(* 1) (vynésobena
koeficientem ay,).

(if) Metoda variace konstant byva ¢asové velmi naro¢na. Je-li to mozné, uréité se
vyplati upfednostnit metodu pro specidlni pravou stranu (zatim jsme ji vidéli u
linearnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty v kapitole o primitiv-
nich funkcich, brzy se ji vSak nau¢ime pouZivat i u rovnic vyssiho fadu), kde stacéi
vyFesit jen jedinou soustavu rovnic pro neurcité koeficienty (u variace konstant
fesime rtzné soustavy rovnic pro kazdé = € (a,b) a vysledek navic musime inte-
grovat).

(iii) V praxi se pfi aplikaci metody variace konstant pouzivd Cramerovo pravidlo
spiSe vyjimecné. Vétsinou se nam podafi vyjadrit derivace funkci ¢; méné pracné
(zejména u rovnic s konstantnimi koeficienty, kde se ve fundamentalnim systému
vyskytuji jen velmi specidlni funkce). Kupiikladu u rovnice

V' +y=f(z)

je fundamentélni systém tvoren funkcemi cos a sin. Proto pfi variaci konstant
prichdzime k soustaveé

¢ (z) cosz + cdy(z) sinx =0

—c(x)sinx + cy(x) cosw = f(x).
Vynésobime-li prvni faddek vyrazem sinz, druhy vyrazem cosx a pak radky sec-
teme, mame ¢ () = f(x) cos z. Podobné se ziska ¢} (x) = —f(z) sinz.
8.5.3 Splnéni pocatecnich podminek

Podle Véty o globalni existenci a jednoznac¢nosti feSeni (Véta 8.5.1) pro rovnici
Ly = f vime, Ze pfi zadanych poc¢atecnich podminkach

y(x0) = Yo, Y (z0) = v, ceey y(nfl)(ffo) = Yn—1

je TeSeni jednoznacné. Zde si struc¢né vysvétlime, ze k jeho urceni staci jen vyftesit
soustavu linearnich rovnic s regularni matici. Skutecné, je-li fundamentalni systém
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tvofen funkcemi uy, ..., u, a partikularni feseni znacime y,, pak obecné feseni ma
tvar

y(x) = Crur(z) + - - - 4+ Crun(x) + yp(z) na (a,b).

Pocateéni podminky nam pak déavaji soustavu pro neznamé konstanty C1,...,C),
Crui(xzo) + ... + Crhun(zo) = Yo — Yp(xo)
Ciuf(xo) + ... + Couy,(z0) = y1 — yp(wo)
1 _ _
C’lugn )(:co) + ...+ C’nugl” 1)(aco) = yo— yz()" 1)(x0).

Levéa strana je reprezentovana Wronského matici v bodé xy. Tato matice je vzdy
reguldrni (odpovida fundamentalnimu systému).

Piiklad 8.5.15. Resme pocateéni tlohu
V' =y Y —y=1-z  y(0)=1 y(0)=2 y"(0)=3
Obecné feseni homogenni rovnice mé tvar (srovnejte s Prikladem 8.5.26)
yn = C1e” + Cycosx + Cysin na R,

kde C1,C5, Cs € R. Partikularni feseni v tomto jednoduchém pfipadé neni obtizné
uhodnout, lze vzit y, = x. Pak mdme obecné feseni

y=C1e*+ Cycosx + Czsinx + x na R.

Pocéatecni podminky dévaji soustavu (partikuldrni feSeni pfesouvdme na pravou
stranu)

C1e? 4+ Cyc080+ Cysin0 = C1+Cy = 1
C1e? — Oysin0+ Cycos0 = C1+Cy = 1
Cleo — 02 cos(0 — 03 sin) = Cl — CQ = 3.
Odtud C; =2, Cy = C3 = —1 a dostavame TfeSeni pocatecéni tlohy
y=2e" —cosx —sinx +x na R.

8.5.4 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

V pripadé, ze koeficienty a;, : = 0, ..., n, jsou konstantni funkce, je znaAma metoda
hledani fundamentalniho systému rovnice Ly = 0. Tuto metodu si zde pfedvedeme.
V dalsim budeme symboly a; pouzivat k oznaceni konstantni hodnoty koeficienta
(tedy a; pro nas budou redlna ¢isla, nikoliv funkce).

Zkusme hledat FeSeni tilohy Ly = 0 ve tvaru y = e*®, kde A € C. Dostdvame

n
e spliuje Ly = 0 — Z a;\' = 0.
i=0
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Vyraz p(A) := Y1, a;\" (presnéji, funkce A — D1 a; ') se nazjva charakteris-
ticky polynom rovnice Ly = 0. V dalsim se budeme zabyvat otdzkou, zda se da
z piipadné znalosti kofent charakteristického polynomu vytvorit fundamentalni
systém feseni. Budeme tedy chtit ziskat n linearné nezavislych funkci splnujicich
Ly =0.

Poznamka 8.5.16. NaSe teorie z predchozich ¢asti kapitoly vychazi z Picard-
Lindelsfovy existencéni véty (Véta 8.3.5), kterou budeme dokazovat pouze v real-
ném piipadé. Neni tedy jasné, ze v komplexnim oboru je n spravny pocet linearné
nezévislych feSeni (i kdyz neni a7z tak t&zké nahlédnout, Ze tomu tak je). Nés
skuteéné budou zajimat jen feSeni redlnd, ale budeme postupovat tak, Ze nejprve
zkonstruujeme n linearné nezavislych komplexnich feSeni a pozdéji z nich ziskame
n linedrné nezavislych realnych feseni.

Poznamka 8.5.17. Nalezneme-li n riznych kofenii charakteristického polynomu,
neni tézké piimo dokézat, ze funkce {e*?} ; tvoii fundamentalni systém dané
rovnice. Zfejmé totiz

1 1 e 1
A1 Ay A,
W[e’\lx,e*‘zrr..,e*nﬂ(‘T) = eXi=1 M7 det A% /\g o )\%’
A?_l Ag—l . A271
= ezl'":l Aiw H(Az — )\J) 7é 0.

i>j

Prislusny determinant se nazyva Vandermondiv determinant a jeho hodnotu lze
nalézt pouzitim matematické indukce.

Cviceni 8.5.18. Dokazte vztah pro Vandermondiiv determinant, tedy ukazte, Ze
pro libovolné n € N, n > 2, plati

1 1 e 1
A VR W
det| AT A A S Tw =)
A I =
)\;L—l /\g—l . )\271

Pokud ale nékteré kofeny jsou vicenasobné, musime postupovat jinak. Vyuzi-
jeme toho, ze polynom stupné n ma pravé n komplexnich kofenti, zapocitavame-li
nasobnost. Vicenasobné kofeny prispéji odpovidajicim pocétem funkci diky nésle-
dujicimu vysledku.

Tvrzeni 8.5.19 (O vicendsobnych kofenech charakteristického polynomu). Necht
Aj € C je k-ndsobnym korenem charakteristického polynomu. Pak funkce

)\]’I

, .'L'e/\jm,xze)\jx, oy xk}*le)\jz

rest Ly = 0.
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Dikaz. Pokud A; = 0 je k-ndsobnym kofenem polynomu p()), plati

pA) =3 X aodtud  Ly=Y ay®.
i=k i=k

Proto funkce 1,z,...,2* ! ¥esi Ly = 0.

Pro \; # 0 pisme y(z) = z(z)e®. Po dosazeni mame

Ly = an(ze)‘jz)(”) + an_l(ze)‘f"”)("*l) ot ay (e 4 z)\je/\j“/’) + agzet®.

Ze vSech ¢lentl na pravé strané se da vytknout e*?, a proto dostavame, Ze
Ly=eM"Mz
y - 9

kde M je linearni diferencidlni operator s konstantnimi koeficienty zavislymi na
Qpy Qp—1,---,00,M, Aj. Necht ¢ je charakteristicky polynom operatoru M. Pro li-
bovolné i € C pak mame

Meh® L(euze)\j.’r) Le(/H‘)‘j)m

eHT = elTeA;T = e(u+/\j)$ = p(/l + )‘7)

q(p)

Odtud, protoze \; je k-nasobnym kofenem polynomu p, 0 je k-nasobnym kofenem
polynomu ¢. Podle poc¢atku dikazu tedy funkce 1,x,...,2" ! fesi Mz = 0, coz
znamena, Ze funkce e*®, xer® ... xF"leMNT fesi Ly = 0. O

V dalsim nas bude zajimat linearni nezavislost pravé ziskanych funkci. K tomu

vyuzijeme nasledujici obecny vysledek.

Lemma 8.5.20. Necht \1,..., A\, jsou riznd komplexni éisla a P, ..., P, jsou
polynomy s komplexnimi koeficienty. Jestlize plati

m

Z Py(x)eM® =0 na (a,b),

i=1
pak P, =0 na (a,b) pro kazdé i € {1,...,m}.

Diikaz. Postupujme indukci pfes m € N. Pro m = 1 je vysledek zfejmy. Necht
dokazovany vyrok plati pro m — 1 € N a mame

ZPi(x)eA“” =0 na (a,b).

Aritmetickou tpravou dostavame

m—1

—Pp(z) = > Pi(x)e® ) na (a,b).

i=1
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Obé strany nyni (st P, + 1)-krat zderivujeme a vychdzi nam (pfipomernime, Ze
XA Amyi=1,2,...,m—1)

m—1

0= Z Qi(z)ePi—Am)z na (a,b),

i=1

kde koeficienty polynomu @; zavisi na koeficientech polynomu P;, ¢isle A; — A, a
isle (st Py, 4+ 1). Podle indukéniho predpokladu proto méme @; = 0 na (a,b) pro
kazdé i € {1,...,m — 1}. Zaroven si ale povSimnéme, %e pro A # 0 a P polynom
plati

(P(2)e*)' = (P'(x) + AP(2))e™,

neboli pii derivovani vyrazu P(x)e® neklesd stupeni polynomu doprovazejiciho
funkci e’ a dokonce u nejvyssiho koeficientu je nenulovy nasobek koeficientu
ptavodniho. Diky tomuto pozorovani a vysledku @; = 0 na (a,b) dostavame, Ze
P, =0na (a,b) pro kazdé i € {1,...,m — 1}. Proto nutné P,, = 0 na (a,b) a jsme
hotovi. 0

Tvrzeni 8.5.21 (O nezavislosti komplexnich feSeni homogenni rovnice). Necht
Aly oo oy Am jsou ruzn€ koteny charakteristického polynomu prislusejicitho rovnici
Ly=0ak,..., Lk, jsou jejich ndsobnosti. Pak

e/\lw’ xe)\117 ., Iklile)‘lr,
e/\2w7 xe)\giﬂ, ., xkgfleAQCE,
eA'mw’ $e>\777,w7 . :L.knz_le/\'miv

jsou nezduisld fesend dlohy Ly = 0 (neezistuje netrividlni sada kompleznich kon-
stant ddvagict >, c;y; = 0 na (a,b), kde y; jsou vyse popsané funkce a n =
k14 + k)

Dikaz. Dle Tvrzeni o vicendsobnych kofenech charakteristického polynomu (Tvr-

zeni 8.3.4) vSechny uvedené funkce fesi Ly = 0. Pokud pro ¢4, ...,c, € C plati
n m
0= Zciyi =: Z Pj(x)eM?,
i=1 j=1
aplikaci predchoziho lemmatu dostavame P = --- = P, = 0, tedy ¢ = -+ =
¢, = 0 a mame dokazanou linearni nezavislost. O

Zbyvéa jesté pripadnd komplexni feSeni nahradit stejnym poctem feSeni real-
nych. Pfipomenme, Ze ma-li polynom s realnymi koeficienty nerealny koren, kote-
nem je i éislo komplexné sdruzené a dokonce mé stejnou nasobnost (tento vysledek
jsme si dokdzali v kapitole o primitivnich funkcich). Proto kdykoliv jsme v dosa-
vadnim postupu ziskali komplexni feSeni ve tvaru

y = 2’ = 'R A (cos(Im Az) + isin(Im Az)),
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mame také feSeni

J=ale’ = gleRe A% (cos(Im Az) — isin(Im Az)).

Navic diky linearité operatoru L jsou funkce

y+y _ ploReds

5 cos(Im A\z)

vi= y2;y = 2'e® A gin(Im \x)
i

opét FeSenimi tlohy Ly = 0 a uz se jedna o realné funkce. Konec¢né, touto zaménou
jsme si nemohli zkazit linedrni nezavislost. Skutec¢né, pokud by nova sada Tfeseni
byla linedrné zavisla, z predpisu pro u a v danych vyse bychom dokazali spocitat
netrividlni (komplexni) koeficienty déavajici linearni zavislost piivodni sady FeSeni.
Celkové jsme dostali nasledujici vysledek.

Véta 8.5.22 (O fundamentalnim systému rovnice s konstantnimi realnymi koe-
ficienty). Necht charakteristicky polynom rovnice Ly = 0 s konstantnimi redl-

nymi koeficienty md redlné koteny A1,..., \m a komplexzni koveny i1, ..., A,
Am41s .-+, A S ndsobnostmi kq, ..., k. Pak funkce
M, cee gh—lehe,
e, cee ghm=LleAme,
eReAmi1z cos(Im )\m+1x), s phmt1—1 ReAm i1 COS(IIII )\m+11')7
eReAmi1z sin(Im A\, 412), ce ghmt1—1lgReAm iz sin(Im A\, 1),
eReNT cos(Tm ), e aF1=LeRe AT cog(Tm \jz),
eReN® gin (Tm \j2), cee, ghi=teRe N gin (Tm \j2)

tvort fundamentdlni systém rovnice Ly = 0.
Priklad 8.5.23. Uvazme rovnici
yVIT £ oyV 4yt — .
Charakteristicky polynom pak ma tvar
P = AT +2X° + A% = (A +1)°\%,

Cislo 0 je jeho trojnasobnym kofenem a ¢isla +i jsou shodné dvojnasobné kofeny.
Fundamentalni systém je proto tvofen funkcemi

1, =z, 2%  cosz, sinz, xzcoszr a xsinz na R.
Obecné feseni na R je tedy dano vztahem
y(x) = C1 + Cox + C32? + Cycosx + Cssinx + Cex cos x + Crasin

kde C1, ..., C7 jsou realné konstanty.
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8.5.5 Metoda specialni pravé strany pro rovnice s konstant-
nimi koeficienty

Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice rovnice Ly = f jsme se pfi znalosti fun-
damentalniho systému naucili fesit pomoci metody variace konstant. V piipadé
konstantnich koeficientt Ize pro nékteré typy funkce f volit podstatné jednodussi
postup.

Tvrzeni 8.5.24 (O specidlni pravé strané). Necht
f(x) = " (Py(z) cos(vz) + Py(z) sin(va)),

kde p,v € R a Py, P> jsou polynomy. Pak existuji polynomy Q1, Q2 stupné nejvyse
max{st P,st Py} takové, Ze funkce

yp, = elvah (Q1(z) cos(va) + Q2(x) sin(vz)),

kde k € Ng je ndsobnost cisla 1 + vi jakoZto korene charakteristického polynomu,
7es1 nehomogennt rovnici Ly = f.

Poznamka 8.5.25. (i) Polynomy @1, Q2 se hledaji metodou neur¢itjch koefici-
ent.
(ii) V tvrzeni pfipoustime, Ze u + vi neni kofenem charakteristického polynomu a
v tom pripadé je k = 0.
(iii) Pozor, i kdyZ je jeden z polynomd P;, P> nulovy, nemtZeme obecné predpokla-
dat nulovost kteréhokoliv z polynomi @1, Q2 (uvazte tfeba rovnici "’ —y’ = sinz,
kterou jisté nefesi zadny nasobek funkce sin, naopak ji Fesi nasobek funkce cos).
(iv) Tvrzeni o specialni pravé strané se na zakladnich kurzech matematické ana-
lyzy nedokazuje. Byva zahrnuto do pfipadu uhodnuti (kdykoliv najdeme koefi-
cienty polynomi @)1, @2, ukazali jsme, ze Tvrzeni o specialni pravé strané plati
pfinejmensim v naSem piipadg).
nékteré ¢asti (séitance) funkce f s vyuzitim toho, Ze operator L je linedrni, a proto
Lyn=fi N Ly2=fo = L(yi +y2) = fr + fo.
Tomuto jevu se fika princip superpozice.
Priklad 8.5.26. Hledejme obecné feseni ulohy
y"' —y' +y —y=14cosz +xe ",
Charakteristicky polynom ma tvar
Mo d—1=0A-1DA\+1).
Jednonasobné kotfeny 1, —i,i davaji fundamentalni systém

{e”, cosz,sinz}.
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Obecné feseni homogenni rovnice ma proto tvar
yp = C1e” + Cocosx + Cysinx na R,

kde C1,C5,C5 € R. Prava strana jako celek nema tvar popsany v Tvrzeni o spe-
cidlni pravé strané (Tvrzeni 8.5.24), ale je souctem tii funkci, které jednotlivé

pozadovany tvar maji. Pouzijeme tedy princip superpozice a budeme hledat par-

tikuldrni feseni tloh Ly; = 1, Lys = cosx, Ly, = xe™*.

V prvnim pripadé snadno uhodneme y; = —1. Ve druhém pifipadé hledame
feSeni ve tvaru (¢islo i je jednondsobny kofen charakteristického polynomu)

Yp, = Az cosz + Brsinz.

Tento tvar dosadime do feSené rovnice, pouzijeme Leibnizovo pravidlo a upravu-
jeme

cosx :<—3A cosx + Axsinx — 3Bsinx — Bx cosx)
— <72A sinx — Az cosx + 2B cosx — Bx sin 1’)
+ (Acosx — Azxsinx + Bsinz + Bxcosx) — (Axcosx + Bxsinx)
= (24 - 2B)sinz + (—2A — 2B) cos x.

Dostévame A = B = —1 a odtud

1 .
Ype = — % COST — L xsin.

Tteti partikuldrni feseni hleddme ve tvaru (¢islo —1 neni kofenem charakteristic-
kého polynomu)
Ypo = (Az+ B)e ™.

Opét dosadime

xe T = <3Ae_w — (Az + B)e_l> - (—2Ae_”‘ + (Az + B)e_g”)
n (Ae’”” ~ (Az + B)e’m) — (Az + B)e™®
(64 — 4(Az + B))e™".

Dostédvame A = —i, B = —% a odtud

1 3\ _,
= (=D

Obecné feseni tlohy na R ma proto tvar

Y =Yn+ Yp, + Ypy T Yps

N _ 1 1. 13\ _,
= Cie +Cgcosx+0351nx—1—ixcosx—ixsmx—(Zx—i—é)e .
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8.5.6 Eulerova rovnice

Jednou z uloh s nekonstantnimi koeficienty, kde je znadm postup feseni, je Fulerova
rovnice

S aaiy (@) = f(@),
i=0

kde ag, ..., a, jsou reilné konstanty a f € C((a,b)). U této Glohy mame k dispo-
zici metodu variace konstant. Nasim dal$im tkolem je nalezeni fundamentalniho
systému. Budeme pracovat zvlast pro z > 0 a < 0. Pro x > 0 zavaddime novou
proménnou piedpisem ¢ = logx (tedy = = e°) a pomocnou funkci z(£) := y(x(£)).

Pak mame
2(€) =y (x(§))e =ay

21(€) = " (@(©)e™ + ¢/ (@(©)et =2y +ay
a tak dale. Je vidét, Ze po dosazeni ziskanych vztahi do rovnice Ly = 0 dostaneme
pro funkeci € — z(&) rovnici n-tého Fadu s konstantnimi koeficienty, ktera zdvisi na
¢islech ag, ..., ay.
Pro # < 0 zavddime ¢ = log|z| (tedy z = —ef) a opét 2(¢) = y(z(€)). Pak

mame , . ,

Z(6) =y ((§))(—e%) =y

2'(€) = y"(@(©)(—*)* + ¢/ (@(©)(—e*) =2y +ay
a tak dale. Vyjde nam pomocnd diferencidlni rovnice se stejnymi koeficienty jako
v predchozim pripadé. Po vyfeSeni pomocné diferencidlni rovnice se vratime k pro-
ménné z a funkci y. Nakonec se jeSté pokusime FeSeni slepit v pocatku.
Priiklad 8.5.27. Hledejme obecné feSeni rovnice

x2y// _|_y _ 1‘3.

Nejprve fesme homogenni tlohu. Pro « > 0 (totéz vyjde i pro < 0) mame podle
vzorcti odvozenych vyse

O=x2y”+y=x2y"+my'—xy’+y:z”—z’+z.

+

i.

i

Charakteristicky polynom nové rovnice ma tvar p(\) = A2 —\+1 a kofeny %

Odtud dostavame
3 3
z(€) = Crezt cos(%f) + Coe2t sin(%{) na R.
Proto mame pro z > 0 a x < 0 feSeni (piSeme £ = log |z| a lehce upravujeme)

V3 (V3
y(x) =C4 |x|cos(710g\m|> +Cs |:1c|sm(710g|x|>.

Partikuldrni feseni zkusime uhodnout ve tvaru y, = Az, coz okamzité ddvd A =
%. Dostali jsme obecné feseni

V3 V3 1
y(x) = C1/|z] COS(? log |£C|) + Cov/ || sm<7 log |x|) + ?xs.
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Slepeni feSeni v pocéatku je mo’né v piipadé C; = Co = 0 (v pocatku spojité
dodefinujeme nulou), v ostatnich pfipadech se d4 nahlédnout, Ze po spojitém do-
definovani v pocatku nema ziskana funkce derivaci v poc¢atku.

Poznamka 8.5.28. (i) Na Eulerovu rovnici se daji aplikovat vSechny nase obecné
vysledky (kromé vysledkt pro rovnice s konstantnimi koeficienty). P¥ipomeiime
vsak, ze pro tyto vysledky potfebujeme, aby byl ¢initel u nejvyssi derivace nenu-
lovy, coz Eulerova rovnice nesplituje v poc¢atku. Neni tedy zddnym prekvapenim,
ze jsme predchozi priklad vyfesili pravé na intervalech (—oo,0) a (0, 00), zatimco
jsme méli potize se slepenim v pocatku.

(ii) Funkce ui(z) = /|| cos(§ log |z]) a ua(z) = /|| sin(@log |2|) z minulého
prikladu tvofi fundamentélni systém. Skuteéné, vypoctem jsme ovérili, Ze se jedna
o feSeni. Dale, pokud by existovala netrividlni dvojice konstant C7,Cy tak, Ze

Ciuy + Coug =0,

tataz dvojice konstant by u funkei e2¢ cos(?é) a ezt sin(ﬁf) vyvracela linedrni

nezavislost, kterou jsme dokazali v pfedchozi kapitole. ’

(iii) Diky pfedchozi ¢asti pozndmky mame k dispozici variaci konstant, kdykoliv
se nam podaii vyfesit homogenni rovnici.

(iv) Reseni homogenni Eulerovy rovnice se d4 nékdy uhodnout tak, Ze polozime
y = |z|* a funkci zkusime dosadit do rovnice. Tento piistup vede na jakousi cha-
rakteristickou rovnici. Zatim vSak nevime, Ze ziskana feSeni jsou linedrné nezavisla
a neumime ani zajistit jejich dostateény pocet (problémy délaji komplexni a vi-
cendsobné kofeny). MuZeme si ale pov§imnout (podrobné si rozmyslete sami), ze
zminéna charakteristickd rovnice je totozna s charakteristickou rovnici pro tlohu
s funkeci z. Diky tomu vime, Ze u vicenasobnych kofentt mame do fundamentalniho
systému brat funkce typu

lz|*,  loglz|lz*, log®|z|lz|*,

a v pripadé komplexniho kofene A do fundamentalniho systému pfijdou funkce

|Z,|Re)\ ‘I|Re)\

cos(Im Alog |z]), sin(Tm Alog |z]), log |z||z|%°* cos(Im A log |z|)

a tak déle. Tato itvaha nam dokonce umoznuje pouzivat Tvrzeni o specialni pravé
strané (Tvrzeni 8.5.24), pokud ve vSech jeho formulich nahradime proménnou z
vyrazem log |z|.

Piiklad 8.5.29. ReSme rovnici
3, .1 2.1 / 1
2y +dxy” + 2zy =x + — + xlogx.
T

Do homogenni rovnice dosadime y = 2* pro x > 0 (pro zaporna x prava strana
rovnice nem4 smysl, jinak bychom pracovali s |z|* a vy$la by tat4z charakteristické
rovnice, nebot pifi kazdém derivovani ziskdme c¢initel sign z, ktery pak spolu s x
d4 |z|) a mame

0 =232\ —1)(A = 2)2 3 + 42X\ — a2 4 22027 = 22N (N + 1),
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Dostéavame fundamentélni systém

1
{l,logx,f}.
x

Modifikované Tvrzeni o specidlni pravé strané (Tvrzeni 8.5.24) (pro z > 0 nemu-
sime psat absolutni hodnoty) poZaduje pravou stranu ve tvaru

flx) =2a" (P1 (log x) cos(vlog z) + Ps(log ) sin(v log o:))
a nabizi partikularni feSeni ve tvaru
yp(x) = 2t logh & (Ql (log x) cos(vlog x) + Q2(log ) sin(v log a:)) ,

kde k je nésobnost ¢isla p+iv jako kofene charakteristického polynomu. Vyuzijme
principu superpozice a feSme napied tilohu Ly,, = z. ReSeni hleddme ve tvaru

Yp, = Az.

Vychézi ndm y,, = %x Dale fesme Ly, = % Protoze ¢islo —1 je jednonasobnym
kofenem charakteristického polynomu, hledame feseni ve tvaru

log =
Yp, = A i )
Dostavame
1 AmB(l—}l - 610§x> + 4Az? (—33 + 210#) + 2Ax(i2 - 10g2x> = é
x x x x T x x x
Proto y,, = loim. Kone¢né, fesme Ly,, = xlogz. ReSeni hledame ve tvaru
Yp; = Az logx + Buz.
Dostavame
rlogx = a3 (—%) + 43:2(%) + Qm(Alogaz + A+ B)
= (5A+2B)x + 2Axlogx.
Odtud A = %, B = —g a Yp, = %xlogx — %x. Obecnym feSenim nasi Glohy tedy
je

1 1 1 1 )
y=C1+Cylogx +Cs— + -z + Ogm—i—fxlogx—fx na (0, c0).
x 2 x 2 4

8.6 Dalsi typy rovnic vyssich radua

Nyni si predstavime dalsi typy rovnic, které umime pfimo vyfesit nebo alespon
prevést na rovnice prvniho fadu.
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8.6.1 Rovnice tvaru y™ = f(z)
Ulohu

y"=f)  y@o)=wo, Y ()=w1, .-, y¥" (o) = Yu-1,

kde f € C((a,b)), uz umime fesit, nebot je pfipadem linedrni diferencidlni rovnice
n-tého Fadu s konstantnimi koeficienty (dokonce s velmi jednoduchym fundamen-
talnim systémem {1,x,...,2""1}). Existuje v8ak rychlejsi postup, ktery zde umi
zastoupit variaci konstant. Je zaloZzen na postupném integrovéani, které je zaroven
mozné piepsat do vzorce obsahujiciho jediny integral.

Tvrzeni 8.6.1. Je-li f spojitd na (a,b), pak teSeni pocdtecni dlohy spliiuje

T T1 Tn—1 n—1
y(:v):/ / / f(Tn)dTn...dngTl—|—Z%($—xo)k
xo xo ) k=0 *
n—1

1 N n—1 Yk
_m_l)!/mo(m_ﬂ f(T)dT—FkZ::Oﬁ(x—xo)k.

Dikaz. Prvni rovnost snadno ovéfime postupnym derivovanim (indukeci pies n €
N). I druhou rovnost ovéfime indukei. Pro n = 1 rovnost zfejmé plati. Pro n > 1
sta¢i ukazat klicovou identitu

d x

dz /.,

xT

(x—t)" " f(t)dt = (n — 1)/ (x —t)""2f(t) dt.

Zo

Zafixujme z € (xq,b). Budeme postupovat podobné jako v ditkazu takzvané hlavni
véty diferencidlniho a integralniho poctu (Véta 7.5.12). Oznacéme

B(z) = /m(x—t)”_lf(t)dt A (@)= (n—l)/m(x—t)”_Qf(t)dt.

Zafixujme jesté y € (x,b). Pak diky spojitosti f na [zg,y] C (a,b) mdme K > 0
takové, ze
telro,y = [fOI<SK

Déle mame pro h € (0,y — x)

Herho2) ;11(/:}1@: R () de - /(m -0 at)

_ ! / (x4 h— )" — (- )" V) f(t) dt

h 0
1 x+h
+ﬁ/ (x+h—t)"f)dt = I + L.
Odtud
1 [oth h—50
15| < E/ PTIK At = A" K ST 0,
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Dale méame diky pfedchozim vzorctim a binomické vété

/I((x—t—i—h)"_l —(z—t)nt

1 = p(o)] = ;

— (0= 1)@ —1)"2) f(t) dt|

0

[y ("7 - a
wo W\ J
_ n—1

n—1
g/ 3 (” , )hﬂ—l(x—xo)"—l—ﬂz(dtg Y owt ",

0 j=2 J Jj=2

Celkové mame @/, (z) = ¢(x). Podobné se ziska &’ (x) = ¢(z). Piipady = € (a, z0)
a x = xg jsou analogické. Tim je dokdzdna klicové identita pro (ted uz snadnou)
matematickou indukci. O

8.6.2 Rovnice tvaru y™ = f(z,y" V)

U tohoto typu zavedeme pomocnou funkci z(x) = y™~!(z). Pro ni potom méame
pomocnou tlohu

2= f(z,2),
coz je typ tlohy, pro ktery jsme si jiz predstavili nékolik metod (v zavislosti na
tvaru funkce f). Po nalezeni funkce z je$té potfebujeme vyfesit ilohu

yn—l =z,
kterou jsme fesili pred chvili. Poznamenejme, Ze feSeni tlohy pomocné a tlohy
pivodni si vzajemné odpovidaji (pfechodem k pomocné tloze Zadna FeSeni ne-
ziskdme ani neztratime). Skuteéné, pokud néjaka funkce Fesi tlohu puvodni, jeji
derivace fadu (n — 1) zfejmé Fesi tlohu pomocnou. Naopak, pokud néjaka funkce
fesi tlohu pomocnou, je nutné spojitd, mizeme ji proto (n — 1)-krat integrovat a
dostaneme FesSeni tilohy ptivodni.

Priklad 8.6.2. Resme tlohu
v _ 2yIV

T

Y

Polozme z := y'V. Tim jsme piesli k tloze

2z
!
Z = —

- z2(1)=1

(diky véasné aplikaci poc¢ateénich podminek se nebudeme muset zabyvat vSemi
pripady). Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi a mame pro ni

dz 2dz
log\z|:/—: — =2log|z| + C,
z x
odkud s vyuzitim pocateéni podminky dostavame feseni

z=2? na (0, 00).
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Toto FeSeni je jednoznaéné na (0,00) x (0,00), slepeni (v pocatku) zadani nepfi-
pousti. Celkové pak na (0,00) mame FeSeni
r—1)2% (z-1)
@17, @1t
2 24

kde funkci ® mizeme uréit pomoci pfedchoziho tvrzeni. Prvni moznosti jsou ¢tyii
postupné integrace, které vzhledem k dolni mezi xy = 1 nejsou prfili§ pfijemné.
Druhou moznosti je pouzit jedinou integraci se vzorcem

d(z) = é/j(m —t)3¢2 dt.

ylx) =0(x) + 1+

Cviceni 8.6.3. Reste tlohu y’¥ = 22 pomoci Tvrzeni o specidlni pravé strané
(Tvrzeni 8.5.24) a pomoci variace konstant kombinované s Cramerovym pravidlem.

8.6.3 Rovnice tvaru y™ = f(y"=?)
Zde pokladame z(x) =y~ (x) a tim dostédvame
Z// — f(Z)

Nyni je vyhodné obé strany vynasobit ¢initelem 2z’ (nejedné se o ekvivalentni
Upravu, novou rovnici Fes §irsi t¥ida funkci nez rovnici ptivodni), ¢imz obdrzime

(2"%) = 222" =22/ f(2).
Ma-li funkce f primitivni funkci F, potom mame
2% =2F(2) + C.

Uvézime oba piipady 2’ = £4/2F(z) + C, nalezneme z a pak y (z4dny z téchto
krokt neprojde zcela obecné, nicméné treba pripadna spojitost f zarucuje existenci
v8ech zucastnénych primitivnich funkei).

Poznamka 8.6.4. Podobné by se postupovalo v pfipadé rovnice
y ™ (@) = ey ().
Jako vyse bychom pfesli k rovnici
2(x) = f(=z,2(2)),
po vynésobeni 2z’(x) potom
(") (z) = 22/ (2) f (2, 2(x)).

Oznacime-li F(z,z) = [ f(z, z) dz, dostdvame podobné jako vyse rovnici

2 (x) = £/2F(z,2) + C,

kterou v nékterych piipadech miizeme byt schopni fesit. Posledni krok je potom
stejny jako vyse.
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Priklad 8.6.5. Resme tlohu

1

PoloZme z = 3. Pak mame

z

— 17

(diky véasné aplikaci poc¢ateénich podminek se nebudeme muset zabyvat vSemi
piipady). Pak po pfenédsobeni 2z’ dostdvame

1
(2?) = 2,2’—4\/E — 22 =\z+C.

7 pocatecnich podminek déle plyne
2=z

Tuto dlohu feSime separaci proménnych a ziskdvame

4 d
gz%: \;g/dxoerC.

Odtud diky poc¢ateéni podmince z(0) = 1 dostédvame

3 4
z = (ix—i—l)s.

Vsimnéme si, ze tato funkce neni v bodé z = —% dvakrat spojité diferencovatelna,
coZ souvisi s tim, Ze 2’ (—%) = 0. V takovém piipadé nebyla vyse provedend tprava
ekvivalentni. Musime se tedy omezit na interval (—%, 00).

Podle teorie rovnic se separovanymi proménnymi je vyse uvedené feSeni jed-

nozna¢né na R x (0,00). Slepovani s trividlnim feSenim z = 0 ¢&i feSenimi na
R X (—o00,0) neptipadd v tvahu diky ptvodni formulaci 2" = ﬁ. Nyni
3 5 4,3 3 y(0)=0 4 /3 74
L T I
Y /(4x+ T 7 4x+ + - 4m+ 7

pro z € (—3,00).

8.6.4 Rovnice tvaru y™ = f(z,y® y*+D  40=D)

Definujeme-li pomocnou funkei z := y*), dostavame pro ni
Z(nik) = f(x’ Z? Z/? ce Z(nikil))’

coZ je rovnice nizsiho fadu.
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Piiklad 8.6.6. Ulohu
yXXII_QyXXI+yXX :e2m y(O):y’(O) :--~:yXX(O):O, yXXI(O) -1

muiiZzeme fesit standardnim zptisobem. Jde také zavést pomocnou funkci z = yXX
a Tesit
" ! _ 2z _ / —
2 =22 +z=e z(0) =0, Z(0)=1.

Obecné feseni mé tvar

z = C1e” + Coze”® + 2 na R.

Po aplikaci po¢ateénich podminek pro z dostdvame z = e2* — . Zbyva doresit

tlohu
==t y(0)=y(0) = =y ¥ (0) =0,
coz je typ, kterym jsme se jiz podrobné zabyvali (v tomto pfipadé se d4 pomérné

rychle provést dvacet integraci za sebou) a dostaneme soucet polynomu a funkce
27206293 s

8.6.5 Rovnice tvaru y™ = f(y,9/,...,y" )

V tomto pfipadé se pouziva nasledujici postup ke snizeni fadu o jedna. Pokud ma
rovnice feSeni, které spliuje
y'(z) = p(y(z))

pro néjakou (n — 1)-krat diferencovatelnou funkci p, pak pro ni mame

y'(x) = p(y(z))
y'(x) = p'(y(x))y'(x) = p'(y(x))p(y(x))
y"(x) = p"(y(x))y' (2)p(y(x)) + p' (y(2)p (y(2))y' ()
) 2 / 2

=p"(y(2))p° (y(x)) + (' (y(2)))*p(y(x))  atd.

Po dosazeni do piivodni rovnice a zjednoduSeni zépisu poloZenim z := y(z) dosta-
vame pro hledanou funkei z diferencidlni rovnici (n — 1)-tého Fadu.

Zamysleme se jesté nad tim, jakym zptisobem si odpovidaji feSeni ptivodni a
pomocné ulohy. Jak jsme jiz odvodili vyse, pokud néjaké feseni ptivodni lohy méa
vyse uvedenou specialni vlastnost, funkce p fesi pomocnou rovnici. Naopak, pokud
funkce p Fesi pomocnou rovnici a funkce y fesi y' () = p(y(x)), pak z vypocétu vyse
plyne (mame k dispozici hladkost potfebnou pro vSechna sloZena derivovani), Ze
y Tesi rovnici puvodni. Musime byt ale opatrni s defini¢nimi obory funkci p a y.

Priklad 8.6.7. UvaZme tlohu
y'=2/y  y0)=1 ¢ (0)=1
a pokusme se nalézt alespon jedno jeji feseni. Popsany postup nam déavé rovnici

P (2)p(2) = 22p(2).



60 KAPITOLA 8. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
Tuto rovnici spliiuje jednak p = 0 (tedy 3’ = 0, coz nevyhovuje pocateéni podmince
y'(0) = 1). Druhou moznosti je feSeni rovnice

P (2) = 2z,

tedy p(z) = 22 + C, neboli ¥ = y? + C. Poéate¢ni podminka pak vyzaduje C' = 0.
Urcéenim p jsme tedy ziskali diferencialni rovnici

y/ — y2.

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, proto pokracujeme

—lz/d—g:/dx:x—i—a
) )

Odtud

a pocatecni podminky davaji

na (—oo,1).

Priklad 8.6.8. Zkusme nasi novou metodu aplikovat na nékolik linearnich rovnic

druhého radu, kde jsme fundamentalni systém ziskali pomoci uhodnutého FeSeni

ve tvaru e .

(i) Uvazme rovnici

y" =0.
Nase metoda dava, ze pokud existuje Feseni splitujici ' = p(y), pak (pfipomerime
y=z1y9 =p2),y" = (2)p(2))

p'p=0.

Tuto rovnici zfejmé fesi p = C. Odtud ' = C, a proto y = Cx + D je feSenim
ptivodni dlohy.
(ii) Uvazme rovnici

y' +y=0.
Tentokrat dostavame

p'p=—=z
Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, ale rychlejsi je prepis

5(172)/ =%

Odtud
p(z) =+V-224+C tedy ¢ =+—-y2+C.



8.6. DALSI TYPY ROVNIC VYSSICH RADU 61

Smysl ma jen pripad C' > 0 a odpovidajici rovnici se separovanymi proménnymi
feSime postupem

::I:/dx::tx—i-D.

Y / dy
arcsin — = [ ——
vC V-2 +C
Odtud (pro £z + D € (—1,1))
y =V Csin(+z + D).

Vhodnou volbou konstant a slepovanim dostaneme sinus i kosinus (pfipomenime,
v o at s

ze cosx = sin(z + §)).

(iii) Pro rovnici

dostavame

Piepis 1(p?)’ = 2 vede na

2
p(z)=xvz22+C tedy Yy =+£Vy2+C.
Pro C = 0 mame y' = +y a ndm znama Feseni e*, e~ *. Ani pt¥ipad C' > 0 nedéva

nepouzitelny vysledek, nebot mame

LT dy
argsinh — :/7 = j:/ de =4z + D
el VyR+C
a odtud
y = V/C'sinh(+z + D).
Naopak pro C' < 0 mame

argcosh :I:/ de =42+ D

T / dy _
VIC| Vy? = |C]|
a odtud
y = /|C| cosh(£z + D).
Posledni dva vysledky davaji opét feSeni a daji se z nich ziskat funkce e*,e™%.
(iv) V pfipadé rovnice
y' =2y +y=0

(charakteristickd rovnice ma tvar (A—1)? = 0 a fundamentéln{ systém je {e®, ze®})
dostavame

pp—2p+2=0 tedy p,:2pp—z-
Jedn4 se o homogenni rovnici, kterou umime fesit. Jen poznamenejme, ze jednim
z FeSeni je zfejmé p(z) = z, coz vede na rovnici y' = y a Fesi ji naptiklad e”. Diky
této znalosti a metodé doplnovani fundamentalniho systému pomoci vlastnosti
wronskianu se pak ziska i xe®.
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Kapitola 9
Ciselné rady

V dalsim se budeme zabyvat otazkou konvergence ¢iselnych fad. Podobné jako u
konvergence Newtonova integralu je konvergence rad jen mezivysledek, ktery nam
pozdéji umozni urcovat soucty rad za pomoci metod, které konvergenci vyzaduji.
Na druhou stranu, nékdy nam vysledek, zda fada konverguje ¢i ne, ddva pfesné tu
informaci, kterou potfebujeme, a presnd hodnota sou¢tu fady neni az tak dulezita.
Nékdy zase vystacime s vice ¢i méné presnym odhadem souctu fady.

9.1 Zakladni pojmy

Definice 9.1.1 (Rada). Necht {a)} C R je posloupnost. Symbol "7~ | a;, budeme
nazyvat (¢iselnou) fadou. Pro k € N se &islo ay nazyva k-ty clen, éislo s, =
> h_q ai se nazyva n-ty cdstecny soucet a {s,} nazveme posloupnosti éastecnych
souctd fady Y oo | ak.

Existuje-li vlastni s := lim,_ .o s,, Iikdme, ze fada konverguje. Pokud je uve-
dené limita nevlastni, fada diverguje a pokud limita ¢aste¢nych souctti neexistuje,
fada osciluje.

V prvnich dvou ptipadech ¢islo s nazgvame souctem fady. PiSeme Y ;- | a = s.

Poznamka 9.1.2. V pripadé, kdy s existuje, ma symbol Y ;- aj vlastné dva
vyznamy. Jednak zastupuje posloupnost, kterou se snazime secist, jednak jeji sou-
cet (tedy ¢islo). Byva zvykem v takovéto situaci prednostné chapat Y - | ax jako
¢islo s.

Poznamka 9.1.3. V nékterych situacich bude pfirozené pracovat s ZZOZO ak-
Nazjvejme posloupnosti rovnéz zobrazeni z Ng do R (opét budeme psat {a};2,
¢ijen {ax}).

Poznamka 9.1.4. Rady komplexnich ¢sel se definuji analogicky. Nebude-li fece-
no jinak, v dalsim se budeme zabyvat fadami realnych ¢isel. Odvozeni podobnych
vysledkt pro komplexni fady prenechédvame ¢tenafi jako cviceni, poptipadé budou
okomentovany zvI4st.

63
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Piiklad 9.1.5. (i) Necht ¢ € C a a9 € C\ {0}. Pro kazdé k € Ny definujme
ar = aoq”®. Vznikla fada se nazyva geometrickd rada a diky identité
(1+qg+ - +¢)V1—q) =1—¢"" platné pro kazdé n € N
jeji ¢astecné soucty spliuji pro g # 1
Sp=a L—q

n 0 1 _ q
Plati-li |¢| < 1, fada konverguje a dostavame ) -, aoq® = 1%‘)(1. Pokud ¢ = 1,
pracujeme s fadou Y ;- jap a dostavame Y - ap = co € C*. Pokud |g| =1 a
q # 1, fada osciluje. Kone¢ng, pro |g| > 1 dostavame >, agg” = oo € C* (redlny
piipad vyzaduje ohlidani jak sign ag tak sign g, pro ¢ < —1 fada osciluje).
(ii) Uvazme harmonickou fadu > - % Jeji ¢astecné soucty tvoii monotonni po-
sloupnost, maji tedy limitu v R*. Plati pro né

s1=1 s—l—&—l—§ s—1—1—14—1-1-1>1—|—1-|-1+1—é
1= D ! 1T T 93Ty 244 2
g=lpiqpiptyt ottt s
8T T T3 T4 "5 6 "7 "8 247478888 2

a indukci 1ze ziskat son > "TH Odtud >~;7, % = oco. Pfipomenme jesté, ze v ka-
pitole o urcitém integralu jsme divergenci této fady uz ukazali takto

n 1 n+1 1 n+1 1 s oo
sn:Zf>(R)/ fdx:(N)/ —dz = [log]"™ =log(n +1) "= 0.
— k 1 x 1 T
(iii) Dalsim typem fad, které umime seéist, jsou teleskopické tady. Ptikladem je
fada > o, m, pro kterou mame

n

- 1 Z(l 1 ) 1 1+1 1+ +1 1
s, = _ o S S U T A
Pt k(k+1) —\k k+1 1 2 2 3 n n+l

1 n—r oo

=1- 1.
n+1
Obecné pro teleskopickou fadu typu
ar = b — brym kde m e N a lim by =0,
k— o0

Sp = Zak = Z(bk_bk+m) =by+ Ay — (b1t +bmin) ey T .
k=1 k=1

(iv) Uvazme fadu ) o, 1712 Opét se jedna o fadu s nezdpornymi ¢leny, proto jsou
¢astecné soucty monotonni a existuje jejich limita. Navic mame
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odkud dostavdme konvergenci. Dalo by se také postupovat ptes (N) floo L da.

x

gy D% S s e s
(v) Uvazme fadu > -, ( k) . Céste¢né soudty si prepisme do tvaru

S (e e ()
S2n = 2 37 4) T o1 T

SEETET WG A S R
Fant1 = 273 17 5) 7 \en Tt/

Odtud vidime, Ze {s2,} a {S2n+1} jsou monotonni posloupnosti s ¢leny v intervalu
[—1,0] (nebot vidy —1 < Sapt1 < S2n < 0). Obé tedy musi byt konvergentni.
Navic

i 1 n— 00 0
2n+1

a proto maji obé limity stejnou hodnotu. Zkoumana fada tedy konverguje. Roz-

myslete si, ze v této situaci neni mozné pouzit pristup pres urcity integral.

S2n+1 — S2n = )

Poznamka 9.1.6. Konvergence fady byla definovana jako konvergence jejich ¢as-
teénych souctti. Nabizi se tedy myslenka, Ze budeme-li studovat limitni chovéani
posloupnosti sy, ziskdme tim nejen informaci o konvergenci studované rady, ale
i jeji soudet. Zadnou teorii pro fady by pak nebylo nutné budovat, nebot vysta-
¢ime s teorii pro limity posloupnosti. Velice ¢asto vSak byva obtizné ¢i nemozné
z predpisu pro k-ty ¢len ay ziskat vzorec pro sy (ve vzécnych piipadech se podle
chovéani prvnich nékolika ¢lentt posloupnosti {s;} d4 odhadnout spravny vzorec,
ten se pak dokdze indukei). V dalsim se nebudeme snazit vzorce pro s hledat a
budeme budovat teorii pracujici jen s pfedpisem pro ¢len ay.

Poznamka 9.1.7. PovSimnéte si, ze na konvergenci fady nema vliv pfidéni, vy-
nechéani ¢i zména hodnoty u koneéného poctu ¢lenti.

Nejprve si uvedeme kritérium, pomoci néhoz konvergenci vyluc¢ujeme.

Véta 9.1.8 (Nutnd podminka konvergence fady). Necht 7ada Y - | aj konvergu-
je. Pak limy_, ar = 0.

Dikaz. Oznaéme L := 22021 ay. Pro ¢astecné soucty pak plati limy oo s = L, a
proto

lim ap = lim (s — sg—1) = lim sp — lim sy =L — L =0.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

O

Silné&jsim nastrojem je B-C podminka (jedn4 se jen o pfepis B-C podminky pro
posloupnosti), kterd dava ekvivalentni charakterizaci konvergence ¢iselnych fad.

Véta 9.1.9 (B-C podminka pro fady). Ciselnd rada Y -, ai konverguje prdvé
tehdy, kdyz splriuje B-C podminku

n—+p
Ve > 03ng € NVn € NN [ng,00)Vp € N ‘ Z ak‘<5.
k=n+1
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Cviceni 9.1.10. Dokazte tuto vétu pfepisem na standardni Bolzano—Cauchyovu
podminku pro konvergenci ¢iselnych posloupnosti.

Priklad 9.1.11. (i) Necht a;,d € R. Definujme aritmetickou posloupnost predpi-
sem ar, = a1 + (n—1)d. S vyjimkou pfipadu a; = d = 0 odpovidajici fada nemtize
konvergovat kvili nutné podmince konvergence.
(ii) Harmonicka fada -, % nespliiuje B-C podminku diky vlastnosti

1 1 1 1

S T S A TR Tl

Poznadmka 9.1.12. (i) Pozdé&ji si predstavime jesté nékolik dalsich kritérii pro
vylouceni konvergence fady. Tato kritéria budou vSak pracovat jen s fadami, jejichz
¢leny neméni znaménko (myslime nekoneénékrét, nezapominejme na poznamku o
koneéném poétu zmén).

(ii) Nutnd podminka je jen specidlnim piipadem B-C podminky, v némz vlastné
uvazujeme p = 1, tedy zkoumame ZZ:}H_I ax = Qp41-

(iii) Ve svétle piedchozich dvou &asti této poznamky bude B-C podminka jedinym
nasim kritériem pro vylouceni konvergence rady u fad s takzvanymi obecnymi
¢leny (kde nekontrolujeme znaménkové zmény).

Z aritmetiky (nevlastnich) limit aplikované na ¢asteéné soucty dostavame oka-
mzité nasledujici vysledek.

Véta 9.1.13 (Aritmetika fad). Necht > o ,ar = A € R*, Y72 by = B € R*,
a,8 € R. Pak

Z(ka + Bby) = aA+ 8B,
k=1

kdykoliv md pravd strana smysl.

Piiklad 9.1.14. (i) Rada > -, (% + k%) diverguje, nebot jeji ¢leny jsou soucty
¢lenti divergentni a konvergentni rady.

(ii) Rada ;7 ((=1)¥ + ) osciluje. Skute¢ns, pokud by konvergovala, musela
by konvergovat i

oo

k=1
Divergenci vyvratime podobné.

Pfi nasem budoucim studiu nas bude jen zfidka zajimat konvergence fady

> e ak. Podstatné dilezitéjsi pro nas bude konvergence > -, |ak|. Proto zava-
dime nasledujici pojmy.

Definice 9.1.15 (Absolutni a neabsolutni konvergence). Rikame, ze ¢iselné fada
Y orey ak konverguje absolutné, jestlize konverguje Y -, |axl. Rikame, ze fada
Y opeq ar konverguje neabsolutné, jestlize konverguje Y .-, ar ale nekonverguje

EZL |ag|.
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Poznamka 9.1.16. Rada > -, |ax| m& monotonn{ ¢4steéné soucty. Maze tedy

jen konvergovat a divergovat, nikoliv oscilovat.

Pii P . / [ [ (_1)k . oo 1 .
fiklad 9.1.17. Jiz jsme si ukdzali, ze )~ ~—— konverguje a ) .~ ¢ diver-

k
guje. Proto > "7, (7;) konverguje neabsolutné.

Véta 9.1.18 (Absolutni konvergence implikuje konvergenci). Jestlize ¢iselnd rada
> ore, ar konverguje absolutné, pak konverguje klasicky.

Diikaz. Splnéni B-C podminky pro >, |ax| implikuje splnéni B-C podminky pro
> he ak, nebot pro viechna n,p € N méme

n+p n+p
‘ E ak‘ < E |a|.
k=n-+1 k=n-+1

Stejnéd myslenka dikazu ndm dava nasledujici kritérium.

Véta 9.1.19 (Srovnavaci kritérium I). Necht pro viechna k € N plati ar € R,
b >0 alak| < by. Jestlize Y- | by, konverguje, pak Y - | ax, konverguje (dokonce
absolutné).

Diikaz. Splnéni B-C podminky pro 220:1 by, implikuje splnéni B-C podminky pro
> ey lak|, nebot pro vsechna n,p € N méme

n+p n+p

> dakl < D0 (bil-

k=n-+1 k=n-+1

Podle predchozi véty proto také Y ;- | aj konverguje. O

Priklad 9.1.20. (i) Rada Y7 | 75 konverguje, nebot 75 < 75 pro viechna k € N
a Y o 7z konverguje.

(ii) Rada Y -, m konverguje, nebot |m| < % pro viechna k €
NN[4,00), > ey k% konverguje a konvergence fady nezavisi na chovani koneéného
podtu ¢lend (mtizeme kupiikladu prvni tii ¢leny studované fady nahradit nulou).
(iii) Rada Y72, ﬁ diverguje, nebot diky nezdpornym ¢lentim nemtiize oscilovat a
kdyby konvergovala, konvergovala by i > 7~ | + (pouzivdme ﬁ > %Vk € N), coz
neni pravda.

Dalsi kritérium je zalozené na nasich myslenkach z dikazu konvergence fady
oo (=D)*
Dkl

Véta 9.1.21 (Leibnizovo kritérium). Necht {a,} je nezdpornd nerostouct posloup-
nost. Pak Zzozl(—l)kak konverguje prdvé tehdy, kdyz limg_, o ag = 0.
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Diikaz. ”="Tato implikace plyne z nutné podminky konvergence.
” < Césteéné soulty si pfepisme do tvaru

Sop = (—a1 +a2) + (—az + as) + ... (—a2,—1 + a2p)

Sop41 = —a1 + (a2 —a3) + (as — as) + ... (a2, — A2n41)-

Odtud vidime, Ze {s2,} a {s2,+1} jsou monotonni posloupnosti s ¢leny v intervalu
[—a1,0] (nebot vidy —a; < sap41 < S2, < 0). Obé tedy musi byt konvergentni.
Navic
n—oo
Son+1 — S2p = —Q2p41 — 0,

a proto maji obé posloupnosti stejnou limitu. Zkoumana fada tedy konverguje. [

Poznamka 9.1.22. Pfedchozi kritérium by se dalo aplikovat také na fadu

pokud bychom pracovali s by := agr—1 + azr (dostdvame nové ¢leny st¥idajici zna-
ménko s nerostoucimi absolutnimi hodnotami). Casem si predstavime Dirichletovo
kritérium, které bude zobectiovat Leibnizovo kritérium timto smérem.

9.2 Rady s nezipornymi ¢leny

Pripomenime, ze v této situaci ma posloupnost ¢asteénych souc¢tt vzdy limitu, a
proto miiZze fada jen konvergovat nebo divergovat. Predstavime si zde dalsi kritéria
konvergence. Jesté pfipomenme, Ze se zabyvame pripadem, kdy neni znam obecny
predpis pro s,, a proto musime pracovat s predpisem pro ag. V nékterych pripadech
vznikaji jednoduché formule z vyraz % ¢i {/ay. Nase kritéria budou pfipravena
pracovat i s témito vyrazy. Casto budeme vyuzivat skute¢nost, ze zména kone¢ného
poc¢tu ¢lentd neovlivni konvergenci fady.

Poznamenejme jesté, ze vsechny nase vysledky v této ¢asti textu lze také chapat
jako vysledky pro absolutni konvergenci fad.

Véta 9.2.1 (Srovnévaci kritérium II). Necht {a},{bx} C [0,00), ko € N a je
splnéna alespom jedna z podminek

(i) ax > b VE> ko

(i) 922 > 2 Yk > Ky (tedy {ax}, {bk} C (0,00))

a Y pe, ax konverguje. Pak >}~ by, konverguje.

Dikaz. U obou podminek mtizeme pfedpokladat, ze kg = 1, jinak vhodnym zptiso-
bem zménime prvnich ko —1 ¢lenti zkoumanych fad. Plati-li podminka (i), vysledek
plyne ze Srovnavaciho kritéria I (Véta 9.1.19). Necht plati podminka (ii), pak pro
vSechna k € N mame

ar Gp—1 G2 br b1 b ay
L..—a1 > —— =

ap = e
ak—1 ag—2 Q1 br—1bp—2 by by
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Odtud by < %ak pro vSechna k € N. Napravo mame ¢leny konvergentni rady,
proto lze uzit prvni ¢ast véty a jsme hotovi. O

Poznamka 9.2.2. (i) Prvni podminku ve vété je mozno také nahradit podminkou
Cay, > by, (diky aritmetice Fad).

(ii) Predchozi véta také ika, ze pokud dvé fady s nezdpornymi €leny spliiuji (i)
nebo (ii) a Y ;- , by diverguje, pak > 7=, aj diverguje.

(iii) Podminka (ii) se d4 pfepsat do tvaru a:i - < b;l:i -. S timto tvarem se piijemné
pracuje v piipadé fad typu Y .o, k% (velice brzy budeme umét charakterizovat
konvergenci téchto fad v zavislosti na o« € R a pak je budeme velice casto pouzivat

ve srovnavacich kritériich), nebot ks = E— = (14 4)* a prava strana se dé
' FD=

jesté upravovat pomoci Taylorova rozvoje.

7Z prvni ¢asti Srovnavaciho kritéria II se snadno ziskéd dalsi uziteény nastroj.

Véta 9.2.3 (Limitni srovndvaci kritérium). Necht {ay},{br} C (0,00) a ddle
necht limy,o0 3% € (0,00). Pak Y re ai konverguje prdvé tehdy, kdyz Y oo by
konverguje.

Jestlize {ay},{bx} C (0,00) a limyoo 3% € [0,00) @ > rey b konverguje, pak
Yoo a konverguje.

Diikaz. Nejprve dokazme prvni ¢ast kritéria. Oznac¢me L := limy_, o Z—:. 7 definice
limity existuje ko € N takové, ze

L
§bk <ap <2Lb pro k > kg.

Nyni jiz sta¢i pouZit prvni ¢ast Srovnavaciho kritéria IT (Véta 9.2.1).
Ditikaz druhé ¢éasti je podobny, pouzivime nerovnost ax < (L + 1)by. O

Poznamka 9.2.4. Limitni srovnévaci kritérium je diky pouZiti limity v pred-
pokladech pomérné rychly nastroj. Na druhou stranu neni tak silny jako jeho
ptvodni nelimitni verze, kterad existenci limity nepozaduje a umoznuje diky tomu

—_ k ’ ~
tfeba ukézat konvergenci fady Z:i1 H(kzl) pomoci konvergence rady 2211 1%2

Nyni si zna¢né rozsifime mnozstvi znamych rad, s nimiz budeme vysetfované
fad svat ., fadv t oo 1
fady srovnavat (zejména o fady typu > ,~; 7=)-

Véta 9.2.5 (Integralni kritérium). Necht a € N a f: R — R je spojitd, kladnd a
nerostouct na [a,0|. Pak

Z f(k) konverguje = (N)/ fdz eR.
k=a @
Diikaz. Diky monotonii funkce f méame

k+1
fl+1) < W)/k Fdz < £(k).
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Proto pro libovolné n € N, n > a, plati

n+1 n n+1 n
OIFCED SRS RNETES SHT)
k=a+1 k=a a k=a

Pokud Newtontv integral konverguje, je (neklesajici) primitivni funkce omezend
a nutné pak jsou podle levé ¢dsti naseho odhadu omezené (neklesajici) ¢dstecné
soucty fady >, f(k). Tato fada proto konverguje. Naopak, omezenost ¢astec-
nych souctt fady Y -, f(k) implikuje omezenost (neklesajici) primitivni funkce,
ta proto musi mit vlastni limitu v nekonecénu. O

a k E+1

Obrazek 9.1: Integralni kritérium: odhady integralu.

Priklad 9.2.6. (i) Funkce z — gﬂ% spliiuje pro o > 0 ptredpoklady Integralniho

kritéria (Véta 9.2.5), a protoze

[ee] 1 11—«
(N)/ I—adxz [log 7]$° = oo proa =1
! [ﬁxl’o‘ = % pro o > 1,

dostavame (pro o < 0 je dokonce poruSena nutnid podminka konvergence fad)
1
Z T konverguje <= a> 1.
k=1

(ii) Uvazme fadu typu > po, ﬁ kde a, 8 € R (fadu s¢itdme az od druhého

loghP k’
¢lenu, nebot prvni neni definovdn). Pokud o > 1 a f € R, Limitni srovndvaci
a+1
ez v . , v v ~ oo 1 k2
kritérium (Véta 9.2.3) aplikované na nasi fadu a fadu ), | —r (W —0)

k™2
spolu s predchozi ¢asti prikladu dévaji konvergenci nasi fady.

Pokud a < 1 a 8 € R, srovnéni s 220:1 —L+ déava divergenci. Pokud a = 1,
k2

Limitni srovnavaci kritérium (Véta 9.2.3) kombinované s prvni éasti piikladu je
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nepouzitelné. Na druhou stranu, pro o = 1 umime funkce tvaru x +— m
snadno integrovat a mame
o (5 log' ™ 2] = o0 pro 8 <1
N) Tlog’ 2 dz = < [log(log z)]3° = oo pro =1
2 . _
[ﬁlog1 Bl = ﬁlog1 F2 prof>1.

Integralni kritérium (Véta 9.2.5) aplikujeme na [a,00), kde a > 2 je dost velké,
aby zde platilo

1 N P —Blog—PB"1 log—A~1
(flog_ﬁ a:) = og2 T b og2 o8 5 x(—logaz—ﬂ) <0.
x x x x
Celkové dostavame
27 konverguje = a>1V(a=1AE>1).

= kolog’ k
(111) Mohli byChOHl nas postup pOU,Zit 1 na pfipad Z/:.;S m. S Vy—
jimkou piipadu @ = 8 = 1 se daji opét kombinovat piedchozi vysledky spolu s
Limitnim srovnavacim kritériem (Véta 9.2.3). Ve vylouceném piipadé se naopak
dobfe integruje. Celkové se dostane

oo

1
Z 3 konverguje
— k*log” klog” (log k)

= a>1V(a=1A8>1)V(a=1AB8=1Ay>1).

Poznamka 9. 2 7. (i) PovS§imnéme si, Ze napfiklad ke zkouméani konvergence fad
typu > pes m pro a # 1 ndm staci znalost chovéni fad Y77, - nebot
pro oy < 1 < as, B1, 82 € R a k € N dostateéné velké mame

Bkv

1 1 1
< <
ke2log” k  klog? k  korlog™ k

[ 1 . o 1 . .
iy TlosZF Konverguje, > k2 Tiog R diverguje).
(ii) Nejcast&ji budeme studované fady srovnavat s fadami

> " Z;?a’ Zklo kz::k‘logklog (logk)’

k=1 k=1 k=2

Je vyhodné si pamatovat, ze ve vSech vyse uvedenych typech fad je ¢islo jedna
hrani¢éni hodnotou parametru (g ¢ «) z hlediska konvergence fady.

Poznamka 9.2.8. Nikdy nebudeme mit natolik univerzalni kritérium, aby nam
o kazdé tadé feklo, zda konverguje ¢i diverguje. Jednak je to tim, Ze se nam ne-
podafrilo najit ,hrani¢ni fadu“ takovou, ze by fady s vétsimi ¢leny divergovaly a
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s mensimi konvergovaly (takova fada ani existovat nemuze, at uz by konvergovala
¢ divergovala, nebot aritmetika fad, konkrétné nasobeni kladnym ¢&islem, by ndm
dala spor). Navic ¢leny fad nemusi mit srovnatelny pokles s néjakou dilezitou
fadou uvedenou vyse. Lze tfeba vymyslet konvergentni i divergentni fady spliujici

pro nekone¢né mnoho k a ap > pro nekone¢né mnoho k.

T =

ak < 2
Nyni si uvedeme dveé kritéria zaloZzena na srovnani s geometrickou fadou.

Véta 9.2.9 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht {ax} C [0,00) a ko € N.
(i) Jestlize existuje q € [0,1) takové, Ze {/ay < q pro vechna k > ko, pak > po, ak
konvergugje. Specidlné, pokud limy_, ¥/ar < 1, Tada konverguje.

(ii) Jestlize {/ax > 1 pro viechna k > ko, pak > poy ai diverguje. Specidlné, pokud
limg oo ¥/ar > 1, Tada diverguje.

Diikaz. Dokazme (i). V prvnim piipadé mame a;, < ¢* pro ¢ € [0,1) a k > ko,
piiemz fada > - q" je konvergentni. Vysledek tedy plyne ze Srovnavaciho krité-
ria IT (Véta 9.2.1). Pokud limy_,o {/ar < 1, staci zafixovat ¢ € (limp—oo &ay, 1).
Najdeme ko tak, Ze plati {/ar < ¢ pro vSechna k > kg a jsme v situaci jako vyse.

DokaZme (ii). Zde médme odhad a; > 1 a pro vSechna k > ko mame poruSenu
nutnou podminku konvergence ¢iselnych fad. Predpoklad limy_,o {/ar > 1 vede
na tutéz situaci. O

Pfiklad 9.2.10. Studujme konvergenci fady Zzozl(kiﬁ)’€2 Mame

92 \Fk

lim /ar = lim (1 - 7) =e2<1
k—o00 k k—o0 k42

(Ize vyuzit limy o0 (1 + %)k = e, nebo si pfepsat obecnou mocninu pomoci funkce

exp, coz vede na limitu standardni obtiZznosti).

Poznamka 9.2.11. (i) Cauchyovo odmocninové kritérium (Véta 9.2.9) si nepo-
radi s zaddnou z fad ), k%, a > 0, nebof limy_, o, {/ 1% = 1. Zaroven vidime, ze
pripad limg_, o ar = 1 pfipousti jak konvergentni, tak divergentni fady.

(ii) PrestoZe je odmocninové kritérium pomérné slabé, nachézi uplatnéni v situa-
cich, kdy se zapis ¢lenu a; znac¢né zjednodusi po aplikaci k-té odmocniny. Aplikace
mocného integralniho kritéria na predchozi priklad by jisté prijemné nebyla.

Dalsi kritérium je opét slabé, le¢ leckdy uzivatelsky velice pfijemné.

Véta 9.2.12 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht {ar} C (0,00) a ko € N.
(1) Jestlize existuje g € [0,1) takové, Ze a(/;-:l < q pro vSechna k > ko, pak > -, ax
ak+1
ay,
(ii) Jestlize % > 1 pro vSechna k > ko, pak Y ;- ; ai, diverguje. Specidlné, pokud
Skt - 1, vada diverguje.
a, = LT qu)

konverguje. Specidlné, pokud limy_, < 1, Tada konverguje.

limg 00
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Dikaz. Dokazme (i). V prvnim pfipadé mame pro libovolné k > kg

Ak Qk—1 Ahy+1 k—k k
ay = ar, < ¢" "ag, =Cq
Ap—1 Qk—2 A

a konvergence studované rady je dusledkem konvergence geometrické fady. V pri-
padé, Ze limy_, o0 “Z;: < 1, pro zafixované ¢ € (limp_s o0 a(’;zl,l) vzdy najdeme

ko € N tak, Ze mame “Zj:l < ¢ pro vsechna k > kg a jsme v situaci jako vysSe.

Dokazme (ii). V tomto pfipadé mame pro libovolné k > kg

ap Ag—1 Ao+1
ap = .. Ay = Ay,

ak—1 Ak—2 kg

je tedy porusena nutné podminka konvergence. Piedpoklad limy oo a(’;zl > 1 vede

na tutéz situaci. O
Priklad 9.2.13. Studujme konvergenci fady > -, % Méme

aer _ (R DDPER) (1P ol

ar  (KD)2(2k+2)!  (2k+2)(2k +1) 4

Nase fada proto konverguje podle d’ Alembertova podilového kritéria (Véta 9.2.12).

Poznamka 9.2.14. (i) Ani toto kritérium nefunguje na fady typu Y- 7=, o >
0, ¢i obecné v pripadé limy_, o % = 1. Ocenime jej zejména v situacich, kdy se

ap41
ag

dobie pocita limg_, o a nerovné se jedné.
(ii) Poznamenejme jeste, ze ve vyrazu dochézi ke zna¢nému zjednoduseni

faktorialu, ktery se Casto vyskytuje v Ta,yldrovych tfadach.

Ar41
a

Poznamka 9.2.15. Limitni verze kritéria je opét rychlejsi, ale slabsi neZ nelimitni.
Staci uvazit radu

(stiidd se “5H = 5 a %L = 1),
Poznamka 9.2.16. Piestoze obé vySe dokdzan4 kritéria jsou shodné zaloZena na
vlastnostech geometrické fady, funguji odlisné. Napriklad s fadou

U R
472787416 "8

(sttida se % =1a GZ—ZI = 2), si odmocninové kritérium poradi, podilové nikoliv.

Ag41
ag
ey k% a ziskany vysledek budeme kombinovat s druhou ¢asti Srovnavaciho kri-

téria IT (Véta 9.2.1).

Podilové kritérium se da zobecnit tak, Ze si spocitdme pro fady typu
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Vé&ta 9.2.17 (Raabeho kritérium). Necht {ax} C (0,00) a ko € N.
(i) Ezistuje-liq > 1 tak, Ze k(#frl —1) > g pro vsechna k > ko, pak fada > ;- ak
(22
Ak+1

(ii) Jestlize k(#il — 1) < 1 pro vechna k > ko, pak tada Y -, aj diverguge.

konverguje. Specialné, jestlize limy_, oo k( —1) > 1, fada konverguge.

(27
Ak+1

Specidlné, jestlize limyg_, o k( —1) < 1, Tada diverguje.

Diikaz. V prvnim pfipadé provedeme srovnani s konvergentni fadou Zzozl k%, kde
zafixujeme « € (1, q). Polozme tedy by = k% pro k € N a zafixujme jesté 5 € (o, q).
Pro k dostatecné velké dostavame odhad

bk %’ “ 1\« ﬁ
() (1) <142
Drs <1> (1+3) =1+5

k+1

Skute¢né, Taylortiv rozvoj funkce (1 4+ z)® v pocétku a Lagrangeiv tvar zbytku
davaji
1
1+2)*=14azx+ 504(04 -1+ 5)“72x2,

kde ¢ € (0,z). Pro x dostateéné blizko k pocatku proto mizeme posledni ¢len
pravé strany odhadnout libovolné malym nasobkem pfedposledniho.

7 piedchozich odhadi a predpokladu k(a:fr - — 1) > ¢ mame
ay q B b
>1l1+->14—->—.
ak+1 k k bk+1

Druhé ¢4st Srovnéavaciho kritéria IT (Véta 9.2.1) ndm dava konvergenci Y po ; ax.
Necht nyni k(ﬁ — 1) <1 pro véechna k > kq. Odtud

ag

H%ﬂH

1
<14- =
o1 L 1

a druha ¢ast Srovnavaciho kritéria IT ndm davé divergenci, nebot > .-, % diver-
guje.

Poznamka 9.2.18. (i) Raabeho kritérium se pouzivad v situacich, kdy je zapis
241 jednodussi nez zapis ay, ale podilové kritérium je v dané situaci piilis slabé.

ak
Typicky se k Raabeho kritériu pfechézi po netispésné aplikaci podilového kritéria
(méjte ovSem na paméti, ze jedno z kritérii pracuje s vyrazem a;zl , zatimco druhé
ag )
Ap41
(ii) Raabeho kritérium neni v zaddném piipadé vSsemocné. Ovéite si sami, Ze si

neporadi s fadami typu y -, ﬁg”k’ a>0.

ag
Q41

Dalsi krticek ve zjemnéni prace s vyrazem nam dava nasledujici kritérium.

Véta 9.2.19 (Gaussovo kritérium). Necht {ar} C (0,00). Necht existuji p,q € R
ae,C >0 tak, Ze

ag q t
=p+ -+ —— kde |t < C.
ak;_;’_l p k k1+83 | k| —_—
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i) Jestlize p > 1, vada >_,- , ar konverguje. Jestlize p < 1, Yada diverguje.
k=1

(ii) JestliZe p =1 a q > 1, fada konverguje.

(iii) Jestlize p=1 a q¢ < 1, Tada diverguge.

Diikaz. VSechny piipady, kdy p # 1 nebo ¢ # 1 ndm dava Raabeho prlpadne
podilové kritérium. Uvazme zbyvajici pfipad p = ¢ = 1. Definujme by, = klogk,
ke N\ {1}. Pak

b (k+1)log(k+1)  (k+1)(logk +log(1 + 1))
biy1 klog k - klog k
1 log(l+4) log(l+ 1)

=14+=
+k:Jr log k klogk

Protoze pro dostateéns velké k méme odhad log(1 + 1) > 5 (vyuzivdme znémou

limitu lim,_. w = 1), dostavédme
e gty k dostateéné velké
— - ro k dostateéné velké.
bt =k 2klogk ¥
= proto mame pro k dostateéné velké
ag 1 C 1 1 by,
<1l+ - <1+ — < —
g+l + k + kite — + k + 2klogk ~ b1

a Srovnavaci kritérium II (Véta 9.2.1) ndm dava divergenci studované fady, nebot
Yoo ﬁgk diverguje. 0

Poznamka 9.2.20. Pfestoze jsme v diikazu pouzivali fadu ;- P klog 7> S touto
fadou si Gaussovo krlterlum neporadl nebot pro zédnou Volbu p,q € R ac > 0
p=q=1v predchozun dtkazu). Dokonce nepomiize ani zesilend verze Gaussova
kritéria z Cviceni 9.2.21 nize.

Cviceni 9.2.21. Dokazte, Ze fada Z:i1 ay diverguje i za predpokladu, zZe pro

a>lak>kg

ag 1 tk
:]_ —_ _—
T E T R R

kde |tx| < C, nezévisle na k.

Piiklad 9.2.22. Necht a,b € R. Zkoumejme konvergenci » - %

Plati (ovéfte si sami pomoci Taylorova rozvoje, ze 1y, Sg, tj jsou v dalsim omezené)

ap  k+1 (kJFl)bf(li a )(1+1)b
a1 k+1+a k N k+1+a k

(b)) e

Zkoumana rada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz b — a > 1.
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Poznamka 9.2.23. Cela vyse probirand teorie se da aplikovat na fady se zapor-
nymi ¢leny (vytkneme znaménko minus, nebo ve vSech kritériich nahradime ay, za
|ak|). Vzhledem k tomu, Ze zména koneéného poé¢tu ¢lend neovlivni konvergenci
fady, nasSe teorie se da rozsifit i na vSechny fady, které nemaji zaroven nekonecné
mnoho kladnych ¢lenti a nekoneéné mnoho zapornych ¢lent.

9.3 Rady s obecnymi éleny

Nyni se budeme zabyvat fadami, jejichz ¢leny nekonecnékrat zméni znaménko,
neboli nekoneéné mnoho ¢lentt ma znaménko kladné a nekone¢né mnoho zaporné.
Tato situace je provazena hned nékolika jevy, které se u fad s kladnym znaménkem
nevyskytovaly. Jednak kromé konvergence a divergence nyni mutize nastat i oscilace.
Dal$im jevem je neabsolutni konvergence. Absolutni konvergence znamenala, Ze je
vhodnym zpisobem kontrolovana velikost ¢lent studované fady. V pfipadé neab-
solutni konvergence jiz nemusi velikost (absolutni hodnota) ¢lend fady spliiovat
tak pfisné podminky, je-li to kompenzovano dostatecnym vzajemnym vyrusenim

k
Kladngch a zaporngch lentt (uvazte Y50, =1

W)' V této situaci uz informace typu

. b . e
tfeba ap < bk, |ax| < |bkl, % < S alimgoo § € (0,00) neimplikuji Zadny
vztah mezi konvergenci fad Y ;- | ax a Yo by, (sami si zkonstruujte piiklady jako

o —1)* o -*
tfeba Zk:l ( ;) a Zk:l (( ;) + ﬁ))

Véta 9.3.1 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {ax},{bx} C R a {ax} je
monotonnyi.
(Dirichlet) Jestlize arp — 0 a {bx} md omezené ¢dstecné soucty, pak > -, arb
konverguje.
(Abel) Jestlize {ar} je omezend ay_p- , br konverguje, pak > ;- arby konverguje.

Dikaz. Nejprve predpokladejme Dirichletovy podminky a ukazme, ze zkoumané
fada spliuje B-C podminku. Zvolme € > 0. Bez jmy na obecnosti mtzeme pred-
poklddat, ze {a,} je nerostouci. Ve znéni nerovnosti z B-C podminky si ¢leny
posloupnosti {bx} vyjadiime pomoci ¢asteénych souétl této posloupnosti, které
budeme znacit B, a mame (tzv. Abelova parcidlni sumace)

n+p

E apby, = an+1bn+1 + an+2bn+2 +---+ an+p71bn+p71 + an+pbn+p
k=n-+1

= an+1(Bn+1 - Bn) + an+2(Bn+2 - Bn+1)

+oeeet an+p—1(Bn+p—1 - Bn+p—2) + an+p(Bn+p - Bn+p—1)
= —Bpany1 + Bn+1(an+1 - an+2) + Bn+2(an+2 - an+3)

+ o+ Bugp—1(Antp-1 — Anp) + GnipBnip-

Odtud s vyuzitim monotonie {ay}, omezenosti {B,,} a vlastnosti a — 0 dosta-
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vame pro n dostateéné velkéd nasledujici odhad

n+p
| > abe| < 1= Butuia + 1Busil(@nss = ansa) + [Busol(anse = ans)
k=n+1
+ -+ [Bnp-1l(@ntp—1 — anip) + [ntp Byl
< Ce+ Clant1 — an2) + Clanta — anys)
+ o+ Clantp-1 — antp) + Ce
=Ce+ C(ant1 — antp) + Ce < Ce + Capgq + Ce < 3Ck.

Ovetili jsme B-C podminku pro limitu ¢aste¢nych souctt fady Yo ; arbi a jsme
v prvinim pripadé hotovi.

Nyni pfedpokladejme Abelovy podminky. ProtoZe posloupnost {ax} je mono-
tonni a omezena, ma vlastni limitu. Oznacéme ji A. Pak

Z apby = ZAbk + Z(ak — A)bk,
k=1 k=1 k=1

kde prvni rada napravo konverguje diky aritmetice fad a druha spliiuje piredpo-
klady Dirichletova kritéria. Proto diky aritmetice fad konverguje i fada nalevo. [J

Priklad 9.3.2. (i) Z Dirichletova kritéria plyne Leibnizovo kritérium (tedy Véta
9.1.21), nebot posloupnost {(—1)*} ma omezené ¢asteéné soucty (stiidaji se hod-
noty —1 a 0).

(ii) Casto se d4 kombinovat Dirichletovo kritérium s Abelovym, jak ndm uka-

k
zuje priklad 2;0:1 (:/IE) arctan k, kde nejprve pouzijeme Dirichletovo kritérium

k ovéfeni konvergence > -, (_\;E)k a pak vyuzijeme pravé ziskanou konvergenci
spolu s monotonii a omezenosti posloupnosti {arctan k} p¥i aplikaci Abelova kri-
téria.

(ii) Abelovo kritérium se da pouzit i vicekrat za sebou. Uvazme napiiklad fadu

ooy (?/%)k %Harctan k, kde jedna aplikace Dirichletova kritéria a jedna apli-

k
kace Abelova kritéria dévaji konvergenci Y -, (_\/1£ arctan k (bylo vyse) a pak

diky Abelovu kritériu jesté mtuzeme do fady pfidat omezeny monotonni ¢initel
ko o_ 1

ZEia i =

Poznamka 9.3.3. (i) Dirichletovo kritérium oproti Abelovu mé piisnéjsi pod-
minky na {a;} (konvergence k nule implikuje omezenost) a volnéjsi podminky na
{br} (konvergence fady implikuje omezenost jejich ¢asteénych soucttt). Neni mozné
vzit jen omezenost {a;} a omezenost ¢asteénych souétt {by}, jak ukazuje volba
ap =1, by, := (—1)*.

(i) Neni radno zapominat na monotonii posloupnosti {a}. Jinak Dirichletovo ani

Abelovo kritérium neplati (ay, := (_\/%k — 0, pro by := (_\}E)k je odpovidajici fada

konvergentni, ale celkové Y7 | apby = > oo ¢ diverguje).
(iii) Komplexni varianta Abelova a Dirichletova kritéria vypada tak, ze {ax} je
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redlnd monotonni posloupnost, {b;} je komplexni posloupnost a zbytek znéni je
stejny jako v redlném piipadé. Diikaz se ziskd rozkladem posloupnosti {b;} na
realnou a imaginarni slozku, pripadné se zopakuje dikaz Véty 9.3.1 pro komplexni
¢astecné soucty. Nemuze platit varianta s {ax }, {bx} € C, nebot pak bychom neméli
pojem monotonie a bez ného Véta 9.3.1 nemiize platit, jak bylo ukazano vyse.

Poznamka 9.3.4. Pov§imnéte si, Ze v piipadé fad s nezdpornymi ¢leny ndm ani
Abelovo ani Dirichletovo kritérium nenabizi nic, co by nam nedalo Srovnavaci
kritérium I (Véta 9.1.19).

Predstavime si jesté dva typy posloupnosti s omezenymi ¢asteCnymi soucty.

Tvrzeni 9.3.5. Necht a € R. Pak posloupnost k — sin(ak) md omezené édstecné
soucty. Posloupnost k — cos(ak) md omezené édstecné soucty prdavé tehdy, kdyz a
nent ndsobkem cisla 2.

Diikaz. Pokud a neni nasobkem 27, mame

Sp

n n i —i iak —iak
Z Sin(ak) _ Z elak: —_e iak _ ZZ:l el _.ZZ:l e~ la
k=1

2i 2i
k=1
1 ia 1— eia(n+1) 1 —ial _ e—ia(n+1)
2% T 1—ee  2° T 1o
Odtud ) )
o] < & feio LT |eie(n+D)]| b L e Lt |eia(n+1)|
Sp|l S —|€ |——————— —Q0|€ —_——
Fi e - L T
1 1+1 1 1+1
R U £ B PR £ B
2 [1—ele| = 2 |1 —e~ia|

tedy ¢astecné soucty posloupnosti k — sin(ak) jsou omezené. Pokud a je ndsobkem
2, s¢itdme samé nulové ¢leny a vysledek plati trivialné. Pti praci s posloupnosti
k — cos(ak) pouzijeme vzorec cos(ak) = eak"'%ak Je-li a ndsobkem 27, mame
cos(ak) =1 a ¢asteéné soucty nejsou omezené. O

Cviceni 9.3.6. Postupem ukdzanym vyse ukazte, Ze ¢iselné posloupnosti {sin3 k},
{cos® k}, {(=1)Fsin® k}, {(—1)¥ cos® k} maji omezené ¢asteéné soucty (pii vipoctu
budete vzdy pracovat se ¢tvefici konvergentnich geometrickych fad). Timto postu-
pem se da rovnéz ukazat, e sin® k nemé omezené Gastecné soucty (postup vyse
vede na soudet dvou konvergentnich geometrickych fad a fady redlnych konstant).

Poznamka 9.3.7. Samoziejmé, pokud ¢tenai umi zachazet se souc¢tovymi vzorci
pro goniometrické funkce a viimne si, ze (—1)¥ = cos(km), lze predchozi cviceni
vyFes$it mnohem snadnéji pouzitim Véty o aritmetice fad (Véta 9.1.13).

. . . Ve sin3 . B
Priklad 9.3.8. Rady > ;7 Sk S % ay pog (1)%1]? jsou konvergentni
podle Dirichletova kritéria.

Pro dikaz toho, zZe zkoumana fada nekonverguje, mame jedinou pfimou metodu

a sice poruseni B-C podminky (pfipadné poruseni nutné podminky konvergence,
coz je ovSem specidlni pfipad B-C podminky).
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Piiklad 9.3.9. Ukazme, Ze nekonverguje fada ) -, Sir\‘f\k/g. Dokézeme, Ze je spl-

néna negace B-C podminky, tedy
Je > 0Vng € NIn € NN [ng,00)Ip € N ’ Z ak‘ > e,

K poruseni B-C podminky vyuZijeme toho, Ze pro velka k jsou fetézce ¢lenu stej-
ného znaménka velmi dlouhé. Predné si povSimnéme, Ze
VE+1-vVk= ! <!
VE+1+VE ~ 2VEk
Pro kazdé m € N zvolme k,,, € N takové, ze \/k,, € [2mn + §,2mn + %] (aspon
jedno takové ¢islo existovat musi, nebot pro m > 1 pracujeme napravo od bodu
2, tedy VE > 6, odtud vE + 1 —Vk < ﬁ < 1—12, a proto neni mozné, aby dvojice

VE a VE+ 1 ,pieskocila® interval délky 15 > 1—12) Z odhadu vyse také vidime, ze

Vkm +j € 2mm + Z,2mm + 7] pro j =0,1,2,...,2[ k).

Odtud
Em~+2[VEm] in V& km+2[VEkm] 1

si 1 1 1
— > 2 = ——(2[Vkm]+1) > Vkm = <.
gk: Vi gk: 2vEm 4\/km( Whnl+1) 2 2vEm, 2

Neda4 se proto splnit B-C podminka s volbou € = %

Vypocet spojeny s porusenim B-C podminky byva casto zdlouhavy. Obcas se
proto vyplati jit na priklad oklikou.

Priklad 9.3.10. Ukazme, ze fada > -, Sinl: k nekonverguje. Mame

Zosink =/ 1  cos(2k)
2= (ﬂ_ 2k )
k=1 k=1

Protoze fada Y -, % konverguje podle Dirichletova kritéria (Véta 9.3.1),
pokud by konvergovala nase fada, podle aritmetiky fad by konvergovala i fada

> re 1 o a tim bychom dostali spor.

9.4 Prerovnavani rad a soudin rad

V dalsim si ukdzeme, Ze na soucet absolutné konvergentni fady nema pferovnani
¢lent zadny vliv. Naproti tomu u neabsolutné konvergentnich fad mize mit tato
operace zavazné nasledky.

Definice 9.4.1 (Pferovnani fady). Necht {ap} C R a ¢: N — N je bijekce. Pak
fadu Y7 | ay k) nazveme prerovndnim fady ., ax (odpovidajicim bijekci ).
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Definice 9.4.2 (Kladnd a zidporna ¢ast). Necht = € R. Kladnou dédst Cisla x

definujeme jako z 1 := max{x,0} a zdpornou ¢dst jako x~ := max{—=z,0}.
Piiklad 9.4.3. Proz > 0 médme 2T =z az” =0,proz < 0 médme 27 =0 a
r-=-—x=|z|. Vidy plati z = 2T — 2z~ a |z| =2t + 2.

Véta 9.4.4 (Charakterizace absolutni a neabsolutni konvergence). Necht {aj} C
R. Pak

(1) Yop, ai konverguje absolutné < > 7. af a Y j a; konverguji.

(ii) Yoo, ar konverguje neabsolutné = > -, a; =Y ;o a; = 00.

Diikaz. V &sti (i) plyne implikace ,=“ z odhadti 0 < af < |ax| a 0 < a; < |ay|.
Implikace ,,<=* plyne z identity |ax| = a; + a;, a aritmetiky konvergentnich fad.

V éasti (i) médme co = > 52, |ax| = Yoo (a) + a;). Alespoii jedna z fad
na pravé strané implikace proto musi mit nekoneény soucet. Protoze zaroven
Sy ar = >pe,(af — a;) konverguje, podle aritmetiky fad nemtze mit ne-
kone¢ny soucet pravé jedna fada na pravé strané dokazované implikace. O

Poznamka 9.4.5. Implikace v ¢4sti (ii) se ned4 otocit, jak ukazuje fada
1-24+1-241-241-24....

Véta 9.4.6 (O prerovnani absolutné konvergentni fady). Necht {ar} C R a tfada
22021 ar konverguje absolutné. Pak kaZdé jeji prerovndni konverguje absolutné a
md stejny soucet.

Diikaz. Necht Y -, by je pferovnanim - | aj. Nejprve uvazme jednoduchy pii-
pad {a;p} C [0,00). Je-li n € N, pak existuje kg € N takové, ze {b1,...,b,} C
{a1,...,ak, }, a proto

n ko oo
bk§2ak§2ak€R
k=1 k=1 k=1

Odtud >",7 ; by mé omezené monotonni ¢asteéné soucty, tedy (absolutng) konver-
guje a plati >, o, by < D77, ag. Prohozenim roli {ax} a {by} dostavame obrace-
nou nerovnost. Proto jsou sou¢ty obou fad stejné.

V obecném piipadé si napiSeme Y oo by = > o0, bf — Y27, by . Pro kazdou
z fad na pravé strané plati vysledek dokazany vyse. Odtud

(o) (o) o0 (o) o0 (o)
I ST ST S SV o1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Absolutni konvergence plyne z konvergence fad > po, b a > oo, by, . O

Véta 9.4.7 (Riemannova véta o pferovnani neabsolutné konvergentni fady).
Necht {ar} C R a fada > ;-, ar konverguje neabsolutné. Pak pro kazdé S € R*
ezistuje prerovndni fady Y ;- | ai se souctem S.
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Ditkaz. Méme > 7 af = Y77 a; = o0 a ay — 0 pro k — oo. Necht nejprve
S € R. Zvolme n; € N jako nejmensi pfirozené ¢islo spliujici

Si=af +a3 +--+af >5.
Déle vezmeme m; € N jako nejmensi pfirozené ¢islo spliujici

52::a;r+aér+...+ajl‘l—a;—ag—...—a_ <S.

mi

Nyni zase zvolime no > n; jako nejmensi ¢islo spliujici
Sz=al +a3 +- +af —af—a;—...—a$1+a:1+1+~--+a22 > S.

Déle pokracujeme indukci. Konstrukce se nikdy nezastavi, nebot > -, a: =

> ey a; = oo. Navic pro libovolné j € N, j > 2 mame
|52j_1 — S| S a+ j;oo 0 a |ng — Sl S a;j ]i)oo 0,

nj

nebot vzdy n; > i, m; > i a a;, — 0. Pro definici pferovnani vynechavdme nulové
¢leny; je-li ale ax = 0, pouzijeme pravé jednu z hodnot aﬁ a a, . Celkové dostédvame
pfrerovnanou fadu se souctem S.

Pokud S = oo, provedeme variantu konstrukce s S; > 1, So < 1, S3 > 2,
Sy < 2, S5 > 3, atd. Pro S = —oo pracujeme podobné. O

Nagim dal$im cilem je studovat souciny fad. Pro absolutné konvergentni rfady
S ak ay -, by dostaneme vzorec
k=1 % k=1"k

(Ya)(Xb) =3 ey
k=1 k=1 i,j=1

Vyraz napravo obsahuje zapis sumy, s nimz jsme se dosud nesetkali a neumime
s nim pracovat. Za¢neme tedy opatrné definici.

Definice 9.4.8 (Zobecnéna fada a jeji konvergence). Necht M je spodetnd mno-
Zina (existuje bijekce mezi M a N). Rekneme, Ze zobecnénd vada ), ., am kon-
verguje, jestlize existuje takova bijekce ¢: N — M, ze 2211 ayu(k) je absolutné
konvergentni. Pak definujeme Y )/ Gm := D 7 | G-

Poznamka 9.4.9. Protoze absolutné konvergentni fady maji soucet stabilni vaci
prerovnani, pokud existuje jedna bijekce s vlastnosti z definice, vSechny ostatni
bijekce mezi N a M davaji absolutné konvergentni fady se stejnym souctem.
Priklad 9.4.10. Uvazme M = N? a fadu ), jcn2 27 0F7). Uvazme bijekei ¢,
ktera prvky N? sefadi do posloupnosti

(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),....

V tomto pfipadé mame

Si=> app=27+2" 420427yt ot 4270 4
k=1
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Dostavame absolutné konvergentni fadu (porovnejte ¢astecné souCty nasi rady
s Casteénymi soucty Fady Y o, k27%=1  jejiz konvergenci umite ovéfit pomoci
odmocninového kritéria). Odtud 3 ; ;yene 2-(i+J) = § (zatim S neumime vydislit,
ale jiz brzy to umét budeme) a tento vysledek nezavisi na volbé bijekce mezi N? a
N.

» ~s_ 7 o z o0
Poznamka 9.4.11. Casto se pro 2 (i,j)enz Oi,j) Pouziva znaceni ), _; a; ; nebo
oo
Ei,j:l Qij-

Véta 9.4.12 (Cauchyova véta o soucinu fad). Necht {ar},{br} C R a necht
Fady Y oy ak @ Y peq b konverguji absolutné. Pak je fada > ;" _, a;b; absolutné

ij=1
konvergentni a plati
o0

Z;iil a;bj = (Zak) (gbk)

k=1

Ditkaz. Definujme A, := Y7_, |ax|, By := Y r_, |bx| pro kazdé n € N. Bijekci
©: N — N? (jednotlivé slozky budeme pozdéji znacit ¢ a ¢3) tentokrat zavedme
konstrukci

(1,1),(2,1),(2,2),(1,2),(3,1),(3,2),(3,3),(2,3),(1,3), (4,1),.....
Déle definujme Sy, := 31 auy (1) Don(k) @ Sn = Sy gy (k) ||Dgniy| PTO kazdé
n & N.

Absolutni konvergence Z;xj’-:l a;b; plyne z toho, ze {§n} je neklesajici posloup-
nost spliujici

n2 n n o0 o0
Sz =Y ag, illbgay] = D lail Y 1bjl = AnBn <> lail > [bsl-
k=1 =1 Jj=1 =1 j=1

Proto je také Z;’;l Gy, (k)Dps (k) konvergentni a plati

2

(oo} [ee] n
D b 1= Gpyboa) = 1 Sy = lim Sux = lim > ag,beace
ij=1 k=1 k=1
n n oo oo
= 11_)111 (Za& (Zb]) = Zaiij.
i= j= i=1  j=1

Priiklad 9.4.13. Diky Vété 9.4.12 dostavame, Ze

oo o0

Z 9~ (it7) — ZQ*Z’ Z 277 = 1.

(i,7)ENZ2 i=1 j=1
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Obréazek 9.2: Castecné znazornéni bijekce z ditkazu Cauchyovy véty.

Poznamka 9.4.14. Nékdy se pouziva pro soudin fad jina bijekce, ktera se zapisuje

jako
Z ab; = Z ( Z aibj).

3,j=1 n=1 i4+j=n+1

Tento vztah se také nékdy nazyva Cauchyiav vzorec.

Obréazek 9.3: Castetné znazornéni bijekce z Poznamky 9.4.14.

9.5 Metoda aritmetickych prameéri a cesarovskeé
soucty

Nyni se budeme zabyvat otazkou, zda je mozné nekonvergentni fadé prifadit ¢islo,
které bude mit alespon ¢astecné vlastnosti jejiho souctu. Nas pristup bude zalozen
na nésledujici konstrukei.

Lemma 9.5.1 (O konvergenci aritmetickych pramérii). Necht {ar} C R spliiuje
limy 00 ar, = A € R*. Definujme posloupnost {by} predpisem

1 J
blzal,bgzal;raz,b:s:%;--w neboli bj:}Zak-
k=1
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Diikaz. Budeme se zabyvat jen piipadem A € R, v ostatnich p¥ipadech se pouZije
podobné myslenka. Zvolme ¢ > 0. Pak existuje kg € N tak, ze A—e < ap < A+«
pro k > ko. Je-li potom k > kg dostatecné velké, dostavame

a1+...+ak a1+...+ak0 ako+1+"'+akk_k0

b, = = < A
k A 2 + % — Fo 2 e+A+e
a
b :al+"'+ak0+ak0+1+"'+ak_@ako+1+"'+ak
¥ k k— ko k k— ko
>—e+A—c—e(|Al +¢).
Proto hmk_mo bk = A. ]

Poznamka 9.5.2. Obracend implikace neplati. Abychom to demonstrovali, uva-
7me posloupnost {ay} = {(—1)*}. Tato posloupnost limitu neméa. Pro aritmetické
pruméry vsak plati

{bx} ={-1,0,-%,0,-%,...} «a lim b, = 0.

k—o0

Priklad 9.5.3. Z teorie Taylorovych rozvoju vime, Ze

ixk —1,1).

k=0

Jinymi slovy, mame posloupnost polynomt { Py} takovych, ze st P, = k pro kazdé
k € No a Py(z) — = pro kazdé « € (—1,1) (a v z4dném jiném bodé to neplati).
Pokud vsak definujeme polynomy

L
DL
§=0
dostavame posloupnost polynomi stupné k s o néco lepsi aproximacni vlastnosti
Qr(x) — 7%= pro kazké x € [-1,1).

Poznamka 9.5.4. Vysledek predchoziho piikladu, tedy ziskani konvergence v jed-
nom bodé navic, neni prilis oslnivy. Pozdéji se budeme zabyvat teorii Fourierovych
fad, tedy rozvoji typu

(oo}

Z ci, cos(kx) + dy sin(kz))
k=0

({ck}, {dk} jsou posloupnosti redlnych koeficientt), kde metoda aritmetickych pri-
méru prinasi podstatné zajimavéjsi vysledky. Poznamenejme jesté, ze Fourierovy
fady maji siroké uplatnéni od teorie parcidlnich diferencialnich rovnic az tfeba po
zpracovani zvukového zaznamu.
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Metoda aritmetickych primért aplikovanad na castecné soucty posloupnosti
{ar} méa vlastni struénou terminologii danou nésledujici definici.

Definice 9.5.5 (Cesarovska s¢itatelnost). Necht {a,} C R. Pro v8echna n € N
definujme s,, = >°p_, a a 0, = = > ', 5. Rekneme, Ze > ;7 ax je cesarovsky
scitatelnd, jestlize lim,,_oo 0 € R. Cislo A := lim,,_,o 0,, pak nazveme cesarov-
skym souctem fady > -, ay a piseme (C,1)>"7, ap = A.

Poznamka 9.5.6. Podle Lemmatu o konvergenci aritmetickych priiméri (Lemma
9.5.1) je kazda konvergentni fada cesarovsky s¢itatelnd a soucty v obou smyslech
jsou totozné.

Poznamka 9.5.7. Metoda aritmetickych priméra se d4 iterovat. Pro posloupnost
{ar} definujme (pouzijeme trochu odlisné znaceni od definice)

n

n n
0._ o _ 1.1 0 2 1 1
Sp 1= Sy = ak, Sy, 1= - Sks sy = - Sis
k=1 k=1

k=1

(pozor, horni index neni mocnina). Radu Y ;- ; ai nazveme (C, r)-s¢itatelnou, jest-
lize lim,_, s}, € R. Pak piSeme (C,r)Y r-; ar = lim, . s},. Je-li fada (C,7)-
sCitatelnd, je i (C, s)-séitatelnd pro kazdé s > r (podle Lemmatu o konvergenci
aritmetickych prameéri, tedy Lemmatu 9.5.1). Tato implikace se nedd obratit.

Piiklad 9.5.8. Polozme {ax} = {1,—2,3,—4,5,...}. Pak posloupnost ¢dstec-
nych soutt je {sp} = {s)} = {1,—-1,2,-2,3,...}, a proto > ,-, a, nekonver-
guje (klasickd konvergence je totéz, co (C,0)-s¢itatelnost). Dale mame {si} =
{1,0,2,0,2,...}. Cesarovské soucty (podle definice) Fady Y .- ; ax také nekon-
verguji. Poviimneme-li si vSak, Ze pro kazdé m € N plati s}, = 0a s} | =
— %, plyne odsud, zZe

_m
2m—1

1 1
. 2 _ _
lim s; = T a proto (C,2) g—l ag = 7.

n—oQ

9.6 Dodatek 1: kondenzac¢ni kritérium

Nékdy se pouziva jesté nasledujici kritérium, zejména v piipadé, kdy se teorie
¢iselnych fad vyklada diive nez teorie integralu.

Véta 9.6.1 (Lobacevského kondenzaéni kritérium). Nech? {ax} C [0,00) je ne-
rostouct posloupnost. Pak

o0 o0
Z ar  konverguje <= Z a0 konverguge.
k=1 k=1

Dikaz. Implikace ,,<“ plyne z odhadu (pouZivdme monotonii)

(a2—|—a3)+(a4—|—a5+a6+a7)—|—-~-§2a2+4a4+8a8—|—....
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Implikace ,,=“ plyne z odhadu (opét pouZivame monotonii)
(a2) + (a3 + aq4) + (a5 +ag + a7y +ag) +... > as + 2a4 + das + . ..
= %(2@ +4a4+8a8+...).
O

Piiklad 9.6.2. (i) Konvergence fady Y -, 1% je podle Lobadevského kritéria
ekvivalentni konvergenci fady

oo

1 — 1 — 1
ZQk (2F)a — Z (2F)ya—1 — Z (20— 1)k

k=1

coz nastava praveé tehdy, kdyz a > 1.

(ii) Konvergence fady > -, Wé”k je podle Lobacdevského kritéria ekvivalentni
(pfipomertime, Ze koneény pocet ¢lend neni schopen ovlivnit konvergenci, proto
nam sta¢i monotonie od jistého ko € N) konvergenci fady

oo o0

1
Z 2k Tog® (2F) log = log™*( ij

k=
a opét dostavame nadm jiz znamy vysledek.

Poznamka 9.6.3. (i) Pokud bychom pfedchozi piiklad zkoumali z pohledu In-
tegralniho kritéria (Véta 9.2.5), zjistili bychom, Ze Lobadevského kritérium (Véta
9.6.1) vlastné jen pod integralem provadi logaritmickou substituci.

(ii) Lobacevského kritérium ndm podobné jako Integrélni kritérium umozni urcit
konvergenci nékolika dilezitych (a obtiznych) fad. Na druhou stranu si neporadi
s fadami, kde neni pfedpis pro aj velice jednoduchy.

(iii) Zhruba se da ¥ici, Ze je jedno, které ze dvojice Integrélni a Lobadevského kri-
térium ovladame, obé zaberou na dilezité fady typt > pe | 7=, Dopes m, atd.
Vysetfenim konvergence téchto fad obé kritéria splnila svou tlohu a uz je s nejvétsi
pravdépodobnosti ¢tenai nikdy nevyuzije.

(iv) Lobacevského kritérium by se dalo pfeformulovat a dokdzat rovnéz pro pomoc-
nou fadu 2211 3*asx. Nic nového bychom tim ovSem neziskali, stale by se jednalo
o ekvivalent jedné logaritmické substituce pod integralem. Skute¢ny pfinos pfinasi
teprve iterovani Lobacevského kritéria, tedy napiiklad

o0 (o]
Z ay, konverguje <= Z 2% ayr konverguje <= Z 2]“22k¢1221c konverguje.
k=1 k=1 k=1

Zde jsme provedli operaci odpovidajici dvéma logaritmickym substitucim.

9.7 Dodatek 2: nekonec¢né souciny

Necht {pi} C (0,00) je posloupnost. Symbol [[;- | pr nazyvame nekonecnym sou-
¢inem. K jeho vycisleni definujme P, = pips...p,. Nekoneény soucin nazveme
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konvergentni, jestlize existuje vlastni nenulova lim,, ., P, =: P. Pak piSeme

H Pk = P.
k=1

Véta 9.7.1 (Nutnd podminka konvergence). Necht posloupnost {pr} C (0,00) a
necht [[pe, pr konverguje. Pak lim,,_,o; p, = 1.

Diikaz. Jestlize [[,- ; pr konverguje, mame

Pes1 P
- = =1.
Py P

Pk+1 =

O

Poznamka 9.7.2. Vynechani, pfiddni ¢i zména koneéného poctu Cinitelti ne-
ovlivni konvergenci nekone¢ného soucinu.

Pokud P,, — P € (0,00), méme ze spojitosti funkce log

log P = log(nli_>rr;o P,) = lim log(P,)

n—oQ

n oo
= lim log(pi...ps) = nli_{rolozlogpk = logp,
k=1 k=1

n—oo

tedy > ,o,logpy konverguje. Tato implikace se d& zfejmé otocit. Existuje ale
jesté jednodussi charakterizace konvergence nekone¢ného soucinu, v niz pracujeme
sug:=pgr — 1€ (—1,00).

Véta 9.7.3 (Charakterizace konvergence nekone¢ného souéinu).  Necht posloup-
nost {ur} C (0,00) nebo {ur} C (—1,0). Pak nekonecny soucin [[pe (1 + uy)
konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje fada > - | uy.

log(1+x)
x

Diikaz. Nejprve si povsimnéme, ze diky tomu, Ze lim,_,g = 1, existuje

d > 0 takové, ze

1 < log(1 + x)

. <2 pro z € (—4,9) \ {0}.

N

V dalsim uvazujme p¥ipad {ur} C (0,00). Dokazme implikaci ,,=“. Pokud kon-
verguje [[ro; (1 +ux), z nutné podminky konvergence soucinu dostéavame uy, — 0.
Proto uy < § od jistého ky € N. Navic jsme si vySe ukdzali, ze Y .- ; log(1 + uy)
konverguje. Celkoveé

1 o0 o] o0
o<y Z log(1 + uy) < Z ug < 2 Z log(1 + uy) < 0.
k=ko k=ko k=ko

Protoze konvergence fady nezévisi na chovani kone¢ného poctu ¢lenti, mame kon-
vergenci Y po; Up.
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Dokazme nyni implikaci ,,<*“. Pokud konverguje > ;- ko Uk, 2 nutné podminky
konvergence fady dostavame, ze uip < & od jistého kg € N. Dikaz dokonc¢ime
pomoci nerovnosti

—oo<%iuk§ ilog(1+uk)§2iuk<oo.

k=ko k=ko k=ko
V ptipadé {ur} C (—1,0) postupujeme podobné. O

Priklad 9.7.4 (Cantorovo discontinuum kladné délky). V Sesté kapitole z prvniho
dilu skript vénované hlub$im vlastnostem spojitych a diferencovatelnych funkci
jsme si predstavili Cantorovo discontinuum C' C [0, 1]. Ziskali jsme jej tak, Ze jsme
z intervalu [0, 1] nejprve vynechali prostiedni tfetinu. V dalsim kroku vynechdme
prostiedni tretinu v kazdém ze vzniklych podintervalﬁ a takto pokracujeme dale.
Ziskame neprazdnou mnozinu C (napiiklad 0, 1, 1 3 g lezi v C). D4 se nahléd-
nout, ze kazdy bod této mnoziny se da ztotoznit s nekonec¢nou posloupnosti nul a
jedni¢ek. Mnozina C je tedy nespoetnd a ma stejnou mohutnost jako [0,1]. Na
druhou stranu vznikld mnozina je v jistém smyslu velice malé, nebot v kazdém
okoli libovolného bodu z [0, 1] najdeme otevieny interval, ktery mé s C' prazdny
prunik (srovnejte s raciondlnimi éisly, kterd maji s kazdym otevienym interva-
lem neprazdny prinik, tfebaZe jsou spocetnd). Navic celkovd délka vynechanych
interval je

1 21 221 o1
I - - = =1.
33373337 Z() 312

Pokud bychom nevynechavali prostfedni tfetinu, ale interval délky ¢ € (0,1), do-
stali bychom stejné vlastnosti, nebot

oo

1
+(1—q)g+(1—q)%q kgl—q g "

Podivejme se na véc nyni trochu jinak, po k-tém kroku mé ofezand mnozina celko-
vou délku ¢". Pokud budeme v jednotlivych krocich vhodné ménit délku vynecha-
nych ¢asti, mtzeme dostat odlisny vysledek. Skutecné, protoze naptiklad 2212 %
konverguje, konverguje rovnéz nekoneény souéin []o—, (1 — k%) Pokud tedy v prv-
nim kroku vynechdme prostfedni ¢tvrtinu intervalu [0, 1], ve druhém kroku pro-
stfedni devitinu vzniklych intervald, atd., ziskame Cantorovo discontinuum kladné

délky.



Kapitola 10

Mocninné rady

V nasledujicim textu se budeme zabyvat zobecnénim Taylorovych rozvoja re-
spektive Taylorovych fad. Bude néas zajimat, na jakych mnozinach studované
fady konverguji, ale i hlubsi vysledky, jako jsou rovnosti typu (3 p—,arz®) =
ZZOZO karz*~1. Tyto rovnosti neplynou z aritmetiky derivace (ta si v kombinaci s
matematickou indukeci poradi jen s koneénymi soucty), dokonce ani nemaji Sanci
platit obecné pro rady funkci, jak si pozdé&ji ukazeme v kapitole o stejnomérné
konvergenci.

V celé kapitole budeme pracovat predevsim v komplexnim oboru. Pozname-
nejme, ze v komplexnim oboru absolutni konvergenci definujeme jako konvergenci
fady (komplexnich) velikosti jejich ¢lenti. Snadno se ovéFi, Ze absolutni konvergence
opét implikuje konvergenci.

10.1 Zakladni vlastnosti mocninnych rad

Definice 10.1.1 (Mocninna fada). Necht {a,} C C a z; € C. Pak fadu

oo
Z ar(z — zo)k
k=0

nazyvame mocninnou radou se stredem zy. Cisla ay nazyvame koeficienty mocninné
rady.

Casto je vyhodné pouzit pfeznadeni w := z — 2, které vede na mocninnou fadu
se stfedem v pocatku (a hlavné s jednodussim zapisem). Proto ndm staci veskeré
vysledky formulovat pro fady se stfedem v pocatku. Pro o > 0 a zg € C budeme
znacit

By(z9) :={2z€C: |z — 2| < o} a B, := B,(0) ={z € C: |z| < g}.
Véta 10.1.2 (O konvergenci mocninné fady). Necht {ar} C C. PoloZme

1 1 1
R = s konvenci — =00 a — = 0.

lim supy,_, o, v/|ak| 0 00

89
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Pak

(i) rada Y p axz® konverguje absolutné na Br

(ii) *ada Y2, arz® nekonverguje na {z € C: |z| > R}
(iii) ezistuje-li limg_, oo |#i1|’ pak se rovnd R

(iv) existuje-li limg_,o0 {/|ak|, pak se rovnd %.

Diikaz. Cést (iv) je ziejmd a ¢4st (i) snadno plyne z odmocninového kritéria.
Dokazme (ii) v pfipadé R € (0,00). V tomto pfipadé pisme |z| = (1 + 0)R, kde
6 >0, a mame

Vlak| k
janz"| = laxll21* = ((1+9)- )
limsup,, ,. V/|an]

Z definice veli¢iny limsup musi byt vnitfek zévorky vétsi nez 1 pro nekonecné
mnoho indext. Je tedy porusena nutnd podminka konvergence. Pro R = oo neni
co dokazovat a pokud R = 0, pro kazdé z # 0 najdeme nekone¢né mnoho indext,
kde {/|ax| > ﬁ, coz opét vede na poruseni nutné podminky.

ay

Dokazme zbyvajici ¢ast (iii). Polozme 7 := limy_, o | |. Pro zafixované z € C

Ak+41
pak mame
g1 2" 2] koo |2]
e
k+1

Podle podilového kritéria nase fada konverguje absolutné pro |z| < r, naopak
pro |z| > r absolutné konvergovat nemize. Podle vysledki (i) a (ii) tedy mame
r=R. O

Definice 10.1.3 (Polomér konvergence mocninné fady). Cislo R € [0, 0o] z minulé
véty se nazyva polomer konvergence mocninné rady Zzozo apz”.

Poznamka 10.1.4. Pfedchozi véta nic neiikd o konvergenci pro |z| = R. Situace
se zde lisi pfipad od pripadu.
Piiklad 10.1.5. (i) Rada > ;- 2" md R=1 (Vk € N {ay =1) apro |z| =1
je vzdy porusena nutna podminka konvergence.

~ k
(ii) Rada > p” 2z ma R =1 (-%- — 1) a pro |z| = 1 vidy absolutné konverguje,

Ak+1
nebot - -
k
1
yiEl_yvler
k2 k2
k=0 k=0

(iii) Rada Y52, % mé R =1 (*% — 1). Pro z = 1 dostdvime harmonickou

fadu. Pro |z| = 1, z # 1, dav4 Dirichletovo kritérium neabsolutni konvergenci (zde
z = e kde 0 € (0,27), a {zF} = {e¥*} = {cos(0k) + isin(0k)} je geometricka
posloupnost s omezenymi ¢asteénymi soucty).

(iv) Rada Y-, % ma R = 0o, nebof _t = (k%,l)‘ =k — oo.
(v) Rada >°;2, k!2* ma R = 0, nebot oy = (kf—i’l)' =1 0.

Nyni se budeme zabyvat otazkou derivovani mocninnych fad. Budeme potte-
bovat verzi aritmetiky limit pro lim sup.
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Cviceni 10.1.6. Necht {b;}, {cx} C [0, 0).

(i) Dokazte, ze limsupy_, ., bpcx < limsupy,_, o b lim supy,_, ¢k, pokud m4 prava
strana smysl v R*.

(ii) Ukazte, Ze vySe obecné neplati rovnost.

(iii) UkaZte, Ze méa-li alespon jedna z posloupnosti limitu, plati rovnost.

Protoze vk — 1 pro k — o0, z predchoziho cviceni okamzité dostavame nésle-
dujici vysledek.

Lemma 10.1.7. Necht {a;} C C. Mocninné rady > po,axz® a Y po | kapz"~1
maji potom stejny polomer konvergence.

Jesté potfebujeme jeden jednoduchy odhad.

Lemma 10.1.8. Nechf o, 3 >0 a k € N, k > 2. Pak

k(k —1)(a+ )2

(a+B)F —ak —kaF1p < 5

52

Diikaz. Definujme f(z) = (o + x)*. Pro odpovidajici Taylortiv polynom stupné 1
mame

Ti(B) = of + ka*~1p
a pro Lagrangeiv tvar zbytku Rs v bodé g plati (£ € (0,8))

" _ k—2 _ k—2
Odtud plyne dokazovanda nerovnost. O

Véta 10.1.9 (Derivace mocninné fady). Necht {ar} C C. Pak pro z € (—R, R),
kde R > 0 je polomeér konvergence prislusné mocninné rady, plati

oo ’ o0
(g akrk) = g kapx® 1.
k=0 k=1

Diikaz. Provedeme piimé ovéfeni definice derivace. Pfedpoklddejme R > 0, jinak
neni co dokazovat. Zafixujme = € (—R, R) a § < R — |z|. Pak pro h € (—4,9)\ {0}
ma podle aritmetiky konvergentnich fad dobry smysl veli¢ina

) koo k oo
U(x,h): = 2= (T + h])l ko WL Z kapaht
k=1

= i (aki(a7 + h;k o — kakzkfl).
k=2

Nasim cilem je ukéazat, ze W(z,h) — 0 pro h — 0. Pouzijme Lemma 10.1.8 a
skutecnost, ze Y pes k(k + 1)|ag|(|z| + 6)¥~2 konverguje (nebot |z| + & < R), tedy
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Lemma 10.1.7. Potom

_ W]Zak((g)xk—zhz+...+ (5
|h| Z |ak|(<§) |z[*2|h + - + (Z) |h|k)

- m Z |ak|(<|x\ + |D)* = Jz/* = klal* 1]

(|| + [p)*2 o
< h
< |h|§j| 5 “Jh

5|h| Z |ag|k(k — 1)(Jz| + 0)¥=2 = C|h| — 0.
k=2

I /\

O

Poznamka 10.1.10. Mohli bychom pokracovat indukci s dal§imi derivacemi a
fadami > p, k(k — Daga®=2, Y22 k(k — 1)(k — 2)apa™ 3, atd.

Dusledek 10.1.11. KaZdd mocninnd tfada na svém kruhu konvergence definuje
nekonecnékrdt spojité diferencovatelnou funkci.

Mocninné fady miizeme na jejich kruhu konvergence rovnéz integrovat.

Vé&ta 10.1.12 (Integrace mocninné fady). Necht {ay} C C.
(i) Pro x € R lezici woniti konvergencniho kruhu plati

/(Zakx)dx— kcfl 4 e

(ii) Jestlize a,b € (—R, R), kde R je polomér konvergence fady > -, arz®, pak

R)/ab(;akmk) dz = (N)/ab(kijoakxk) dz

oo

b
= (N)/ ape® dz =

k=0

oo b

S (R) [ ot da.

k=0 a

Dikaz. Prvni ¢ast véty je jen disledkem Véty o derivaci mocninné fady (Véta
10.1.9). Dokazme druhou éast véty. Piedpokladejme a < b (pro b < a pracujeme
podobné, pro a = b je diikaz trivialni). Prvni a tfeti rovnost ve druhé ¢asti véty
plynou z toho, ze Riemanniv a Newtonuv integral se pro omezené spojité funkce
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rovnaji (pro rovnost nalevo spojitost plyne z diferencovatelnosti a omezenost plyne
ze spojitosti na omezeném uzavieném intervalu [a, b]). Nyni podle prvni ¢4sti véty
mame, ze
o~ Ok k+1
F(z):= —x
= k+1

je primitivni funkce k 337 ; axz® na (—R, R), a proto diky aritmetice konvergent-

nich fad
N) /ab (kz_oakxk> dz = F(b) — F(a)

0 s b
= Z k?j : (BT —aF ) = Z(N)/ apz® dz.

k=0 k=0

O

Pi#iklad 10.1.13. Se¢téme mocninnou fadu Y, kx*. Polomér konvergence je
roven jedné, proto budeme pracovat na intervalu (—1,1). Plati

oo

kak = xikxk_l = xi(xk)' = x(i xk)l.

k=1 k=1 k=1 k=1

Odtud

kak - x<1 f x)’ _ xl (1 (f)_x);z (-1) _ q _xx)g proz € (—1,1).
k=1

Priklad 10.1.14. Setéme fadu > -, ’2‘—,2: Povsimnéme si, ze vysledek ziskdme
dosazenim x = % do mocniné fady Zioz1 k22 s polomérem konvergence rovnym
jedné. Na intervalu (—1, 1) proto plati (vyuzijeme vysledek pfedchoziho piikladu)

Zk2 k—x2k2 k—1 xki_l(kx —x(Zkl‘) _1‘<1+w)2)/

k=1
(1—96) +2z(l—2) x(l+x)
a (1—=z)* S (1)
Odtud
k2 13
Z ok — 2123 =6.
k=1 (5)
Pi#iklad 10.1.15. Se¢téme fadu ) .- ; £—. Polomér konvergence je roven jedné
ana (—1,1)\ {0} plati
o hl —af 1o 1 1 [ 1 1
— _—= - - d = — k—1 d = 7/ d

8l— 8|

log(1 — C
log(l—2)  C
T X

k—
( log 1—33)+C):—
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Protoze funkce tplné nalevo se v poc¢atku rovna jedné, musi jit funkce napravo
spojité dodefinovat v pocatku stejnou hodnotou. Odtud C' =0 a

i o1 {k’g(i“’) pro z € (—1,1)\ {0}

k pro x = 0.

k=1

10.2 Vztah mezi mocninnymi a Taylorovymi ra-
dami

V kapitole o hlubsich vlastnostech spojitych a diferencovatelnych funkci jsme si
u nékolika elementarnich funkci zkonstruovali nekoneéné Taylorovy rozvoje, které
mély tvar mocninné fady. Zde si postupné ukézeme, ze kazdd mocninna rada je
uvnitf svého konvergenéniho kruhu Taylorovym rozvojem néjaké nekonec¢nékrat
diferencovatelné funkce (v pfedchozim textu jsme jiz ziskali nekoneénéndsobnou
diferencovatelnost, nyni nas uz zajima jen shoda s Taylorovym rozvojem).

Definice 10.2.1 (Taylorova fada). Nechf f: R — R je nékoneénékrat diferenco-
vatelna v xy € R. Pak fadu

% (k) (5
Z.f k(' 0)($_x0>k
k=0

nazveme Taylorovou Tadou funkce f v bodé xg.

Priklad 10.2.2. (i) V kapitole o Taylorovych rozvojich jsme si ukézali, Ze log(1+
k

T) = Z;‘;l(fl)k“? na (—1,1].

(ii) Funkce z — e =% dodefinovana nulou v po¢atku je nekone¢nékrat diferencova-

telna na R a mé v pocatku vsechny derivace nulové. Odpovidajici Taylorova fada

v pocatku se s puvodni funkci shoduje jen v pocatku.

Véta 10.2.3 (O vztahu mocninnych a Taylorovych fad). Necht {ar} C R, o €
R a ezistuje § > 0 takové, Ze mocninnd fada > p- ,ax(z — 20)* konverguje na
(xo — 0,z0 + 9). Pak je Taylorovou tadou svého souctu v bodé xg.

Diikaz. Podle Véty o derivaci mocninné fady (Véta 10.1.9) vime, ze funkce f(x) :=
S reoak(z — 20)* je C>-funkce na (z¢ — 8,z + &) pro jisté § > 0 a pro kazdé
n € Ng plati

FON @)= k(k—1)...(k—n+ ap(z — 20)*™"  na (zo — 6,30 + 0).

k=n

(n)
Odtud f™(zq) = nla,, proto a, = fT(,zo) NaSe mocninnd fada méa tedy stejné

koeficienty jako Taylorova fada. O

Pfedchozi véta nam umoziuje hledat Taylorovy rady i jinymi metodami, nez
je postupné derivovani zadané funkce. To si ted ukdZeme na prikladech.
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Piiklad 10.2.4. (i) Plati

Z na (—1,1).

k=0

(log(1 +z))’

Odtud s vyuzitim log(1+0) =0

oo

log(l+z) = Z

k=0 n=1

+C log(1£0)=0 Z(_l)"*‘li na (—1,1).

n

Na zkoumani vztahu sou¢tu fady a funkce log(1 + x) na konvergenéni kruznici (v
kapitole o Taylorovych rozvojich jsme rovnéz uvazovali = 1) ndm zatim teorie
mocninnych fad nedava zadné nastroje.

(ii) Plati

1
(arctanx)/ = 14'_73;2 = Z(ffﬂz)k na (71, 1)
k=0
Odtud s vyuzitim arctan(0 =0
oo 22k 22k
arctanz = Z( 1)k T C= Z na (—1,1).
k=0
(iii) Najdéme jesté rozvoj funkce log(1 4+ x) v bodé xy > 0. Mame
1 1 1 1
(log(1 + )" = = = =%
l1+zx l1+x9+2— 20 1+$01+1+m2

1 0o I’*I())k e’} (71)]C .
= _ = — T — X
1+x0kz_0( 1+ ];)(on)kﬂ( 0)

a pro polomér konvergence plati R = 1 + z¢. Odtud

o0
Dt 1 F1
log(1+z) = ;O T e e @) Hog(l+mg)  pro fo—ao| < 1+,
Taylorovy fady se také daji ziskat z jiz znamych Taylorovych fad pomoci arit-
metickych operaci a skladani.

Véta 10.2.5 (Aritmetika Taylorovych fad). Necht posloupnosti {ar},{bx} C R
a mocninné vady f(x) =Y po,arz’ a g(x) == Y po, bra® konverguji na jistém
okoli pocdtku. Pak existuje okoli pocdtku, kde plati

(1) (f +9)() = iZolax + by)"

(i) (f9)(x) = Y320 (E g Gmbr—m)

(iil) jestlize ag = 0, pak g(f(x)) = > ne o bn(>pep axa®)™ =S pe ) dipx®, kde

oo
dk: E bn E A, Oy -« . A, -

n=0 k1,k2,...,kn €ENg
kitko+-+kn=k
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Dikaz. Prvni ¢ast plyne z aritmetiky fad. Druha ¢ast plyne z Cauchyovy véty
o soufinu fad (Véta 9.4.12), nebot kazda z nasich fad je absolutné konvergentni
uvniti svého kruhu konvergence. Dokazme ¢4st (iii). Funkce f mé nulovou hod-
notu v pocatku a je tam spojitd. Proto pro dostateéné malé |z| plati (pouzivame
vicenasobné Cauchyovu vétu o soudinu fad)

o0 o0 n
k
g(f(@) = > bu (D ara®)
n=0 k=0
oo oo oo oo
=3 0( Y S wan, )
n=0 k1:0 k2:0 k'n:O
oo o0

= E bn E E aklakZ...ak”mm

0 m=0 ki,ks, kncNo
ki+kat-tkn=m
o0

= i(Z by, Z aklakz...ak")xm.

n
m=0 n=0 k1,k2,...,kn€Np
kitkot+-+kn,=m

O

Vyse jsme si dokazali, Ze mocninné fady na svém kruhu konvergence definuji
C>-funkce. Vyse jsme si také uvedli C'°°-funkce, které se mocninnou fadou vy-
jadrit nedaji. To nas vede k definici nésledujici podmnoziny mnoziny vsech C°°-
funkci.

Definice 10.2.6 (Reédlné analytické funkce). Necht I C R je interval a f: I — R.
Rekneme, Ze f je rediné analytickd na I, jestlize se da na okoli kazdého bodu I
vyjadrit Taylorovou radou se stifedem v tomto bodé.

Poznamka 10.2.7. Podle predchozi véty jsou soucty a souciny redlné analytic-
kych funkci opét realné analytické.

Na zavér si jesté uvedme diileZitou vétu o konvergenci na konvergenéni kruznici,
kterou si dokézeme pozdéji (v kapitole o stejnomérné konvergenci).

Véta 10.2.8 (Abelova véta). Necht {ar} C C a pfislusnd mocninnd fada f(z) :=
> reakz® md polomér konvergence R € (0,00). Je-li ¢ € [0,2) takové, Ze pro
z = Re'? konverguje vada Y e arz®, pak t — f(te'¥) je spojitd na [0, R).

Poznadmka 10.2.9. Abelova véta se pouziva tak, ze (je-li to mozné) secteme
mocninnou Ffadu uvnitf konvergenéniho kruhu a s vysledkem dokonvergujeme do
bodu na konvergencni kruznici, v némz mocninnd fada konverguje.

Priklad 10.2.10. (i) Se¢téme fadu S := > ;- (—1)¥*11. Podle Leibnizova kri-
téria (Véta 9.1.21) se jednd o konvergentni fadu. Zaroven S = f(1), kde

(o] xk
f(x):Z(q)kH? na (-1,1] a  f(z) =log(1+x) na(—1,1)
k=1
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(k aplikaci Abelovy véty v nasem piipadé sta¢i umét mocninnou fadu seéist jen
pro realné argumenty v néjakém levém prstencovém okoli bodu 1). Podle Abelovy
véty dostavame
f(1) = lim f(z)= lim log(l+ z) = log2.
rz—1_ r—1_
(ii) Sec¢téme fadu S := Z,;“;O(—l)kwlﬂ. Podle Dirichletova kritéria se jednd o
konvergentni fadu. Zarovenn S = f(1), kde

f(z) = i(‘l)k;:tll na (—1,1] a f(z) = arctanz na (—1,1).
k=0

Podle Abelovy véty dostavame

f(1)= lim f(z) = lim arctanz = arctanl = T
x—1_ x—1_ 4

10.3 Reseni diferencialnich rovnic pomoci rad

Mocninné fady se daji nékdy pouzit pii feseni diferencidlnich rovnic. Pouzivame
metodu neurcitych koeficient.

P¥iklad 10.3.1. Resme pro jednoduchost pocate¢ni tlohu 3’ = y, y(0) = 1.
Hledejme FeSeni ve tvaru y(z) = > o, arz®. Dosazenim dostdvame (pokud lze

hledanou funkci vyjadrit pomoci mocninné fady s jistym kruhem konvergence, lze
ji tam i derivovat ¢len po ¢lenu)

o0 oo
g kapz* ' = E apz®.
k=1 k=0

Zarovenl mame

1=y(0) = Zakok = ay,
k=0

a proto porovndvanim koeficientit u jednotlivych mocnin (podle Véty o vztahu
mocninnych a Taylorovych fad, tedy Véty 10.2.3, musi byt stejné) postupné do-
stavdme aj, = 7; pro viechna k € No. Odtud

oo xk:
) =35 marR,
k=0

nebot polomér konvergence u nasi fady spliiuje R = oo. Tedy jak jiz vime, y(x) =

eI

Pi#iklad 10.3.2 (Besselova rovnice). Necht n € Ng. Resme tlohu z%y” + zy’ +

(z2—n?)y = 0. Hledejme Fedeni ve tvaru y(z) = > -, arz”. Dosazenim dostavame

ao(—n?) +a1(1 — n®)x + z (akk(k — 1) + ark — n’ay + ag_2)z" = 0.
k=2
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Odtud porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin
n%ag =0, (1—n2)a1 =0 a (kQ—nQ)ak +ai_2 =0 pro vSechna k > 2.

V ptipadé n = 0, volime jako poc¢ateéni podminku ag = y(0). Dale vyjde ag;m—1 =0
a Aoy = ‘Z;"‘ 2 kdykoliv m € N. Odtud

= a0, ((:nl!)): (@Qm'

m=0

Pokud n = 1, dostavame ag = 0 a a; volime jako pocateéni podminku. Déle vyjde

aom =0 a agpmy1 = —ﬁﬁ pro vSechna m € N. Proto z rovnosti

(2m+1)2 — 1 = 4m? + 4m = dm(m + 1)

dostavame
s (—1)™ N\ 1+2m
o 55 A ()
7) almz::om!(erl)! 2

Pron > 2 vyjdeag =a; =--- =an—1 = 0 a a, volime jako pocatecni podminku.
Daéle vyjde aniam—1 =0 a apyom = —m%. Proto z rovnosti
(2m +n)? —n? = 4m? + 4mn = 4m(m + n)

dostavame
oo

y(x) = nl2%ay, mzz:o M (g)n+2m.

Pokud volime pro n € Ng hodnotu a,, =
vych funkei 1. druhu.

n'2" , dostavame kanonicky tvar Besselo-

10.4 Zavedeni funkci sin, cos a exp

V kapitole o elementarnich funkcich jsme ztstali dluzni dikazy néasledujicich dvou
vét.

Véta 10.4.1 (O funkcich sin a cos). Existuji pravé dvé funkce sin,cos: R — R
a jediné€ iraciondlni ¢islo m tak, Ze plati

(i) sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny Vz,y €R

(ii) cos(z +y) = coszcosy — sinxsiny Vz,y € R
(iii) sin(—x) = —sinx a cos(—x) = cosz vz € R
(iv) sin je rostouci na [0, 5]
(v)sin0=0asinZ =1

(

vi) sin’(0) = 1. ’
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Véta 10.4.2 (O exponencidle). Existuje pravé jedna funkce exp: C — C takovd,
Ze

(i) exp(z1 + 22) = exp 21 exp 22
(ii) exp(z + iy) = exp z(cosy + isiny)
(iii) exp0 =1

(iv) restrikce funkce exp na R (redlnd funkce) je rostouct a jejim oborem hodnot
e (0, 00)

Vz1,20 € C
Vz,y € R

(v) restrikce funkce exp na R spliiuje exp’ x = exp x Vr € R.
Spolecny dikaz pro obé véty. Krok 1: definice funkei
Definujme funkce z C do C predpisy
ok o0 2k+1 o 2%k
B 2" . Y B VR
expzfgk!, smzf];)( 1) ] a Cosszzzo( 1) o

Vsechny tfi fady maji polomér konvergence roven nekonecnu, proto jsou vSechny
tfi funkce definované na celém C.

Krok 2: vztahy mezi funkcemi

Z definice funkce exp mame pro kazdé z € C

O Nk s 2m+1
expiz) = 32 &) =2 0" gyt G )" G gy o8 isin:
k=0 =0 m=0
a
s (—12)’“ oo Z2m ) oo . Z2m+1 o
eXP(—IZ) Z %l = Z( )m (2m)'_lz<_1) Lm = COSz—1smz.
k=0 m=0 m=0
Odtud
cos s exp(iz) + exp(—iz) . sin s — exp(iz) — exp(—lz)'

2

2i

Krok 3: souctové vzorce
Podle Cauchyovy véty o soucinu fad (rozmyslete si, Ze plati i v komplexnim pii-
padé) mame pro libovolnd 21,20 € C

434 zzm =2 (1)

=07 n=0 j=0 n=0  j=0

oo

exp(z1) exp(z2)

(21 + 22)" = exp(z1 + 22).

3‘+—l

k=
o0
n=0

Odtud pro z,y € R
exp(z +iy) = exprexp(iy) = exp z(cosy + isiny).

Déle
cos(z +y) +isin(z + y) = exp(i(z + y)) = exp(iz) exp(iy)

= (cosx +isinz)(cosy + isiny).
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Roznéasobenim pravé strany posledni rovnosti a porovnanim realné a imaginarni
slozky dostéavame souc¢tové vzorce pro sinus a kosinus.

Krok 4: zbylé vlastnosti sinu a kosinu

Piimo z pfredpisu dostavame sudost kosinu, lichost sinu, sin0 = 0, cos0 = 1.
Derivaci fady pro sinus ¢len po ¢lenu dostavame sin’ = cos (specialné sin’ 0 = 1).
Dale

oo

22k 22 24 26
_ k s
cos2 = Z( 1) ( =1- o + TRl +.

k)!
<t % )
g

16 25
-1+ ——=<0.
+ 24 21
Podle Darbouxovy véty o nabyvani mezihodnot (Véta 6.2.1) proto interval obsa-
huje alesporti jeden nulovy bod funkce kosinus. Nejmensi z nich (minimum existuje
diky spojitosti) oznacme 7. Hned také dostavame, Ze sinus je rostouci na [0, 7.
Konec¢né, volba x = —y v souctovém vzorci pro kosinus dava

1 = cos0 = cos® z + sin? z.
Odtud a z vlastnosti cos 5 = 0 dostdvame sin § = 1.
Krok 5: jednozna¢nost sinu a kosinu (na R)
7Z Sesti vlastnosti sinu a kosinu uvedenych ve vété jsme v kapitole o elementarnich
funkcich odvodili dalsi vlastnosti, které nam pozdéji daly Taylorovy rozvoje

o0 L a2 o0 L 22
1 = —1 R ———— = —1 .
sin x kZ:O( ) k1 a cos T kZ:O( ) k).

Tyto fady maji jednoznac¢né urcené soucty.

Krok 6: zbylé vlastnosti exponenciély

Vlastnost exp 0 = 1 se ziskd dosazenim. Zjevné také pro x € R je expz € R. Vztah
pro derivaci dostaneme derivovanim mocninné fady ¢len po ¢lenu. Déle

expr =exp 5 expys > 0,

proto je exponenciala nezaporna a proto také neklesajici. Ze zapisu pomoci fady
ziejmé plyne lim,_, ., expx = 00, a protoze

exp 0 = exp(z — x) = exp z exp(—2x),

exponencidla se nule nerovnd nikdy a méame lim,_, ., expz = 0. Pomoci Dar-
bouxovy véty o nabyvani mezihodnot (Véta 6.2.1) jiz snadno ziskdme dokazovany
obor hodnot.

Krok 7: jednoznacnost exponencialy
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Jednoznacénost na C plyne z vlastnosti (ii). Jednoznacnost na R plyne diky stej-
nému argumentu jako pro funkce sinus a kosinus.

Krok 8: iracionalita ¢isla 7

Pro spor predpokladejme, ze m = 23, kde p,q € N (uz vime, ze 7 > 0). Pro kazdé
n € N definujme funkci

fulz) = q—a:”(ﬂ —x)".

n!

Mame

0<I,:= /fn sinzdz < ( /fnac :'(R)/Oﬂx"(w—x)"dx

.
(= — )" at

%(R)/_ (t+5G-ora =T [

n!

M)
[ME)

n n

R 9 q" (T\%" oo
= _— r_ _ " < T\ A5 .
X (R)/0(4 yar< 7L ()70

n!

Specialné existuje n € N tak, ze 0 < I, < 1.

Na druhou stranu, f, je polynom stupné 2n. Integral I,, lze poéitat (2n + 1)-
nasobnou aplikaci per partes a s vyuzitim sin0 =sinm =0, 1 = cos0 = —cos7 a
Fa(@) = folm —2) (odtud £ () = (=1)* £ (0)) dostavame

T

I, = [~ fo(z)cosz|] + (R) | f} coszdx
0

= [~ fo(z) cosz|] + [f) (z)sinx]§ — (R) / [ sinx dz

== [~ fal@) cosal] — [~ fi(x) cosa]f + -+ (—1)" [ f*") (@) cos a]]
= 2£n(0) = 2£/(0) + 2£LV(0) + - -+ 2(=1)" 2™ (0).

Spor ziskdme tak, ze ukdzeme, Ze vSechna ¢isla na poslednim fadku jsou celd
(odtud I, € Z a nemize platit vyse dokdzané 0 < I, < 1). Podle Leibnizova
pravidla mame

k
F® ZZO( ) M) ((r — ay) 5.

ProtoZe navic
(z")9' =0 proj>n, (™)™ = nl a (2™ = Caz" 7 proj <n

(v poslednim piipadé po dosazeni nuly dostaneme nulu), jediny nenulovy ¢len
v f)(0) je tedy (vyskytuje se jen pro n < k < 2n)

n n
% (Z) nln™ = q”(%) eN pro k =n,
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respektive pron < k < 2n

n

% (7’2) nin(n—1)...(n— (k —n) + 1)z~ k=

g D@k )(2)" " en
=q" —1)...(2n— = €
0" (, )rn =1 en— k41 (7)
(mocnina ¢&isla ¢ je kladnd, nebot n < k < 2n implikuje 2n — k < n). Tim jsme
ziskali pozadovany spor a dikaz je dokoncen. O

10.5 Dodatek: derivace mocninné rady podle
komplexni proménné

Pokud rozsifime pojem derivace na funkce komplexni proménné, muzeme zesilit
vysledky obdrzené v predchozi sekci.

Definice 10.5.1. [Derivace funkce podle komplexni proménné] Necht f: C — C
a z € C. Rekneme, ze funkce f mé v bodé z derivaci A € C, jestlize

o JEEN 1)

h—0 h -
Pak pigeme f/(z) = A.

Poznamka 10.5.2. (i) Limita v komplexnim oboru je opét definovana za pomoci
okoli (tedy lim,_,,, f(z) = A& Ve >036 >0 z € Ps(z0) = f(z) € U(A)) a
jesté pfipomenme, Ze pro zg € C jsme definovali Ps(z9) = {z € C: 0 < |z—2| < 6}
als(z0) = {z € C: |z — 29| < 6}

(ii) V komplexnim oboru nezavidime nevlastni derivaci (podobné jako jsme neza-
vedli nevlastni parcidlni derivace).

(iii) Pro komplexni derivaci se daji dokazovat podobné vysledky jako pro derivaci
realnou, napiiklad aritmetika derivace. OvSem pozor na absenci usporadani na C.
(iv) Rozmyslete si, ze ma-li komplexni funkce realnou derivaci v bodé s nulovou
imaginarni slozkou, ma i restrikce nasi funkce na realnou osu v odpovidajicim bodé
stejnou derivaci.

Priklad 10.5.3. (i) Pokud f(z) = z, mame
fz+h)—f(2) z4+h—2z

! _ . _ . —
i
(ii) Pokud f(z) = 2%, mame
h) — 2+ 2hz + h?% - 22
f'(z)zlimM:limz et © = lim 22+ lim h = 22
h—0 h h—0 h h—0 h—0

(iii) Pokud f(z) = 2", kde n € N, analogicky jako vySe dostavame f'(z) = nz""1.
(iv) Rovnost (2?)" = 2x plyne z rovnosti (22) = 2z.
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Pfipomenme, 7ze Lemma 10.1.7 plati i pro komplexni pfipad, proto také Vétu
10.1.9 1ze formulovat i pro komplexni pfipad.

Véta 10.5.4 (Derivace mocninné fady). Necht {a,} C C. Pak uvniti konverge-

néniho kruhu plati
(oo} ’ [ee]
(Z akzk) = Z kapz"1.
k=0 k=1

Dikaz 1ze provést analogicky redlnému piipadu.
Cviéeni 10.5.5. Provedte dikaz Véty 10.5.4 podrobné.

Cvi€eni 10.5.6. Ukazte, ze ve smyslu Definice 10.5.1 plati (expz) = expz,
(sinz)’ = cosz a (cosz) = —sin z.
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Kapitola 11

Metrické prostory

V pfedchozich kapitolach jsme se (pomérné uspésné) zabyvali budovanim teorie
realnych funkci jedné realné proménné. Podobnou teorii bychom méli radi k dispo-
kterd prifazuji realné ¢islo prvkiim z vhodné mnozZiny funkci. Posledné jmenovany
pripad mé uplatnéni napiiklad v teorii deformaci ¢i v nékterych pokrocilych postu-
pech feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Vzpomenme si také na starovékou
ulohu o brachystochroné, ktera vyzaduje takto obecny pristup. Zakladnim pojmem
v diferencidlnim poctu je limita, ktera se neobejde bez pojmu okoli a ten zase pou-
Zivé pojem vzdalenosti (v R ndm takto slouzila absolutni hodnota). Pfipometime
si eukleidovskou vzdélenost na RY, se kterou jsme jiz nékolikrat pracovali. Ta se
pro z,y € RN definuje predpisem

o(@,y) = V(1 —y1)? + (w2 —y2)? + - + (x5 —yn)%
Pro véechna x, 7,z € RV plati

(i) olz,y) 20 a o(z,y)=0=z=y
(i) o(z,y) = o(y, x) (11.0.1)
(ili) o(z,z) < o(@,y) + o(y, 2).
Platnost prvnich dvou vlastnosti je zfejma. Tteti vlastnost se nazyva trojuhelni-
kovd nerovnost a dokaze se snadno pomoci Prvni Cauchy—Schwarzovy nerovnosti
(Tvrzeni 2.2.46).
Pozdéji zjistime, ze uvedené tii vlastnosti jsou klicové k vybudovani pojmu
limity a odvozeni jejich standardnich vlastnosti, na které jsme zvykli z pfedchozich
kapitol.

11.1 Zakladni pojmy

Predchozi tivahy nas vedou k nasledujici definici.

105
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Definice 11.1.1 (Metrika a metricky prostor). Nechf P je mnoZina. Zobrazeni
0: P x P — [0,00) se nazyva metrika, jestlize pro vechna z, y, z € P spliiuje (i),
(ii) a (iii) ze vztahu (11.0.1). V takovém pfipadé se dvojice (P, g) nazyva metricky
prostor.

Priklad 11.1.2. (i) Na R je mozné uvazovat napiiklad metriky

1
ol@y)=lr—yl, olzy)=glr—yl a  elzy)=arctan|e —yl;
pii dikazu trojihelnikové nerovnosti pro posledni metriku se vyuzije nerovnost
arctan(a + ) < arctan o + arctan 8 platna pro «, 8 > 0, ktera se ziska z Lagran-
geovy véty o piirtistku funkce (Véta 6.3.3) diky konkdvnosti funkce arctan. Plati

totiz (bez Gjmy na obecnosti bereme o > 5 > 0)

arctan(a + () < arctan o + B arctan’ a
arctan 8 = Barctan’ &, € € (0,5).

Odectenim dostavame

arctan(a+f3) < arctan a+arctan 8+ 3(arctan’ a —arctan’ £) < arctan a+arctan 3.

(i) Na R se ¢asto pracuje s metrikami:

N
oz, y) = Z lzi — vil
i=1

92('1:’ y) =

00 (T, ) =

Metrikami dokonce jsou pro p € [1,00)

N 1
op(2,y) = (Z |2i — yi|p> '
i=1

(dtikaz trojuhelnikové nerovnosti vyuzivajici obecnou Youngovu nerovnost aff <

P
af | pr-t
o, Tz

platnou pro a, 8 > 0 a p € (1,00) je uveden ve Cviceni 11.1.3. Vratime
se k ni také v kapitole o Lebesgueové integralu, kde ji vyuzijeme pro diikaz obec-
néjsiho vysledku zvaného Minkowského nerovnost).

(iii) Je-li [a,b] C R, na prostoru spojitych funkci C([a,b]) 1ze zavést tieba metriky

b 1

gm(f,g):?;i?lffgl a Qp(f,g):(/a Iffg\pdwy pro p € [1,00)
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(pro p € (1,00) je u metrik g, je opét pomérné obtizné dokézat trojihelnikovou
nerovnost, kterd se nazyva Minkowského nerovnost).
(iv) Pfedstavme si jesté nékteré prostory posloupnosti a jejich metriky

loo ={{x;} CR:3C >0 |z;] < CVieN}, 0co({x:},{yi}) = sup |x; — yil,
i€N

b= {) R Tk <o) anlleilo) = (D)

Opét zde uvazujeme p € [1,00) a pro p # 1,2 je diikaz trojihelnikové nerovnosti
obtizny (a plyne z Minkowského nerovnosti).
(v) Na jakékoliv mnoziné splituje vlastnosti metriky diskrétni metrika

1 prox#y
olz,y) =
0 proz=y.

(vi) Vlastnosti metriky ma také t¥eba vzdusna vzdalenost dvou mist na mapé, doba
chiize mezi dvéma body, atd. Ale naptiklad doba jizdy autem mezi dvéma body
nemusi byt metrika (kvali existenci jednosmérnych ulic nemusi byt symetricka),
stejné tak i cena jizdného na Zeleznici (kvili specidlnim cendm do nékterych mést
nespliiuje trojuhelnikovou nerovnost).

Cviceni 11.1.3. Dokazte trojihelnikovou nerovnost pro metriky g,(z,y) z bodu
(ii).

Navod: Nejprve dokazte Youngovu nerovnost. Uvazte funkei gg(a) := an’ +

P
BP—1
D
=

P

af a ukazte, Ze tato funkce nabyva svého ostrého minima v bodé a = Bﬁ.
Hodnota tohoto minima je nula. Poté pouzijte Youngovu nerovnost a ukazte, Ze

N N

Z |ai + bz|p = Z |CL1' + szaz + bi|p*1

< [(iw)’l’ + (ﬁ;wiva);}(éaﬁbiw)

a vyslednou nerovnost pouzijte k dikazu trojihelnikové nerovnosti pro libovolné
p € (1,00).

p—1
p

Poznamka 11.1.4. Je pfirozené se ptat, zda mé néjaky smysl zavadét vice nez
jednu metriku na dané mnoziné, jak jsme to udélali tfeba na RY. Zde je vhodné
poznamenat, Ze obecné rizné metriky davaji razné pojmy konvergence, a proto
kazda metrika na daném prostoru nemusi odpovidat studovanému problému. Na
druhou stranu si pozdéji ukdzeme, Ze tieba na RN davaji metriky o2 a 0o stejny
pojem limity. Metrika oo, se pouzivad nejcastéji, ale diky odmocniné v jeji definici
se s ni nepracuje prilis pohodIné. Proto ji byva nékdy vyhodné nahradit metrikou
Ooo-
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Nasim cilem neni jen pojem limity, ale i hlubsi vysledky pracujici s (vicedi-
menzionalni) analogii pojmu derivace (¢i presnéji diferencidl). Takové vysledky jiz
potfebuji, aby mnozina P méla linedrni strukturu a abychom pracovali s metri-
kou, ktera je s touto linearni strukturou kompatibilni. Proto zavadime jesté dalsi
pojem.

Definice 11.1.5 (Norma a normovany linedrni prostor). Necht V je vektorovym
prostorem nad R (¢i C). Zobrazeni || - ||: V — [0, 00) se nazyva norma, jestlize pro
v8echna u,v € V a A € R (C) splituje

Q) lu| >0 a |ul|=0<=u=0
(i) [[Aull = [A[]|ul] (11.1.1)
(iif) flu+ ol < full + [v]l-

Dvojice (V.|| - ||) se pak nazyva normovany linedrni prostor.

Poznamka 11.1.6. Domluvme se, Ze poc¢atek (nulovy prvek) ve vektorovych pro-
storech budeme zapisovat zkracené jako 0.

Snadno se dokaze nasledujici vysledek.

Tvrzeni 11.1.7. Necht (V)| - ||) je normovany linedrni prostor. Pak zobrazeni
0: VxV = [0,00) definované predpisem

o(z,y) = [z —yll
je metrika na V.

P¥iklad 11.1.8. (i) Na RY méme tieba normy

N 1
x|, = x-”)p rop € [l,00) a ||zl = max |z;].
lell, = (Sle)” propellon) ol = max o

(ii) Na C([a, b]) maji vlastnosti normy
b 1
Il =maxisl o 17l= ([ 1fde)” prope [1oc)

(iii) Na fo je normou [|z|s = sup;en |#i| (zkrdcené piseme z := {z;}) a pro
p € [1,00) je na £, normou

o 1

P

lall, = (3 lil?) .
=1

(iv) Neexistuje norma, ze které by vznikla diskrétni metrika (s vyjimkou triviadlnich
ptipadi V =0 a V = {0}).
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Poznamka 11.1.9. (i) Snadno se d4 nahlédnout, ze na RY plati

[ lloe < M- Ml2 < M-l < N [loo-

Dobrou predstavu pro porovnani velikosti norem nam dévaji jednotkové sféry v jed-
notlivych norméach, tedy mnoziny {z € R™: ||z|| = 1}. Pro pifpad N = 2 jsou
zobrazeny na Obrazku 11.1.

(ii) Neni tézké ukazat, ze

1<p<g<o = - 1lp =1 llg-

(Névod: diky vlastnosti (ii) v definici normy sta¢i uvazovat jen body tvaru (1,t) a
(t,1), kde t > 0. Dale funkce p — (1 +tp)% je klesajici, coZ zjistime zderivovanim.)

vvvvvv

pro funkce f,, = nxj 1] a gn = % X[0,n], kde x71 je charakteristicka funkce intervalu
I (x(z) =1je-lix € I, jinak je x(z) = 0), plati (pro normu definovanou v P¥ikladu
11.1.8 (ii), kterd m4 smysl i pro nékteré nespojité funkce)

1
[ falli =1 ale|fullcc =71 — o0 a llgnllt =1 ale ||gn||oozﬁ—>0-

Obrézek 11.1: Tvar jednotkové sféry v zavislosti na volbé normy na R?.

Mezi normovanymi linearnimi prostory budeme pracovat nejradéji s témi, které
umoznuji zavedeni skaldrniho soucinu, coz nadm umozni pouzivat Pythagorovu
vétu, jeji zobecnéni a dtsledky.

Definice 11.1.10 (Skaldrni souc¢in). Necht V' je vektorovy prostor. Potom zob-
razeni (-,-): V x V. — R (C) nazveme skaldrnim soucinem, jestlize pro vSechna
z,y,2 €V aXeR (C) plati

(i) (:mx)zoia (,2)=0<=z=0

(i) (z,y) = (y,2) (11.1.2)
(iii) (Az,y) = Az,y) a (z+y,2)=(x,2)+ (y,2).

Vektorové prostory se skaldrnim soucinem se oznacuji jako unitdrni prostory.
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Poznamka 11.1.11. (i) Obecné plati

(.73, /\y) = ()\y,x) = )‘(y7x) = X(ya 33) = X(x’y)

(u, v +w) = (v+wu) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (W, u) = (u,v) + (u,w).
(ii) Nad redlnym vektorovym prostorem méme samoziejmé jednodussi vztahy
(@,y)=z) a (2, )=A=y).

Véta 11.1.12 (Cauchy—Schwarzova nerovnost). Necht P je prostor se skaldrnim
soucinem. Pak pro vSechna x,y € P plati

[(z, )| < V(z,2)\/ (Y, 9)

Diikaz. Pokud y = 0, tvrzeni zfejmé plati. Necht je v dalsim y # 0 (tedy (y,y) >
0). Pro vSechna A € R (C) méme

0< (z— Xy, —Ay) = (x,2) — Az,y) — Mz, y) + Ay, ).

(z.y)

W) déava

Specidlné volba A =

@Yy @@y @@y o @) @y)
0% @2) v,y Wy | W (@) (v, y)
PR (CX )
’ (vy)
odkud plyne dokazované nerovnost. O

Véta 11.1.13 (Skalarni soucin generuje normu). Necht P je prostor se skaldrnim
soucinem. Pak zobrazeni || -|: V — [0,00) definované predpisem

]l := v/ (2, )
je normou na P.

Diikaz. Ovéfeni prvnich dvou vlastnosti normy je snadné cviceni. Ovérme jesté
trojahelnikovou nerovnost pouzitim Cauchy—Schwarzovy nerovnosti (Véta 11.1.12)

lz +ylI* = (@ +y, 2 +y) = |al® + yl* + (z,9) + (2,3)
= ll2ll* + Iyll* + 2Re(z,y) < [l2]® + [lyl* + 2|(z, )|
<l + llyll* + 2l [yl = (=] + ly1)*-
O

Poznamka 11.1.14. Pro pravé zavedenou normu mé Cauchy—Schwarzova nerov-
nost tvar |(z,y)| < [lz[[ly]-
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Poznamka 11.1.15. Je-li P prostor se skaldrnim soucinem, snadno se ovéri, ze
plati rovnobéznikové pravidlo

lz +yl* + llz — yl* = 2([=l1* + ylI*) ~ Va,y € P.

Naopak, je-li P redlny normovany linearni prostor, jehoz norma splituje rovnobéz-
nikové pravidlo, lze na ném definovat skalarni soucin predpisem

1
(@) = 4 (le+yll* = = = yll).

vvvvvv

1 i
(@)= (e +yll* =z = ylI*) + (2 +yl* = 2 = y]*)-

Priklad 11.1.16. (i) Na RY ¢ C¥ ma vlastnost skalarniho soucinu (z,y) =
Zi]il 2;7; (diky tomu je Prvni Cauchy—Schwarzova nerovnost z tvodni kapitoly,
tedy (Tvrzeni 2.2.46) jen specidlnim pf¥ipadem vySe dokdzané Cauchy—Schwarzovy
nerovnosti). Podobné /5 je prostor se skaldrnim soucinem (z,y) = Y .o, @;¥;.

(ii) Na C([a, b]) mé vlastnosti skalarniho soucinu zobrazeni

b
(f.9) = / fgd.

Poznamka 11.1.17. Trojuhelnikova nerovnost normy a metriky maji za nasledek
nerovnosti

[l =1yl < flz =yl

lo(z,y) — oz, 2)| < oy, 2).

Prvni nerovnost plyne z odhadt

el = llyll = llz =y + yll = llyll <l =yl + Iyl =yl = = = vl

Iyl =Nzl = lly = =+ zl| = [zl < lly = zll + [« = [l=]| = |z =yl

Druha zase z nerovnosti

o(z,y) — oz, 2) < oz, 2) + o(z,y) — o(x, 2) = 0(y, 2)

o(z,2) — o(x,y) < o(w,y) + o(y, 2) — o(x,y) = o(y, 2).
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11.2 Konvergence posloupnosti v metrickém pro-
storu

Definice 11.2.1 (Konvergence v metrickém prostoru). Necht (P, ) je metricky
prostor a {z,} C P je posloupnost. Rekneme, Z%e x, konverguje k © € P pro
n — oo, jestlize o(x,,x) — 0. V takovém pfipadé piSeme z, — x.

Cviceni 11.2.2. DokazZte si, Ze posloupnost v metrickém prostoru muze mit nej-
vyse jednu limitu.

Priklad 11.2.3. (i) Na R s metrikou generovanou absolutni hodnotou dostaviame
obvyklou definici konvergence posloupnosti redlnych cisel.

(ii) Pokud vSak na R uvézime diskrétni metriku, ke konvergenci dochdzi pravé
tehdy, kdyz se ¢leny posloupnosti od jistého indexu rovnaji limitni hodnoté.

Poznédmka 11.2.4. (i) V piipadé normovaného linedrniho prostoru (a metriky
odpovidajici normé&) konvergence posloupnosti prvkil znamena

|z — 2| = o(xn, x) — 0.

Byva tedy zvykem rovnéz fikat, ze x, konverguji k x v normé.

(ii) V ptfipadé normovaného linedrniho prostoru je totéz z, — = a x,, —x — 0.
Umime tedy jakoukoliv konvergenci pfevést na konvergenci k nulovému prvku.
(iii) Bude-li se na metrickém prostoru nabizet vice metrik, k tdaji z,, — = budeme
jesté doplnovat, ve které metrice tuto konvergenci uvazujeme.

Pi#iklad 11.2.5. (i) Neni tézké ovéfit, Ze konvergence na RV v kterékoliv z norem
Il - |Ip, kde p € [1, 0], znamend, Ze jednotlivé slozky bodu ,, konverguji k odpovi-
dajici slozce bodu z v R, tedy

Tp —> T = (n)i = (x);Vie {1,...,N}.

(ii) Konvergence na C([a,b]) v normé || - ||« se nazyva stejnomérnd konvergence.
Této konvergenci se budeme ¢asem vénovat podrobné, nebot mé fadu p&knych
vlastnosti (napiiklad se dozvime, Ze stejnomérnd limita posloupnosti spojitych
funkei je rovnéz spojita funkce), a proto se s ni p¥ijemné pracuje.

Prvni ¢ast predchoziho prikladu ukézala, ze v nékterych situacich mohou dat
ruzné normy stejny typ konvergence. Tomuto jevu se nyni budeme vénovat po-
drobnéji.

Definice 11.2.6 (Ekvivalentni normy a metriky). Necht g1, 02 jsou metriky na P.
Rekneme, Ze tyto metriky jsou ekvivalentni, jestlize existuji c;,co > 0 takové, ze
na P plati

cro1(z,y) < o2(2,y) < c201(2,y).

Analogicky se definuji ekvivalentni normy podminkou

allzfi < llzfl2 < e2flzls-
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Poznamka 11.2.7. Ekvivalence dvou norem ziejmé implikuje ekvivalenci jim
odpovidajicich metrik.

Piiklad 11.2.8. (i) VysSe jsme si ukézali, ze vSechny normy, které jsme si pied-
stavili na RY, jsou ekvivalentni.
(ii) Na £ maji jednotkovou normu posloupnosti

{1,0,0,...}, {1,1,0,0,...}, {1,1,1,0,0,...},

Norma téchto posloupnosti v prostoru ¢; vSak odpovidad poctu jednicek v dané
posloupnosti. Proto ¢;-norma a ¢,,-norma nemohou byt ekvivalentni.

Véta 11.2.9 (Ekvivalentni metriky generuji stejnou konvergenci). Necht P je
mnozina a o1, 02 jsou dvé ekvivalentni metriky na P. Pak pro kaZdou posloupnost
{zn} C P ax € P plati

T, — T v metrice 01 <— T, — T v metrice ps.

Diikaz. Ekvivalence metrik mé za nasledek, ze pro kazdé € > 0 existuje € > 0 tak,
ze

02(xp,x) < € = 01(xn, ) < e.
Odtud konvergence v metrice go implikuje konvergenci v metrice p;. Obracend
implikace se dokaze analogicky. O

Vztah mezi konvergenci v normeé a po slozkach, kterou jsme pozorovali v pfi-
kladu vyse, plati obecné ve vSech konec¢nédimenzionalnich linearnich prostorech.
Véta 11.2.10 (O vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkach). Necht
P je normovany linedrni prostor, {e1,...,en} je jeho bdze, x, = Y ._, aj'e; a
x = Zf\il ae;, kde af',a; € R (C) proi e {1,...,N} a pron € N. Pak

Ty =T = af »o; Vie{l,...,N}.

Diikaz. <% Tato implikace plyne z odhadu (vyuzijeme trojuhelnikovou nerov-
nost)

N
lon = all = |[>_ (a2 = ases
i=1

= N
- ; o —allledll < ie{IR_%_}fN} lle:ll ; " — il

»,2= Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze x = 0. Pro spor predpo-
kladejme, Ze z,, = Zfil ale; — 0, ale alespoii pro jedno i € {1,..., N} méme
aj » 0. Odtud dostavame existenci § > 0 takového, Ze pro nekonecné mnoho
indext n plati

max{|al|, o], ..., |aN|} = 6.

Pfechodem k podposloupnosti doséhneme toho, Ze pro jisté j € {1,...,N} a
vSechna n € N mame

|of| = max{|at], |ag],..., o[} = 6.
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Definujme nyni
ZB €= Z| n| "o n|

Odtud g} = 1 pro vsechna n € N a 8" € [-1,1] pro vSechna n € N a i # j.
Aplikujeme-li (N — 1)-ndsobné Weierstrassovu vétu (Véta 5.5.4), po piechodu
k podposloupnosti 5 konverguji k 8; € [—1,1] pro vSechna i € {1,..., N}, speci-
alné 3; = 1. Odtud podle jiz dokdzané implikace ,<“ mame

Yn — Yy £ 0.
Na druhou stranu, z definice bodu y,, a vlastnosti z,, — 0 plyne

||y7l | = H ‘Ck"‘
a mame Spor. O

Véta 11.2.11 (O ekvivalenci norem v koneéné dimenzi). Na koneénédimenzio-
nalnim linedrnim prostoru jsou libovolné dvé normy ekvivalentni.

Diikaz. Pokud by tomu tak nebylo, nasli bychom posloupnost netrividlnich prvk

{zn} a dvojici norem || - ||1, || - |2 tak, Ze ||zn||1 > n||z,|l2. Bez Gjmy na obecnosti
mﬁieme predpokladat, Ze ||z, ||1 = 1 pro vSechna n € N (jinak pfejdeme k prvkiim
T )- Odtud

1
lznlz < = — 0.
n

Podle ptedchozi véty dostavame konvergenci k nulovému prvku po slozkach a dalsi
aplikaci pfedchozi véty obdrzime ||z, |1 — 0, coz je ve sporu s ||z, |1 = 1. O

Véta 11.2.12 (O spojitosti metriky, normy a skaldrniho souéinu). (i) Jestlize
Tp = T a Yy — Yy v metrickém prostoru (P, o), pak o(xn,yn) — o(z,y).

(i) Jestlize x,, — x v normovaném linedrnim prostoru (V, || - ||), pak ||z.| — ||z
(iii) Jestlize x, — © a Yy, — y v prostoru se skaldrnim soucinem, pak (Tn,Yn) —
(z,y).

Diikaz. Druhé tvrzeni plyne z poznamky o disledcich trojihelnikové nerovnosti
pro normu (Pozndmka 11.1.17). Prvni ¢ast se dokazuje podobné, nebot mame (po-

znamku o dutsledcich trojuhelnikové nerovnosti pro metriku pouzijeme v druhém
kroku odhadu)

[0(xn, yn) — o(, )| = lo(zn, yn) — 0(n,y) + o(zn,y) — o(z, y)|
< lo(@n, yn) = o(@n, y)| + oz, y) — o(z, y)|
< 0(Yn,y) + o(an, x) = 0.
Dikaz tfetitho tvrzeni vyuzivd Cauchy—Schwarzovu nerovnost (Véta 11.1.12) a
omezenost ||z,| (plyne z (ii))
[(Zns yn) = (@, 9)] = [(@n, Yn) — (@0, y) + (20, y) — (2,9)]
<|(@nsyn) = (@0, y) + (@0, y) — (2, )]
< Jzalllyn — vl + 1z — iyl 0.
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Dusledek 11.2.13. Konvergentni posloupnost v normovaném linedrnim prostoru
md omezené normy.

11.3 Zakladni vlastnosti podmnozin metrického
prostoru

Definice 11.3.1 (Okoli v metrickém prostoru). Necht (P, o) je metricky prostor,
zg € P a e > 0. MnozZina

U (x0) :={x € P: o(x,x0) < €}
se nazyva e-ovym okolim bodu xy. Prstencové e-ové okoli bodu x( definujeme jako
P.(xg) := U (0) \ {x0}-

Priklad 11.3.2. (i) Bereme-li na R metriku generovanou absolutni hodnotou,
predchozi definice davad ndm znamy pojem okoli.

(ii) Podobné na C s obvyklou eukleidovskou vzdalenosti.

(iii) Pfi diskrétni metrice méme pro e <1

U-(z0) = {z0} a P.(zo) = 0.
Pokud je vSak € > 1, dostéavame
U (x0) =P a  Pxo) =P\ {zo}.
(iv) Na RY s normou || - |2 maji okoli tvar kouli, s normou || - || o, maji tvar krychli.

Definice 11.3.3 (Oteviené a uzaviené mnoziny). Necht (P, ¢) je metricky prostor.
Mnozina G C P se nazyva oteviend, jestlize ke kazdému jejimu bodu existuje okoli,
které lezi v G. Mnozina F' C P se nazyva uzavrend, jestlize je doplitkem oteviené
mnoziny.

Poznamka 11.3.4. Diky tomu, Ze norma indukuje metriku, vyse uvedené defi-
nice okoli a oteviené a uzaviené mnoziny se prirozené prenesou do normovanych
linearnich prostort.

Priklad 11.3.5. (i) Na R s obvyklou metrikou je kazdy otevieny interval oteviend
mnozina. Skuteéné, je-li z € (a,b), kde a,b € R, mame (z — e,z +¢) C (a,b),
kdykoliv ¢ < min{z — a,b — z}. Pokud je nékterd z mezi nevlastni, je diikaz jesté
jednodussi.

(ii) Kazdy omezeny uzavieny interval v R je uzaviena mnozina. Uzaviené mnoziny
jsou déle intervaly typu [a, 00) a (—o0, b].
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Cviceni 11.3.6. (i) Rozmyslete si, které mnoZiny jsou oteviené a které uzaviené
na R s diskrétni metrikou.

(ii) Rozmyslete si, které mnoziny jsou oteviené a které uzaviené na (—1,1) s ob-
vyklou metrikou.

(iii) Rozmyslete si, ze (0,1)Y C RY je oteviend jak v normé || - ||2, tak v normé
| loo (ke kazdému bodu z (0,1)" umime sestrojit jak kouli tak krychlicku, ze jsou
v tomto bodé centrované a lezi v (0,1)Y).

Poznamka 11.3.7. (i) V kazdém metrickém prostoru (P, g) jsou () a P oteviené
mnoziny. Nésledné jsou () a P také uzaviené. Takovymto mnozindm se ¥ika obo-
jetné. Obecné mohou existovat i jiné obojetné mnoziny nez () a P (uvazte t¥eba
P =(0,1) U (2,3) s obvyklou metrikou).

(ii) Okoli je vzdy oteviend mnozina, coz snadno plyne z trojihelnikové nerovnosti.
(iii) Existuji mnoZiny (a v obvykle pouzivanych metrickych prostorech je jich do-
konce vétsina), které nejsou ani oteviené ani uzaviené (na R s obvyklou metrikou
uvazte tfeba [0, 1)).

(iv) Podle definice je mnoZina uzaviend pravé tehdy, kdyz je doplitkem oteviené.
Podobné mnozina je oteviend pravé tehdy, kdyz je doplitkem uzaviené (nebot

P\ (P\G)=G).

Poznamka 11.3.8. Oteviené mnoziny jsou dutlezité napiiklad pfi budovani di-
ferencialniho poctu (vzpomeiite si, Ze pfi definici derivace jsme potiebovali mit
funkci definovanou na okoli vSech bodt, kde jsme derivaci pocitali). Uzaviené
mnoziny jsou zase dtlezité pii studiu extrémi (vzpomeiite si na Vétu o existenci
extrému, tedy Vétu 6.1.7, kterd rika, ze spojitda funkce nabyva na omezeném uza-
vieném intervalu svého maxima i minima). Oba typy mnozin jsou ,hezké“ v teorii
Lebesgueova integralu a jim odpovidajici charakteristické funkce bude mozné in-
tegrovat (analogie k tomu, jak si teorie Riemannova integralu dobfe rozuméla s
omezenymi spojitymi funkcemi).

Urcovani otevienosti ¢i uzavienosti mnozin se ¢asto neprovadi z definice, ale
pomoci vhodnych nastroji. Ty si zde budeme postupné uvadét.

Véta 11.3.9 (O sjednoceni a priniku otevienych a uzavienych mnozin). Sjedno-
cent libovolného systému otevienych mnozin je otevrené, prunik konecného systému
otevrengch mnozin je otevieny. Prinik libovolného systému uzaviengch mnoZin je
uzavreny, sjednoceni konecného systému uzavienych mnozin je uzaviene.

Diikaz. Necht I je indexovéd mnozina a G, je oteviend pro kazdé o € I. Necht
29 € Uyer Ga- Pak existuje ag € I tak, ze 29 € Gq,. Protoze G, je oteviend,
dostavame € > 0 takové, ze

U:(20) C Gay C | Ga-
acl

Odtud {J,c; Go je oteviend.
Pokud je I konecna a xg € (),c; Ga, Pak pro kazdé a € I existuje e, > 0 tak,
ze

Z/Iaa (l‘o) C Ga.
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Navic, protoze I je konec¢nd, existuje kladné

€ :=mineg,.
acl

Odtud

Us(z0) C U, (10) CGo Yael = Ulx) C [ GCa
acl

Proto [,c; Ga je oteviena.
Necht F, je uzaviena pro kazdé o € I a g ¢ [,¢; Fo. Pak existuje ag € 1
tak, ze zo ¢ Fy,. Protoze P\ F,, je oteviend, dostavame € > 0 takové, ze

U(20) C P\ Foy C P\ () Fa.
acl
Odtud P\ ,c; Fa je oteviend a [, ¢,

Pokud je I kone¢nd a 2o € P\ |J
tak, ze

F,, je uzaviena.

acr Fas pak pro kazdé a € I existuje e, > 0

U, (.’bo) - P\Fa.

o

Navic, protoze I je konecna, existuje kladné

€ :=Mmine,.

acl
Odtud
U.(x0) CU., (z0) C P\ F, Yael = Ux) C P\ | Fa
acl
Proto je U,  Fo uzaviena. O

Poznamka 11.3.10. Tvrzeni o uzavienych mnozinach §la také dokézat za pomoci
tvrzeni o otevienych mnozinach a de Morganovych vzorci.

Priklad 11.3.11. Spocetny systém otevienych mnozin G; = (—1,1), i € N, mé

jednobodovy prinik {0}, coZ neni oteviend mnozina. Spocetny systém uzavienych
mnozin F; = [1,1—1],i € N\ {1}, m4 sjednoceni (0, 1), coZ neni uzaviena mnozina.

Cviceni 11.3.12. Necht F' je uzaviend a G je oteviend. Ukazte, ze F' \ G je
uzaviend a G\ F je oteviena.

Predstavme si jesté dalsi zakladni pojmy.

Definice 11.3.13 (Vnitini, vnéjsi a hraniéni body). Nechf (P,p) je metricky
prostor a A C P. Rekneme, Ze bod zg € A je vnitinim bodem mnoziny A, jestlize
existuje jeho okoli lezici v A. Bod zg € P se nazyva vnéjsim bodem mnoziny A,
jestlize je vnitinim bodem jejiho doplinku. Bod xg € P se nazyva hranicnim bodem
mnoziny A, jestlize neni vnitinim ani vnéj$im bodem mnoziny A.

Mnozina vSech vnitinich bodu se nazyva wvnitiek mnoZiny A a znaci se A°.
Mnozina vSech vnéjsich bodu se nazyva vnéjsek mnoziny A, mnoZina vSech hra-
ni¢nich bod@ se nazyva hranice mnoziny A a znaéi se 9A. Mnozinu A :== AU A
nazyvame uzdvér mnoziny A.
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Piiklad 11.3.14. (i) Necht A = (0,1] C R s obvyklou metrikou. Pak

A°=(0,1), A=[0,1] a 9A=1{0,1}.
(ii) Necht A = (0,1) N Q C R s obvyklou metrikou. Pak
A° =0, A=10,1 a 9A=]0,1].

Véta 11.3.15 (Charakterizace vnitiku a uzavéru pomoci inkluze). Necht (P, o)
je metricky prostor a A C P. Pak A° je nejvétsi oteviend podmnoZina A a A je
nejmensi uzaviend nadmnoZina A.

Diikaz. Nejprve ukazme, ze A° je oteviend. Zvolme xg € A°. Podle definice existuje
e > 0 takové, ze Uz (z) C A. Zvolme libovolné z € U.(x(). Pak pro ¢ := e—po(z, z¢)
plati

yeUs(r) = o(y,zo0) <oy, z) +ox,20) <e = y€U(x0) CA.

Odtud Us(xz) C A, a proto = € A°. Protoze z € U.(zo) bylo libovolné, mame
U-(zg) C A°. Protoze xg € A° bylo libovolné, A° je oteviena.

Dale ziejmé plati A° C A. Konecné, pokud je G C A oteviend, kazdy jeji bod
ma okoli lezici v G C A, tedy tento bod je vnitinim bodem A, a musi proto lezet
v A°. Tedy G C A°.

Podle definice je A = AUOA = P\ (P \ A)°. Je to tedy doplnék nejvétsi
oteviené podmnoziny P\ A, z ¢ehoz plynou dokazované vlastnosti (uzavienost a
A C A jsou jasné; pokud by existovala uzaviena F O A splitujici A \ F # (), pak
by P\ (AN F) byla oteviend mnozina lezici v P\ A, ale dle naseho piedpokladu
by obsahovala jako podmnozinu (P \ A)° = P\ A, coz vede ke sporu). O

Poznamka 11.3.16. Podobné jako je vnitiek oteviend mnozina, je i vnéjsek (vni-
tFek doplitku) oteviend mnozina. Hranice je proto uzaviend (doplnék sjednoceni
dvou otevienych mnozin).

Véta 11.3.17 (Charakterizace hranice pomoci okoli). Necht (P, p) je metricky
prostor a A C P. Pak x € 0A prdvé tehdy, kdyz v kazdém jeho okoli lezi alespor
jeden bod z A a alespori jeden bod z P\ A.

Dikaz. = Pokud by existovalo okoli x, kde by chybél bod z dopliku, platilo by
x € A°, tedy x ¢ OA. Analogicky pro pfipad s okolim neprotinajicim A.
»<=“ Pokud plati vyrok napravo, nemohou platit vyroky x € A° a x € (P \ A)°.
Odtud

xeP\(A°U(P\A)°) =0A.

Cviceni 11.3.18. Sami si dokazte nésledujici vysledky

AcCB= ACB, ACB= A°CB°, AUB=AUB, A=A4,
{z}={2}, 0A=ANP\A, A°=A\P\A4, (ANB)°=A°NB°.

[e]
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Definice 11.3.19 (Izolovany a hromadny bod mnoziny). Necht (P, 0) je metricky
prostor a A C P. Bod xg € A se nazyva izolovany bod mnoziny A, jestlize méa
prstencové okoli neprotinajici A. Bod zg € P se nazyva hromadny bod mnoziny A,
jestlize kazdé jeho prstencové okoli protind A. Mnozina v8ech hromadnych bodu
mnoziny A se nazyva derivace mnoziny A a znadi se A'.

Piiklad 11.3.20. (i) Necht A = (0,1)U{2} C R s obvyklou metrikou. Pak jedinym
izolovanym bodem je ¢éislo 2. Déale A’ = [0, 1].

(ii) Jestlize A = Q, pak A’ =R a zaddny bod A neni izolovany.

(iii) V diskrétni metrice jsou vSechny body dané mnoZiny izolované.

Poznadmka 11.3.21. (i) Izolovany bod je automaticky hrani¢nim bodem podle
Véty o charakterizaci hranice mnoziny pomoci okoli (Véta 11.3.17).

(ii) Kazdy bod mnozZiny A je bud jejim hromadnym bodem, nebo je izolovany.
Navic jesté nékteré body z jejiho dopliiku mohou byt jejimi hromadnymi body.

Vé&ta 11.3.22 (O vztahu hromadnych a hraniénich bodt). Necht (P, o) je metricky
prostor a A C P. Pak

GA\NA=A\A o OAUA=AUA=A.

Dikaz. DokaZme inkluzi ,,C“ v prvni rovnosti. Necht 2o € 0A\ A. Pak podle Véty o
charakterizaci hranice pomoci okoli (Véta 11.3.17) musi byt 2o € A’ (pfipomenime,
ze xg ¢ A).

Dokazme inkluzi ,D%“ v prvni rovnosti. Necht 2o € A’ \ A. Opét staci na xg
aplikovat Vétu o charakterizaci hranice pomoci okoli (Véta 11.3.17).

Druh4 rovnost plyne z prvni, nebot

OAUA=(0A\A)UA= (A \Aud=AUA
a podle definice uzavéru je 0A U A = A. O

Véta 11.3.23 (Charakterizace uzaviené mnoziny). Necht (P, o) je metricky pro-
stor a A C P. Pak

A je uzaviend <+= A=A <<= O0JACA <+—= A CA

Dikaz. Je-li A = A, musi byt A uzaviend, nebot uzavér je vidy uzavieny. Je-li A
uzaviend, musi platit A = A, nebotf A je nejmensi uzaviena mnozina obsahujici A.
Tim je dokazana prvni ekvivalence. Druha ekvivalence plyne z definice uzavéru a
tfeti z Véty o vztahu hromadnych a hrani¢nich boda (Véta 11.3.22). O

V dalsim se budeme zabyvat vztahem nové zavedenych pojmu a konvergence
posloupnosti.

Véta 11.3.24 (Charakterizace hromadnjych bodt pomoci posloupnosti). Necht
(P, 0) je metricky prostor a A C P. Pak

zg € A = Hznt C A\ {zo} zn — 0.
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Dikaz. ,=“ Posloupnost zkonstruujeme tak, Zze bereme x,, € A N Pi(xp) pro
kazdé n € N.
,<=“ Tato implikace je zfejma. O

Véta 11.3.25 (Charakterizace uzavéru pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je me-
tricky prostor a A C P. Pak

x0 €A — Haep} CTA 2 — 0.

Dikaz. ,=“ Pokud xg € A, sta¢i uvazit konstantni posloupnost z,, = zy. Pokud
xo € OA, bereme x,, € ANU1 (20) pro kazdé n € N.
»,<=% Plati-li vyrok na pravé strané, ro nemize byt vnéj§im bodem mnoziny A. [

Véta 11.3.26 (Charakterizace hranice pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je me-
tricky prostor a A C P. Pak

T € 0A — Han} CA{yn} CTP\A 2, — Zo,yn — Xo.

Dikaz. ,=“ Posloupnosti zkonstruujeme tak, ze bereme z,, € ANU 1 (zo) a yn, €
Ui (zg) \ A pro kazdé n € N.

,<* Plati-li vyrok na pravé strané, xo nemize byt ani vnitinim ani vnéjsim bodem
mnoziny A. O

Vé&ta 11.3.27 (Charakterizace uzavienosti pomoci posloupnosti). Necht (P, o) je
metricky prostor a A C P. Pak A je uzaviend prdvé tehdy, kdyz kaZdd konvergentni
(v P) posloupnost pruki z A md limitu v A.

Dikaz. = Je-li A je uzaviena, je P\ A oteviend. Kazdy jeji bod mé proto okoli
neprotinajici A a neni tedy mozné k nému dokonvergovat posloupnosti prvka A.
»<=“ V tomto pfipadé mé kazda posloupnost z Véty o charakterizaci uzavéru
pomoci posloupnosti (Véta 11.3.25) limitu z A. Odtud A C A, proto A = A a A
je uzaviena. O

Poznamka 11.3.28. Pokud je P = (0,1) s obvyklou metrikou pro redlné ¢isla,
je (0,1) uzaviend mnozina (cely prostor je obojetnd mnozina). Posloupnost {%}
v predchozi vété zadné problémy nezpusobi, nebot neni konvergentni v P. Pokud
bychom uvézili pfipad P = R a A = (0,1), mnoZina A neni uzaviend, coz se da
zdiivodnit pravé pomoci posloupnosti {+}.

Poznamka 11.3.29. Radu novych pojmt a jevii jsme si ilustrovali pomoci pii-
kladi, kde jsme pouzivali napfiklad diskrétni metriku ¢éi t¥eba prostor P = (0, 1).
Pro takovéto metriky a prostory nebudeme mit v dal$im vykladu vyuziti. Na-
§im hlavnim cilem v8ak budou prostory funkci, kde byva situace mnohdy znacné
slozita. Proto jsme radéji pro rychlou ilustraci volili zminéné jednoduché prostory,
ackoliv nemaji v matematice a fyzice takovy vyznam.
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11.4 Hustota a separabilita

V matematické analjze se velice ¢asto pfistupuje k tomu, ze obecny vysledek
dokazujeme jen v méné obecné situaci, ktera je vSak pro platnost obecného vyroku
rozhodujici. Kuptikladu k dikazu omezenosti funkénich hodnot shora postacuje
znalost hodnoty jejich maxima, pfi aplikaci Lagrangeovy véty o pfirustku funkce
(Véta 6.3.3) ¢asto uvazujeme ,nejhorsi* bod £ € (a,b) a aplikace teorie Taylorova
polynomu tézi z toho, Zze s polynomy se dobfe pracuje a zaroven je to dostatecéné
bohatéa tfida funkci, aby nam poskytla libovolné pfesnou aproximaci vySetfované
(typicky redlné analytické) funkce. Pravé aproximaéni schopnosti ,hezkjch® prvkia
studovaného metrického prostoru se kupfikladu v teorii Lebesgueova integralu ¢i
parcialnich diferencialnich rovnic pouzivaji velice ¢asto. To néas vede k nasledujici
definici.

Definice 11.4.1 (Hustd podmnozina). Necht (P, g) je metricky prostor a A C P.
Rikdme, Z7e mnozina A je hustd v P, jestlize v kazdém okoli kazdého prvku z P
lezi prvek z A.

Poznamka 11.4.2. Hustota se dé také charakterizovat tak, Ze pro kazdé z € P
existuje posloupnost {a,} C A spliwjici a,, — . Ekvivalentni je téz A = P.

Priklad 11.4.3. Vezmeme-li R s obvyklou metrikou, pak jsou zde husté racionalni
¢isla. Podobné pro iracionalni ¢isla.

Definice 11.4.4 (Separabilni prostor). Rekneme, Ze metricky prostor je separa-
bilni, jestlize v ném existuje spocetnd hustd mnozina.

Poznadmka 11.4.5. (i) Separabilita v podstaté znamend, Ze prostor neni pfi-
lis velky. Separabilita nevylucuje nekone¢nou dimenzi, proto obecné nezarucuje
kuptikladu ekvivalenci norem. Pfesto si pozdéji ukdzeme, ze separabilni prostory
si stéle jesté zachovavaji fadu p¥ijemnych vlastnosti (oproti prostortum nesepara-
bilnim).

(ii) S ohledem na pfedchozi ¢ast poznamky se jevi pfirozené v definici pouzivat
radéji termin ,nejvyse spocetna“. Existuje-li vS§ak v metrickém prostoru konecna
husta mnozina, zfejmé musi byt cely prostor roven této mnoziné a obsahuje jen ko-
neény pocet prvki. To je ale vlastnost, kterou zadny z bézné uzivanych metrickych
prostortt nema.

Poznamka 11.4.6. Obcas budeme hovofit o separabilnich mnozinach. Budeme
tim opét myslet, Ze maji (nejvyse) spofetnou hustou podmnozinu. P¥ipad koneé-
nych mnozin je opét nezajimavy.

Priklad 11.4.7. Mnozina R s obvyklou metrikou je separabilni diky hustoté ra-
cionélnich cisel.

Cviceni 11.4.8. Necht n € N a [a,b] C R. Dokazte, ze v prostoru polynomi
stupné nejvyse n na [a, b] je hustd mnoZina polynomi s raciondlnimi koeficienty a
stupném nejvyse n, a proto je puvodni prostor separabilni.
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Lemma 11.4.9 (O separabilité podmnozin). V separabilnim metrickém prostoru
je kazda mnozina separabilni. Obecnéji, podmnoZina separabilni mnoZiny je sepa-
rabilni.

Diikaz. Necht (P, o) je separabilni metricky prostor a {z,} je jeho spoetnd husta
podmnozina a A C P. Pro kazdou dvojici m,n € N zvolme

Ym,n S AN u% (In),

je-li prinik napravo neprazdny, jinak prvek y,, , nedefinujeme. Zfejmé jsme tim
definovali nejvySe spocetnou mnozinu. Hustota systému {y,, n} v A plyne nyni
z toho, Ze ke zvolenému z € A umime najit libovolné blizky prvek z, € P a jemu
se zase umime prinejmensim srovnatelné presné piiblizit prvkem y,, , (Cislo %
musi byt dost malé, ale zase ne tak malé, aby Z/{% (zn) N A = 0, CemuZ oviem
zabranime, pokud % > o(z, xy)). O

Priiklad 11.4.10. Prostor £, neni separabilni. Abychom si toto uvédomili, uvaz-
me mnozinu {zg}ecn C loo, kde i-ty ¢len posloupnosti z¢ definujeme jako 1
pokud ¢ € G a 0 jinak. MnoZina {z¢ }c¢cn je nespocetné (mé mohutnost kontinua,
nebot m4 tolik prvkd, kolik je podmnoZin piirozenych éisel) a kazda dvojice jejich
ruznych prvkd ma vzdalenost rovnu 1.

11.5 Uplné metrické prostory

Nyni se budeme zabyvat jemnéjsim pristupem ke konvergenci posloupnosti. Vzpo-
menme si na priklad posloupnosti {%}, ktera konverguje na R v obvyklé metrice,
ale na prostoru P = (0,1) s toutéz metrikou konvergentni neni. Konvergence po-
sloupnosti je tedy zavisla na dvou jevech. Jednak se musi ¢leny posloupnosti nékde
yhromadit” (pfipomerime, Ze tuto vlastnost ndm na R charakterizuje B-C pod-
minka), jednak musi prostor P obsahovat limitni bod. To nas vede k nasledujicim
definicim.

Definice 11.5.1 (Cauchyovskd posloupnost). Necht (P, ) je metricky prostor.
Rekneme, 7e posloupnost {z,,} C P je cauchyovskd v (P, o), jestlize

Ve >03dng e N m,n>ng = 0(Tm,x,) <e€.

Definice 11.5.2 (Uplny metricky prostor). Rekneme, Ze metricky prostor(P, o)
je uplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost jeho prvka v ném konverguje.

Priklad 11.5.3. (i) Prostor R s obvyklou metrikou je tiplny, podobné [0, 1]. Na-
opak (0,1), (0,1] ¢ Q uplné nejsou.

(ii) Prostor RV opatieny kteroukoliv normou, které jsme si na ném predstavili,
je uplny. Skutecné, cauchyovskost posloupnosti v kterékoliv z uvazovanych norem
implikuje cauchyovskost jednotlivych slozek (vi¢i metrice generované absolutni
hodnotou). Jednotlivé slozky tedy konverguji v R a Véta o vztahu konvergence
v normé ke konvergenci po slozkéch (Véta 11.2.10) ddva konvergenci v normé.
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(iii) Podle Véty o vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkéch je kazdy
kone¢nédimenzionalni normovany linedrni prostor aplny.

(iv) Uvazme prostor C([—1,1]) s metrikou o(f,g) = (R) f_ll |f — g| dz a posloup-
nost {f,} C C([-1,1]), kde

fn(z) = ¢ nz proz €0,

Pro m > n plati

1
1 w

o(fur ) = (R) /_1 o= Fonl e = (R)/0 o = fulde

< (R)/O’IL (max\fn|+mal)]<|fm|) do = (R)/O;(lJrl)dx: %

[0,+] 0,7

Proto je posloupnost {f,} cauchyovska. Pokud by {f,} méla v nasem prostoru
limitu f, muselo by pro ni platit f = 0 na (—1,0). Skute¢né, pokud by napiiklad
existovalo z¢ € (—1,0) tak, Ze f(xzo) > 0, ze spojitosti by platilo f > %f(xo) na
Us (o) pro jisté § € (0, min{|zol, |xo + 1|}) a odtud

zo+0 To+0

1
o(fur ) = <R>L fo— fdz > <R>/ s

93076

o= fldo = (®) |

To—

T+
> (R) / L (o) da = 6£(a0).

0—90 2

Proto by nemohlo platit f,, — f. Analogicky se dostane, Ze f = 1 na (0, 1). Celkové
limitni funkce neni spojitd v po¢atku, coz je spor. Proto {f,,} neni konvergentni a
nas metricky prostor neni aplny.
(v) Lehkou modifikaci pfedchozich vypocti se da ukazat, Ze prostor C([—1,1])
neni Gplny s zadnou z integralnich norem, které jsme si na ném predstavili.
(vi) Ukazme, ze prostor C([a,b]) opatfeny maximovou normou uplny je. Necht
{fn} € C([a,b]) je cauchyovskd posloupnost. Diky definici maximové normy oka-
mzité dostdvame, ze pro kazdé zafixované = € [a,b] je posloupnost {f,(z)} C R
cauchyovskéd v R (s obvyklou metrikou, tedy v Gplném prostoru). Ozna¢me limitni
prvek f(z).

V dalsim ukaZeme, Ze zobrazeni x — f(x) je spojité a || f,— f|lco — 0. Zafixujme
e > 0. Diky cauchyovskosti {f,,} pak existuje ng € N takové, ze

r[na>]<|fn — fospl <€ pro vSechna n > mng ap € N.
a,b

Pro kazdé = € [a,b] pevné a n > ng pevné ndm limitni pfechod p — oo dava
(vzpomeiite si na vétu o zachovani neostré nerovnosti pfi limitnim pfechodu)

|fn(z) = f(2)] <e.
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To mé pro nas dva disledky. Jednak okamzité dostavame
lfn—fll <e pro vSechna n > ng,

¢imz jsme dokdzali || f,, — fllec — 0. Déle pro zafixovand n > ng a g € [a, b] je fp,
Spojité v xg a existuje tedy & > 0 tak, ze

x € [a,b] NUs(x0) = | frn(x) — fulzo)| < e.
Celkové pro x € [a,b] NUs(xg) dostavame

[f (@) = fzo)| < [f(@) = fu(@)] + [fn(2) = fu(zo)| + [fn(20) — flzo)| < 3¢,

¢imz jsme dokézali, Ze funkce f je spojita v z¢. Uplnost C([a,b]) s maximovou
normou je dokazana.

Vé&ta 11.5.4 (O vztahu konvergence a cauchyovskosti). Necht (P, o) je metricky
prostor. Je-li posloupnost {x,} C P konvergentni, pak je cauchyouvskd.

Diikaz. Dtikaz plyne okamzité z trojuhelnikové nerovnosti. O

Definice 11.5.5 (Banachfiv a Hilbertv prostor). Uplnému normovanému pro-
storu fikAme Banachiiv prostor. Uplnému prostoru se skalarnim sou¢inem ¥ikame
Hilbertiw prostor. (Uplnost samoziejmé bereme viiéi metrice vzniklé z uvedené
normy respektive skaldrniho soucinu.)

Poznamka 11.5.6. Ziejmé kazdy Hilbertuv prostor je i Banachtv.

Piiklad 11.5.7. (i) Prostor C([a,b]) opatfeny maximovou normou je Banachuv
prostor.

(if) Prostor R s klasickou metrikou je Hilbertiv (Gplnost nam dévéd Véta o B-C
podmince, tedy Véta 5.6.1, skalarni sou¢in zavadime jako (z,y) := zy).

(iii) Prostor RY s eukleidovskou metrikou je Hilberttiv. Skaldrni sou¢in je zde

N
(z,y) = Z Lili,
i=1

ten generuje pravé eukleidovskou normu a metriku. Uplnost uz jsme méli (plyne
z konvergence po slozkach).
(iv) Ptipometime si prostor

0, = {{xi} CR: i 2|2 < 00}7 o({zi}, {yi}) = (i |z — yi‘Q)%.

Uvedend metrika vznikla ze skalarniho soucinu (sami si ovéfte splnéni vlastnosti
skaldrniho sou¢inu z definice)

(i}, {yi}) = ny
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vvvvv

nost. To znamena, ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze
(o)
Z |zt — al']? < &? kdykoliv m,n > ng. (11.5.1)
i=1

Proto je kazda slozka cauchyovskd v R, tedy konvergentni a dostavame x =
{x1,12,...} takové, Ze {27} konverguje k = po slozkach.

Ukazme, Ze o(xn,x) — 0. Zvolme £ > 0. Pak existuje ng € N tak, Ze plati
(11.5.1) a odtud pro zafixované N € N méme

N
Z e kdykoliv m,n > ny.
i=1

Pfi zafixovaném n > ng provedme limitni pfechod m — oo (vyuzivame konvergenci
po slozkach, kterych je jiz jen koneény pocet)

N
Z |zl — * < &2
i=1

Protoze N bylo libovolné a soucet nekonecné fady je limitou jejich ¢astecnych

souctl, dostavame
o0
2 2
d oyt — @il < €2,
i=1

coz je o(xn, z) < e. Ukazali jsme tedy, ze o(x,,x) — 0.
Zbyva dokézat, ze x© € f5. Vezméme n € N tak, aby o(x,,z) < 1. Pak pro
libovolné N € N plati diky trojihelnikové nerovnosti

N 1 N 1 N 1
2 n 2 n 2
(S wl)” < (bt —ail)* + (X k)
i=1 i=1 i=1

<14+ (Y 1erP)" =14 2"
=1

Protoze tento odhad plati pro kazdé N € N, mame
o0 1
2
lelo = (X laiP) <14 2", = zeb
i=1
Celkové je ¢ Hilbertiv prostor.

Vé&ta 11.5.8 (Charakterizace plnych podprostorii tplného prostoru). Necht je
(P, 0) uplnyg metricky prostor a A C P. Pak

(A, 0) je uplng metricky prostor — A je uzaviend (v P).
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Diikaz. Véta snadno plyne z Véty o charakterizaci uzavienosti pomoci posloup-
nosti (Véta 11.3.27). O

Pfiklad 11.5.9. (i) V R s obvyklou metrikou je [0, 00) uzavfend mnozina, a proto
je ji odpovidajici prostor uplny.

(ii) V (0,00) s obvyklou metrikou je (0, 1] uzaviend mnozina, ale ji odpovidajici
prostor neni Gplny. To neni ve sporu s vétou, nebot pivodni prostor (0,0c0) neni
uplny.

(iii) Protoze je kazdy koneénédimenziondlni normovany linedrni prostor tplny, je
uzavienou podmnozinou v kazdém vétsim uplném prostoru se stejnou normou.

11.6 Omezené a kompaktni mnozZiny

Jednim z hlavnich vysledku diferencidlniho poctu v jedné dimenzi byla existence
globalnich extrémui na omezeném uzavieném intervalu. Podobny vysledek budeme
chtit ziskat i pro obecnéjsi zobrazeni z metrického prostoru do R. Jako prvni krok
budeme hledat spravny typ mnozin, které by nahradily omezeny uzavieny interval,
na némz se da aplikovat Weierstrassova véta (Véta 5.5.4). To nas vede k nésledujici
definici.

Definice 11.6.1 (Kompaktni mnozina). Necht (P, p) je metricky prostor a A C P.
Rekneme, ze A je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti jejich prvki Ize vybrat
podposloupnost konvergentni v A.

Poznamka 11.6.2. V R m4é tuto vlastnost omezeny uzavieny interval, nebot
diky omezenosti lze aplikovat Weierstrassovu vétu a uzavienost zarudi, ze i limitni
hodnota lezi v naSem intervalu. Zfejmé ma stejnou vlastnost jakakoliv omezend
uzaviend mnozina v R.

Cviceni 11.6.3. Dokazte si, Ze realné funkce, ktera je spojita na kompaktni podm-
noziné R, zde nabyva svych globalnich extrém.

Neni tézké ovérit, ze mnozina v R je kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezena a
uzaviena. Tato informace je pro nas vyhodné, nebot kompaktnost je pfimo z defi-
nice neovétitelnd (museli bychom otestovat vSechny mozné posloupnosti), naproti
tomu mame nastroje na ovéfeni omezenosti a uzavienosti (uzaviend mnoZina je
doplnék oteviené, prinik uzavienych je uzavieny, atd.). Nds bude v dalsim zaji-
mat, zda lze zjistit kompaktnost pomoci jinych (snéze ovéfitelnych) vlastnosti i
v obecnéjsich metrickych prostorech.

Definice 11.6.4 (Omezend mnozina). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P.
Rekneme, ze A je omezend, jestlize existuji xo € P a R > 0 tak, ze A C Ur(x0).

Poznamka 11.6.5. Diky trojuhelnikové nerovnosti lze v normovaném linedrnim
prostoru omezenost také charakterizovat existenci K > 0 takového, ze ||z| < K
pro kazdé x € A.
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Poznamka 11.6.6. (i) Budeme také pouZivat pojem omezend posloupnost. Jako
obvykle tim myslime, Ze je omezend mnozina jejich c¢leni.

(if) Kazda cauchyovska posloupnost je omezend (zvolte € = 1 v definici cauchyov-
skosti, pak uz je dtikaz snadny).

Véta 11.6.7 (Kompaktnost implikuje omezenost a uzavienost). Necht (P, o) je
metricky prostor a A C P je kompakini. Pak A je omezend a uzaviend.

Diikaz. Nejprve pro spor predpokladejme, ze A neni omezena. Zvolme xy € A pak
diky neomezenosti musi existovat {x,} C A tak, Ze o(zn,x0) > n pro kazdé n € N.
Diky kompaktnosti A miiZzeme po pfechodu k podposloupnosti predpokladat, ze
r, — y. Diky spojitosti metriky celkové mame

00  0(xn,x0) = 0(y,x0) < 00

a mame spor.

Nyni dokazme uzavienost pomoci Véty o charakterizaci uzavienosti pomoci
posloupnosti (Véta 11.3.26). Necht {z,} C A a 2, — = € P. Diky kompaktnosti
existuje podposloupnost {z,,} C {z,} takova, ze z,, — y € A. Nutné potom
x =1y, a proto z € A. O

Obecné se implikace v predchozi vété neda otocit.

Priklad 11.6.8. V prostoru ¢ vezméme mnoZinu
A=A{xy,x9,...}:= {{1,0,0,...},{071,0,...},{0,0,1,0,...},...}.

Pak ||z,||2 = 1 pro v8echna n € N, tedy A je omezend. Déle pro m # n plati ||z, —
Tp|l2 = v/2. To ma dva disledky. Jednak posloupnosti prvkti A jsou konvergentni
praveé tehdy, kdyz jsou od urcitého clenu konstantni. Konvergentni posloupnosti
prvki A maji tedy vzdy limitu v A a A je uzaviend. Druhym dusledkem je, Ze
uvaZime-li ptimo posloupnost {z,}, zddn4 jeji podposloupnost neni cauchyovska,
natoz aby konvergovala. MnoZina A proto neni kompaktni.

V konecné dimenzi se ovSem implikace otocit da.

Véta 11.6.9 (Omezenost a uzavienost implikuji kompaktnost v koneéné dimenzi).
V' konecnédimenziondlnim normovaném linedrnim prostoru je kazdd omezend a
uzavrend mnozina kompaktny.

Diikaz. Necht A je omezend uzaviend mnozina a {ej,es,...,en} je baze naseho
prostoru. Zvolme posloupnost {z,} = {Zjvzl ajej} C A. Pak jsou omezené i
posloupnosti koeficientt jednotlivych slozek {a7},{a%},...,{a’} (to neni zcela

ziejmé, nebot nepracujeme s ortogonalni bazi. Sta¢i vSak navéazat na postup z di-
kazu Véty o vztahu konvergence v normé ke konvergenci po slozkach, tedy Véty
11.2.10, kde jsme dokézali, ze konvergence k nule v normé implikuje konvergenci
koeficientti jednotlivych slozek k nule. Pokud by totiz po pfechodu k podposloup-
nosti Sly tfeba koeficienty af do oo, pak by prvky Z—? §ly v normé k nule, ale

koeficient jejich prvni slozky by byl konstantné roven jedné.)
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Posloupnosti koeficientl jsou tedy omezené. Postupnym prechdzenim k pod-
posloupnosti (aplikaci Weierstrassovy véty, tedy Véty 5.5.4) dosdhneme toho, ze
tyto koeficienty konverguji k ¢islim aq, s, ...,an. Proto odpovidajici vybrana
posloupnost {z,, } konverguje po slozkdch k x := Zjvzl aje;. Podle Véty o vztahu
konvergence v normé ke konvergenci po slozkach (Véta 11.2.10) pak méme z,, —
x, a protoze A je uzaviena, plati z € A. Tim je dikaz dokoncen. O

Véta 11.6.10 (Kompaktnost implikuje separabilitu). KaZdd kompaktni podmno-
zina metrického prostoru je separabilni.

Dikaz. Necht A je kompaktni podmnozina (P, 9). Nejprve ukazme, Ze pro kazdé
e > 0 existuje koneénd mnozina K. C A takova, Ze pro kazdé x € A existuje
y € K. tak, Ze o(x,y) < e. Pokud by tomu tak nebylo, nasli bychom posloupnost
{zn} C K splitujici

(T, Tp) > € kdykoliv m # n.

Totiz, k libovolné (ale pevné) zvolenému prvku z; € A dle pfedpokladu existuje
x9 € A tak, ze o(x1,22) > e. Nyni opét k mnoziné {x1,zs} existuje prvek z3 € A
tak, ze o(zs, 1) > € a p(x3,x2) > €. Déle postupujeme indukci.
Z takové posloupnosti bychom vSak nemohli vybrat konvergentni podposloup-
nost, coz by byl spor s kompaktnosti A.
Spocetnou hustou podmnozinu K nyni ziskdme konstrukci K7 U K 1 U K 1 U
O

Véta 11.6.11 (Cantorova véta o pruniku kompakti). Necht K1 D Ko D ... je
posloupnost neprazdnych kompakti v metrickém prostoru. Pak ) K, je ne-
prazdny kompakt.

Diikaz. Pokud {z,} C (), cn Kn, zéroven plati {x,,} C K1 a po piechodu k pod-
posloupnosti diky kompaktnosti K; mame z,, — = v K;. Nutné pak také x €
Nhen Kn, nebot N, Ky je uzaviena mnozina jakozto prinik uzavienych mnozin.
Celkové jsme ovéfili kompaktnost [,y K-

Ukazme jesté neprazdnost. Sestrojme ,diagonalni“ posloupnost {z,} tak, Ze
zpn C K, pro kazdé n € N. Po pfechodu k podposloupnosti pak mame z,, — z €
K. Protoze od druhého indexu vSechny ¢leny lezi v K5, médme zaroven konvergenci
na Ks, tedy x € K. Takto miizeme pokracovat dale a dostavame z € K,, pro kazdé
n € N. Proto x € (), K» @ mnozina [ .y K» je neprazdna. O

neN

neN neN

Cviceni 11.6.12. Dokazte, Ze kazda uzaviend podmnozina kompaktni mnoZiny je
kompaktni (pouZijte Vétu o charakterizaci uzavienosti pomoci posloupnosti, tedy
Vétu 11.3.27).

11.7 Pokryvaci véty
Budou nés zajimat jesté dalsi vlastnosti kompaktnich mnozin. K jejich odvozeni

pouzijeme nové nastroje, jimz se ik pokryvact véety, a které maji Siroké uplatnéni
i v jinych castech matematické analyzy.
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Definice 11.7.1 (Pokryti mnoziny). Necht (P, o) je metricky prostor, A C P,
I je indexovd mnozina a {M,}acs je systém podmnozin P. Rekneme, ze {M,}
je pokryti A, jestlize A C |J,c; Ma. Jsou-li viechny mnoziny v systému {M, }
oteviené, hovorfime o otevreném pokryti.

Véta 11.7.2 (Lindelofova pokryvaci véta). Necht (P, o) je metricky prostor a
A C P je separabilni. Pak lze z kaZdého otevieného pokryti mnoZiny A vybrat
nejvyse spocetné podpokryti (podsystém stdle pokrgvajici A).

Diikaz. Necht {M,}acr je pokryti A. Necht déle {x,} je spocetnd hustd pod-
mnozina A.

Nejprve tvrdime, Ze pro kazdé z € A existuji « € I a m,n € N tak, Ze
€y i=Us () C M,. Skute¢ns, diky tomu, ze {M,} je oteviené pokryti,

existuji @ a R > 0 tak, Ze Ug(z) C M,. Zafixujme dale m > 2 (tj. L < &)
Diky hustoté {z,} existuje navic n € N tak, ze o(z,x,) < % < & a proto

z trojuhelnikové nerovnosti dostavame
r €U () CUR(T) C My.

Kone¢nd, systém {Q,}.ca pokr§vad A a zaroven je nejvySe spocetny (je to
podsystém {U% (@n) }m.nen). Ke kazdé mnoziné z tohoto systému prifadime prave
jednu mnozinu ze systému {M,}, aby ji obsahovala. Timto pfifazovdnim jsme
z {M,} ziskali podsystém pozadovanych vlastnosti. O

Véta 11.7.3 (Borelova pokryvaci véta). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P
je kompaktni. Pak lze z kaZdého otevieneého pokryti mnoZiny A vybrat konecéné
podpokryti.

Dikaz. ProtoZe kompaktnost implikuje separabilitu (Véta 11.3.23), pomoci Lin-
delofovy pokryvaci véty (Véta 11.7.2) mtZeme od obecného otevieného pokryti
prejit ke spoéetnému pokryti, které v dalsim zna¢me {M,}. Definujme G, =
Ui, M;, n € N. Stadi ziejmé ukazat, Ze existuje no € N tak, ze A C G,,. Pro
spor predpoklddejme, Ze to neni pravda. Pak jsou F,, := A\ G,, n € N, ne-
prazdné kompakty spliujici F;, C F,,, kdykoliv m < n. Cantorova véta o pruniku
kompakti (Véta 11.6.11) dava, ze

Fi=()F.=()A\G.=A4\ | G

neN neN neN

je neprazdna kompaktni mnozina. Proto {M,,} nepokryvd A a mame spor. O

Priklad 11.7.4. Dokazme, Ze je-li funkce f lokalné lipschitzovské na [a, b], pak je
zde dokonce lipschitzovskd. Podle pfedpokladu pro kazdé x € [a, b] existuji é, > 0
a L, > 0 takova, ze

|fly) — f(2)| < Lyly — 2| pro kazdé y, z € [a,b] N (x — §, 2 + 0,).
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Systém {(z — 0z, 2 + 0z) }ze[a,p] tvoii oteviené pokryti intervalu [a, b]. Podle Bore-
lovy pokryvaci véty existuji body 1, ...,z € [a,b] takové, ze [a,b] C -, (x; —
0z, T; + 0z, ). PoloZime-li nyni

L= maX{Lxu' . 7Lxm}’

je jiz snadné nahlédnout, Ze L je konstanta lipschitzovskosti funkce f pro celé [a, b].

Poznamka 11.7.5. (i) Funkce f(z) = 1 na (0,1] a g(z) = 2” na R ukazuji, Ze
v pfedchozim piikladé byla podstatné jak omezenost tak uzavienost intervalu [a, b].
(ii) Pfedchozi vysledek se neda ziskat postupnym plizenim, tedy konstrukei, kdy
nejprve vezmene 6, a L,, pak vezmeme bod z; € (a,a + d,) a jemu odpovidajici
konstanty d,, a L., (ted uz vime, Ze funkce f je na [a,x1 + d,,) lipschitzovskd
s konstantou max{L,, Ly, }), pak vezmeme x2 € (21,21 + 04, ) a jemu odpovidajici
konstanty d,, a L,,, atd. Tento proces nemusi fungovat, protoze ¢isla d,, se mohou
rychle zkracovat a nam se pak nepodafi dosdhnout bodu b v koneéném poctu krokt.

Pokryvaci véty patii k velmi ¢asto pouzivanym nastrojim pokrocilé matema-
tické analyzy. Jejich ti¢innost si mizete vyzkouset na nasledujicich diikazech souvi-
sejicich s latkou predchoziho semestru, kde jsme leckdy museli postupovat trikoveé,
zatimco pokryvaci véty nam nyni umoznuji primocarejsi pristup.

Cvi€eni 11.7.6. (i) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokaZte, ze je-li f omezena
na okoli kazdého = € [a,b], pak je omezend na [a,b] (specidlng, je-li f spojita
na [a, b], pak je zde omezend).

(ii) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte, ze je-li f/ > 0 (i nevlastni) na (a, b),
pak f je rostouci na (a,b).

(iii) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte, ze je-li f rostouci ve vSech bodech
intervalu (a,b), pak je rostouci na (a, b).

(iv) Pomoci Borelovy pokryvaci véty dokazte Cantorovu vétu o stejnomérné spo-
jitosti (Véta 6.2.16).

Dalsim pojmem, ktery chceme zobecnit do vyssi dimenze, je interval.

Definice 11.7.7 (Interval). Intervalem v RY nazveme mnozinu tvaru I = Iy x I x
--+x Iy, kde I, ..., Iy jsou intervaly v R. Je-li mnozina I oteviend, hovofime o
otevieném intervalu. Podobné se definuji uzaviené, omezené a kompaktni intervaly.

Snadno se dokaze nasledujici charakterizace pravé zavedenych pojmai.

Tvrzeni 11.7.8. Interval I = I x Iy x---xIn C RY je otevieny prdvé tehdy, kdys
je kazdy z intervald Iy,...,IN otevieny. Analogickd tvrzeni plati pro uzavienost,
omezenost a kompaktnost.

Véta 11.7.9 (Charakterizace oteviené mnoziny pomoci otevienych intervall).
Necht A je oteviend mnoZina v R . Pak existuje spocetny systém oteviengjch ome-
zengch intervali {I,} takovy, ze A = I,.

Diikaz. Necht A C RY. Pracujme s maximovou normou (okoli v této normé jsou
oteviené krychle, tedy oteviené intervaly). Podle definice oteviené mnoziny pro
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kazdy bod x € A najdeme jeho okoli, které lezi celé v A. Snadno nahlédneme,
Ze tato okoli lze volit jako omezené oteviené intervaly. Systém vsSech téchto okoli
je otevienym pokrytim A. Pomoci Lindel6fovy pokryvaci véty (Véta 11.7.2) z néj
vybereme spocetny systém a jsme hotovi. O

11.8 Banachova véta o kontrakci

V dalsim si dokdzeme vétu, kterd umoznuje fesit né€které pomeérné obtizné pro-
blémy. Nejprve si zadefinujme zakladni pojmy.

Definice 11.8.1 (Kontraktivni zobrazeni). Necht (P, o) je metricky prostor a
T: P — P je zobrazeni definované na celém P. Rekneme, ze T je kontraktivni
zobrazeni (nebo struéné kontrakce), jestlize existuje g € [0, 1) tak, Ze

o(Tz, Ty) < qo(z,y) pro vSechna z,y € P.
Bod xg se nazyva pevny bod zobrazeni T, jestlize Txg = xg.

Véta 11.8.2 (Banachova véta o kontrakci). Necht (P, o) je uplngy metricky prostor
aT: P — P je kontraktivni zobrazeni definované na celém P. Pak md prdvé jeden
pevny bod.

Dokonce pro kaZdou posloupnost {x,} C P spliujici x,41 = Tx,, pro vechna
n € N (z1 € P je libovolné) plati x, — xq, kde xo je zminény pevny bod zobra-
zeni T'.

Diikaz. Jednoznacnost plyne z toho, ze pro dvojici pevnych bodd x1, x5 mame
o(z1,22) = o(Tx1, Tx2) < qo(z1,T2).

Existence plyne z druhé ¢asti véty, kterou dokdzeme nyni. Necht {z,,} je jako ve
znéni véty. Diky kontraktivité 7' médme pro kazdé n € N, n > 2

Q(Jf‘n—i-lvxn) = Q(T'ranxn—l) < q@(xnaxn—l) = qQ(Txn—thn—Q) <...
< " o(xg, 1),

Odtud pro libovolna p,n € N mame

Q(»Tnera ry) < Q(mnﬂh xn+p71) + Q($n+p71’ wnﬂof?) + o+ o(Tnt1, Tn)

n+p—2 n—1 _ qn_l(l _ qp)

<q o(wg, 1) + -+ +¢" o(x2, 1) = BT o(w2,21)
qn—l

< o(z2,r1).
l—q

Posloupnost {z,} je proto cauchyovskd, tplnost (P, g) zarucuje, %e x,, — xo pro
jisté xg € P. Bod xg je pevny bod, nebot diky spojitosti metriky méme

o(wo, Txg) < o(xpny1,Tx0) = (T2, Tx0) < qo(Tn,70) — 0.
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Priklad 11.8.3. Nechf ¢y € R. Ukazme, Ze existuje pravé jedno feSeni tlohy
1 . n
x = —sinx + ¢p.
5 0

Pracujeme na R s obvyklou metrikou, coz je Gplny metricky (dokonce normovany
linedrni) prostor a zobrazeni T' definujme jako

1
Tx = isinercO.

Zobrazeni T je kontrakce, nebot pro & < y diky Lagrangeové vété o pFirtstku
funkce (Véta 6.3.3) mame (nize & € (x,y))

1 1 1
Ty — Tx| = §|sinyfsin:c| = §cos§|yfx| < §|yf:r|

Podle Banachovy véty o kontrakei (Véta 11.8.2) tedy existuje jednozna¢né uréené
feseni zadaného problému, které lze zkonstruovat metodou postupnych aproximaci.

Priiklad 11.8.4. Diky Banachové vété o kontrakci se dd snadno ukézat, ze pro
a € [0,1] itera¢ni metoda zadand predpisem

zg =0, Tp4+1 = Tp — 5
definuje posloupnost konvergujici k v/a. Skute¢né (v dalsim se zabyvame jen pii-
padem a € (0,1], pro a = 0 je v8e zfejmé), zadefinujeme-li funkeci f: R — R
predpisem

1
ft)=t- §(752 —a),
pak &islo /a je jejim pevnym bodem. Déle
f)y=1-t

Odtud pro libovolné z € [0, v/a) mdme podle Lagrangeovy véty o ptirtistku funkce
(Véta 6.3.3)
f@) = fla) = f(E)(x —a) = (1= &)(x —a).

Pro libovolné zafixované ¢ > 0 je proto f kontrakei na [d,/a] a podle Banachovy
vty o kontrakci (Véta 11.8.2) m4 jediny pevny bod /a. Na nasi posloupnost
tento vysledek aplikujeme nésledovné. Podle vypoctu uvedeného vyse plati z; €
(0, +/a). Nyni zafixujeme 6 € (0,21) a Banachovu vétu o kontrakci pouZijeme na
posloupnost {z,,}52 ,, uplny metricky prostor C([§,v/a]) a kontrakci f.

Poznamka 11.8.5. (i) Predpoklad o tplnosti neni mozné vypustit. Kupiikladu

xz) = £ je kontrakce na (0,1), ale neméa zde pevny bod.
2J y
ii) Funkce f(x) = £ nema pevny bod na Uplném prostoru [1,2]. Neni to totiz
2

kontrakce na tomto prostoru (Spatny obor hodnot).
(iii) Kontraktivitu neni mozné nahradit neexpanzivitou (ta pfipousti ¢ < 1), jak
ukazuje volba f(xz) =z + 1 na R.
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11.9 Limita a spojitost zobrazeni na metrickych
prostorech

Definice 11.9.1 (Limita zobrazeni). Necht (Py, 01) a (P», 92) jsou metrické pro-
story, p: P — P», 29 € P; je hromadnym bodem D, a yo € P». Rekneme, Ze
zobrazeni ¢ méa v bodé xg limitu yo, jestlize

Ye>035>0 x € Ps(xo) N Dy, = p(x) € Us(y0)-
V takovém piipadé piseme lim,_,,, p(z) = yo, nebo p(x) — yo pro & — x.

Poznamka 11.9.2. (i) V pfipadé R s obvyklou metrikou se nova definice shoduje
s nasi starou definici vlastni limity ve vlastnich bodech.

(ii) Nevlastnimi limitami se zde nezabyvdme, nebot R* neni metricky prostor
(prvky +oo nemaji definovanou kone¢nou vzdalenost od ostatnich prvki).

Definice 11.9.3 (Spojitost zobrazeni). Necht (Pp,01) a (P2, 02) jsou metrické
prostory, ¢: P — Py a xg € D,,. Rekneme, Ze zobrazeni ¢ je v bodé zq spojité,
jestlize

Ye>030 >0 x € Us(zo) N Dy = () € U-(p(x0)).

Poznamka 11.9.4. Limita a spojitost jsou invariantni viéi pfechodu k ekviva-
lentni metrice jak ve vzoru, tak v obraze.

Poznamka 11.9.5. Je-li 2o izolovany bod Dy, je v ném ¢ automaticky spojité.
V opacném piipadé je spojitost ekvivalentni podmince lim,_,., f(z) = f(zo).

Piiklad 11.9.6. (i) Uvazme R? s eukleidovskou metrikou, R s obvyklou metrikou
a definujme ¢: R? — R predpisem
2
¢(x,y) — 123:7.?{.3/2 pro ((E,y) 7& (an)
0 pro (z,y) = (0,0).

Pomoci Youngovy nerovnosti dostévame pro (z,y) # (0,0)

2
Ty 1 1
Oéltp(x,yﬂ:‘ 2‘S*|y\§§vx2+y2-

24y 2

Odtud vidime, Ze lim(, ) (0,0) ¢(2,y) = 0 a ¢ je spojité v pocatku.
(ii) Uvazme stejné prostory a zobrazeni

[ o) £ 0,0
el y) {O pro (z,y) = (0,0).

Pro libovolné = € R\ {0} mame

1
p(2,0)=0 a  plz2)=7
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Protoze se v kazdém prstencovém okoli bodu (0, 0) vyskytuji body vyse uvedenych
typt, lim, ) (0,0) ©(2, y) neexistuje a ¢ neni spojité v pocatku.
(iii) Uvazme prostor C''([0,1]) s normou

Ifller = max | f'| + max | f]
[0,1] [0,1]

a prostor C([0, 1]) s maximovou normou, tedy || f|locc = maxp,j f. Definujme zob-
razeni ¢: C'([0,1]) — C([0,1]) predpisem ¢(f) = f’. Pak ¢ je spojité v kazdém
f € C'([0,1]), nebot pro kazdé g € C1([0, 1]) méme pii volbé § := ¢

lg=fller <6 = I[{)lal?lg’*f’l <0 = g = [l <& = llo(g)—e(f)lloe <e.

Poznamka 11.9.7. Pro zobrazeni ¢: P, — Py, kde (P1, 01) a (P, 02) jsou met-
rické prostory, a mnozinu A C P; se nékdy pouzivaji pojmy limita vzhledem k A
a spojitost vzhledem k A. Ty se zavadéji tak, Ze nejprve ztzime defini¢ni obor na
D, N A ana vysledné zobrazeni teprve pak pouzijeme definici limity ¢i spojitosti.

Povsimnéte si, Ze spojitost vzhledem k A neni totéz co spojitost na A. Napfiklad
Dirichletova funkce je spojitd vzhledem k Q ve kterémkoliv bodé z Q (z defini¢niho
oboru jsme vyloudili vSechna iracionalni ¢isla, zbyly jen body s funkéni hodnotou
1). Dirichletova funkce vSak neni (klasicky) spojitd v zZaddném bodé.

Témto novym pojmim nemusime vénovat v budovani teorie vétsi pozornost,
vSe se d4 vyfesit zizenim defini¢niho oboru. Na to jsme v nasi teorii pfipraveni,
nebot pripoustime zobrazeni, jejichz definiéni obor neni cel4 mnozina P;.

V dalsim si uvedeme nékolik vét, jejichz dikazy se ziskaji jen minimélni modi-
fikaci dikazi odpovidajicich tvrzeni z teorie funkci jedné redlné promeénné.

Véta 11.9.8 (Heineho véta). Necht (Pi,01) a (P2, 02) jsou metrické prostory,
p: Py = P, 9 € Py je hromadnym bodem D, a yo € P>. Pak

(1) imy_sqp, p(x) = yo prdvé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost {x,} C D, \ {zo}
spliugict x, — xo plati o(x,) — yo.

(ii) limg_q, p(x) existuje pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {z,} C D, \
{zo} spliujici x,, — xq existuje limita posloupnosti {¢(x,)}.

Véta 11.9.9 (O B-C podmince). Necht (Py,01) a (P2, 02) jsou metrické pro-
story, (P2, 02) je uplny, ¢: P — Py a xy € P1 je hromadngm bodem D,. Pak
limg 4, ©(x) existuje prdvé tehdy, kdyz zobrazeni ¢ spliiuje B-C podminku (Ve >
030 >0 xz,y€ Ps(zo) N Dy = 02(p(x), p(y)) < ).

Véta 11.9.10 (O spojitosti slozeného zobrazeni). Necht (Pi,01) , (P2, 02) a
(Ps, 02) jsou metrické prostory, ¢: Py — Py a : Po — Ps. Je-li ¢ spojité v
xo € Py a1 spojité v p(xg), pak ¥ o ¢ je spojité v xg.

Véta 11.9.11 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (Pi,01) , (P2, 02) a (Ps, 02)
jsou metrické prostory, ¢: P — P a ¢: P» — P35 a necht xg € Py. Necht
limg sz, () = yo € Po, limy_,y, ¥(y) = 20 € Ps, o je hromadnym bodem Do,
a je splnéna alespor jedna z podminek
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(i) existuje prstencové okoli bodu x, kde vnitini zobrazeni ¢ nenabyvd své limitni
hodnoty yo

(il) vnéjsi zobrazeni v je spojité v bodé yo.

Pak lim, ., (¢ 0 ©)(z) = 2.

Véta 11.9.12 (Cantorova véta o stejnomérné spojitosti). Necht (P1, 01), (P2, 02)
jsou metrické prostory, ¢: Pi — P» je spojité na A C P a A je kompaktni.
Pak ¢ je stejnomeérné spojité na A (Ve > 030 >0 z,y € AApi(z,y) < =
02(p(x), () <e).

Ve specidlnim piipadé zobrazeni z RV do R (na R uvazujeme obvyklou met-
riku, na RY metriku odvozenou od libovolné normy) méame jesté dalsi vysledky,
jejichz dikaz se opét ziska jen drobnou modifikaci diikazu z jednodimenzionalniho
pripadu.

Véta 11.9.13 (Aritmetika limit). Necht ¢,¢: RN — R, kde oba prostory be-
reme s obvyklymi metrikami, a necht zo € RN je hromadny bod D, N Dy. Necht
lim, ., o(2) = A € R alim,—,,, ¥(z) = B € R. Pak

(1) limy s, (¢(2) +9(2)) = A+ B

(ii) limg—yz, p(z)y(z) = AB

(iii) pokud B # 0, plati lim,_,, igg =4,

hS

Poznamka 11.9.14. Automaticky také plati aritmetika spojitosti.

Véta 11.9.15 (O dvou straznicich). Necht ¢,v,n: RV — R, kde oba prostory
bereme s obvyklymi metrikami, D, = Dy = Dy, a 29 € RN je hromadny bod D,.
Necht limg 4, ¢(z) = limg_z,n(z) = A € R a ¢ < ¢ < n na Ps(zo) N Dy, pro
jisté & > 0. Pak lim,_,,, ¥(z) = A.

Véta 11.9.16 (O nabyvani extrémi spojitou funkei). Necht ¢: RN — R, kde oba
prostory bereme s obvyklymi metrikami, je spojité na kompaktni mnoZiné A C RN
Pak zde nabyvd svého mazima a minima (existuji ©1,zo € A tak, Ze maxy f =

f(x1) aming f = f(x2)).

Poznamka 11.9.17. Je-li ¢: RV — R spojité v bodé a = [ay, as,...,an] € RY,
snadno se dé ovéfit (pouzijte maximovou normu), ze funkce ¢ je spojitd v jed-
notlivych proménnych v odpovidajicich bodech, pfesnéji t — ¢(t,as,as,...,an)
je spojitd v bodé ay, t — @(t,as,as,...,an) je spojitd v bodé as a tak dale pro
vSech N slozek funkce ¢. Implikace se obratit neda. Definujeme-li totiz

0 pro xy # 0
p(z,y) =
1 pro zy =0

(funkce ma hodnotu 1 na osovém kiizi, vSude jinde je nulovd), pak nase funkce
neni spojita v bodé [0, 0]. Naproti tomu podle proménné z i y zv14st funkce spojita
v pocétku (ted uz jednodimenziondlnim) je, nebot tyto funkce pracuji pouze s
hodnotami na osovém kiizi.
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Podobné jako u funkci jedné proménné, i ve vyssi dimenzi se spojitost nejéastéji
ovéfuje pomoci aritmetiky spojitosti (po¢itani limit pfichézi na fadu pouze v pro-
blematickych bodech).

Priklad 11.9.18. Ukazme, e funkce p(x,y) = 22 + 2y +sin(zy) je spojita na R2.
Pfedné si dokdZzeme, Ze funkce 1: (z,y) — x je spojita na R2. Zvolme (x¢,yo) € RZ.
Jednodimenzionalni funkce ¢: x — x je spojita na celém R. Specidlné k zadanému
€ > 0 existuje § > 0 takové, ze

zePs(zo) = () €Ue(p(x0)).
Odtud diky tomu, ze n(z,y) = ¥(x) na R?, mame
(xay) € Pé(xo) xR - 77(33’9) € Z/{(__«(’(/J(I‘()))

Bez ohledu na normu zvolenou na R? dostavame

Ps((0,y0)) C Ps(wo) x R

(nalevo P znadi dvoudimenzionalni prstencové okoli, napravo jednodimenzionalni).
Predchozi Gvahy se ziejmé daji zobecnit: pokud funkce vice proménnych nezavisi
na nékterych proménnych, jeji spojitost je ekvivalentni spojitosti funkce ziskané
jejl restrikci do prostoru nizsi dimenze odpovidajicimu proménnym, na kterjch
funkce zavisi.

Nyni jiz staci pouzit aritmetiku spojitosti na prvni dva ¢leny v zadani funkce ¢,
spojitost tfetiho ¢lenu plyne z Véty o spojitosti slozeného zobrazeni (Véta 11.9.10).
Celkové diky aritmetice spojitosti je ¢ spojita na R2.

.....

Véta 11.9.19 (O vzoru otevienych mnozin pii spojitém zobrazeni). Méjme met-
rické prostory (P, 01) a (P2, 02), ¢: P1 = P> a D, = P1. Pak ¢ je spojité na P
prdvé tehdy, kdy? pro kaZdou otevienou mnozinu A C Py je jeji vzor ¢~ 1(A) ote-
vreny.

Diikaz. ,=“ Zvolme A C P, otevienou. Pokud ¢~*(A) = 0, jsme hotovi. V opa-
¢ném piipadé zafixujme x € p~1(A). Odtud ¢(z) € A a otevienost A dava ¢ > 0
takové, ze U (p(x)) C A. Ze spojitosti existuje § > 0 takové, ze

pUs(x)) C Us(p(x)) C A.

Ukéazali jsme tedy, ze Us(z) C o~ 1(A). Protoze z € ¢~ 1(A) bylo libovolné, dokézali
jsme otevienost o~ 1(A).

,<=“Prokazdé z € Py ac > 0je p 1 (U:(p(x))) oteviend mnozina. Existuje proto
6 > 0 takové, ze

Us(x) C o7 Ue(p(2))) = oUs(2)) C Us(p()).

Dokézali jsme implikaci y € Us(z) = f(y) € U(¢(z)) a tim jsme ovéfili spojitost
V. O
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Poznamka 11.9.20. Pfipomenme, ze vzor mnoziny A C P, je definovan jako
¢ 1 (A) ={z € Py: p(z) € A}.
Mnozina A nemusi byt podmnozinou oboru hodnot.

Poznamka 11.9.21. (i) Pfedchozi véta se ¢asto pouziva k ditkazu otevienosti
mnozin. Sta¢i najit vhodné spojité zobrazeni a vhodnou otevienou mnozinu tak,
aby nase mnozina byla vzorem nalezené mnoziny pii nalezeném zobrazeni.

(ii) Je-li ¢ definovano na celém P, pak pro libovolnou mnozinu A C P, je doplnék
jejiho vzoru zéroven vzorem jejtho doplitku (¢~ 1(Py \ A) = P; \ ¢~ 1(A)). Odtud
dostavame jesté treti ekvivalentni vyrok a sice, ze vzor kazdé uzaviené mnoziny je
uzavieny.

P#iklad 11.9.22. Ukazme, Ze mnozina M := {(z,y) € R?: 22 < sin(xy)} je
oteviend. Definujme ¢: (x,%y) — 22 —sin(zy). Pomoci aritmetiky spojitosti snadno
ovéfime, Ze se jednd o spojitou funkci na celém R?. Pak M = ¢~ 1((—00,0)), a proto
je oteviend ((—oo,0) je oteviend).

Poznamka 11.9.23. Ve vété je dulezity piedpoklad D, = P;. Bez tohoto pfed-
pokladu véta neplati. Sta¢i uvazit zobrazeni f: M C R — R, kde

M = (0,1)U {2},

f(z) =a prox € (0,1) a f(2) = 3.

Poznamka 11.9.24. Analogie predchozi véty neplati pro obraz. Napfiklad inter-
val (—m,7) je oteviend mnozina, ale sin((—m, 7)) = [—1, 1] je uzavfend mnozina.

V ptipadé kompaktnich mnozin, vSak analogie pro obraz pfi spojitém zobrazeni
plati.

Véta 11.9.25 (O obrazu kompaktni mnoziny pii spojitém zobrazeni). Necht
(Pr1,01) a (P2, 02) jsou metrické prostory, p: PL — P, D, = P;, A C P, je
kompakini a ¢ je spojité na A. Pak p(A) je kompaktni.

Diikaz. Necht {y,} C ¢(A), pak existuji body =z, € A takové, ze y, = ¢(z,) pro
kazdé n € N. Diky kompaktnosti A dostdvame {z,,} C {z,} takovou, ze z,,
konverguje k jistému = € A. Diky spojitosti ¢ dostavame y,, = ¢(zn,) — ©(x).
Posloupnost {y,} mé tedy podposloupnost konvergentni v A a jsme hotovi. [

Poznamka 11.9.26. Vzor kompaktni mnoZiny pfi spojitém zobrazeni byt kom-
paktni nemusi. Uvazme naptiklad

R =sin"!([-1,1]).

Poznamka 11.9.27. Pokud je v pfedchozi vété zobrazeni ¢ navic prosté na A, je
@~ p(A) — A spojitd na A. Skute¢né, pokud by tomu tak nebylo, méli bychom
posloupnost {y,} C ¢(A4) a yo € p(A) takové, Ze v, — yo v Po, ale pro z, =
0 H(yn) s xo := ¢ (yo) by platilo

01(2n, o) > €
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pro jisté £ > 0. Na druhou stranu, diky kompaktnosti A umime najit z € A a
{xn,} C {z,} tak, aby z,, — z. Spojitost metriky pak dava o(zg,x) > ¢ (tedy
T # 29) & spojitost ¢ davé g, = (rn,) — p(x). Proto ¢(x) = yo = (o) a
mame spor s prostotou ¢ na A.

Poznamka 11.9.28. Piedchozi véta se da také pouzivat k elegantnim ditkazim
spojitosti zobrazeni ziskanych pomoci zobrazeni, jejichZz spojitost uz mame doka-
zanou. Necht naptiklad (P1, ¢1), (Pa, ¢2), (Ps, ©3) jsou metrické prostory, ¢: P —
P; je spojité na P, av: P, — Pj je spojité na P,. Je-li A C Pj libovolna oteviena
mnozina, pak diky spojitosti ¢ je ¥ ~1(A) také oteviena. Proto diky spojitosti
je oteviend také mnozina (¢ o)~ 1(A) = p~1(p71(A)). Dokazali jsme, 7e 1o @ je
spojité na P;.

Poznamka 11.9.29. (i) Podobor matematické analyzy, ktery se zabyva podrob-
néji metrickymi prostory a jim pfibuznymi tématy, se nazyva funkcionalni analyza.
Funkcionalni analyza navic navazuje na linearni algebru a topologii.

(if) Topologie se zabyva vztahem mezi vlastnostmi prostoru a vlastnostmi sady
jeho otevienych mnozin (pfipomenime, Ze pro metrické prostory umime konver-
genci zavést dvéma zpusoby: jednak pfes metriku pomoci podminky o(x,,,x) — 0,
ale také pomoci okoli, coz jsou oteviené koule v uvazovaném metrickém prostoru).
Oproti nasim zvyklostem, v topologii byva zvykem okolim bodu nazyvat jakoukoliv
mnozinu obsahujici néjakou otevienou kouli centrovanou v uvedeném bodé.

11.10 Dodatek: Hustota polynomu v C(|a, b]) a se-
parabilita C([a, b))

Nyni si ukdzeme, ze v maximové metrice je spojitou funkci na omezeném uzavie-
ném intervalu mozné libovolné pfesné aproximovat polynomem (na R to nejde, uva-
Zte exponencialu a to, Ze pro libovolny polynom P plati lim,_, ., ( flz) — P(ac)) =
o0). Piipravu zacneme aproximaci charakteristické funkce intervalu.

Lemma 11.10.1. Nechf [a,b] C R, ¢ € (a,b), n € (0,1) a § € (0,c — a). Pak
existuje polynom T tak, Ze

(1-n,1 nala,c— 0]

T(x) € < [0,1] na [c — 0, ¢
[0,7) na [¢,b].
Diikaz. Krok 1.: hruba aproximace funkce x._ 160
Polozme ( L)
1 z—(c—13
Q) =5+—55-0

Pak @ je polynom spliujici Q € [0, 4] na [a,c — 6] a Q € [1,1] na [c — 36,b].

Krok 2.: zpfesnéni aproximace umocnénim.
Pro zafixované n € N polozme

T(2) = (1 - Q"(x))”".
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Ve zbytku dtkazu ukdzeme, Ze je-li n dostateéné velké, pak T ma pozadované
vlastnosti. Pfedné zfejmé mame T € [0, 1] na [a, b]. Dale Bernoulliova nerovnost

na [a,c — 6] dava spolu s max, .5 Q = Q(c — 6) < Q(c — 30) = 3

min 7 >1-2" max Q" =1 — (2 max Q)n";”’ol'

la,c—4] la,c—4] la,e—

Kone¢né, diky minj.; Q = Q(c) > %, na [c, b] plati

n 1 n 1
maxT =(1-Q"(c)? = ——————(1-Q* () < —————
e T | (e oT o)
1 n—00
< 0
— 14 27Q"(c)
Proto pro n dostateéné velké mame polynom s pozadovanymi vlastnostmi. O

Véta 11.10.2 (Weierstrassova aproximacni véta). Necht [a,b] C R, f € C([a,b])
a € > 0. Pak existuje polynom P takovy, Ze

max|f — Pl <e.
na |f = P|

Diikaz. K zadanému € > 0 a f definujme mnozinu

S = {t € [a, b]: existuje polynom @ spliiujici r[naﬁc lf—Q| < 5}.
a,t

Ozna¢me s = sup S. ProtoZe f je zprava spojitd v a, je |f — f(a)| < € na jistém
pravém okoli bodu a. Odtud S # () a s > a (aproximovali jsme konstantnim poly-
nomem). Pokud by platilo s > b, byli bychom hotovi. V dalsim se tedy zabyvejme
piipadem s € (a,b) a odvodime spor.

Ze spojitosti f v bodé s dostavéme & € (0, 3 min{s — a,b — s}) tak, Ze

|f*f(8)|<%s na [s — 24, s + 24].

Definujme ¢ := s — 4. Pak ¢ € S a existuje polynom @ tak, ze

m::I[na)](|f—Q|<€.

Definujme déle M := supy, ;) [ f — Q[ +sup(, 4 | f — f(s)|. Koneéné zafixujme 7 > 0
tak malé, ze

1
m+Mn<e a M77<§5.

Pouzijme nyni predchozi lemma k ziskani polynomu 7" pro parametry a,b, c,d,n a
definujme

P(x) := f(s) + (Q(x) = f(5))T ().

Funkce P je polynom. Na intervalu [a, ¢ — J] plati

[f(z) = P(x)| < [f(x) = Q)T (x) + | f(z) = f(s)|(1 = T(x)) <m+ Mn <e.
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Na intervalu [c¢ — §, ¢] plati

o)|T(x) + |f(z) = f(s)|(1 = T(x))
e(1-T(z)) <e.

[f(z) = P(x)] < [f(x) —Q
<mT(z)+

—~

N =

Kone¢né, na [c, s + 20) dostavame

[f(2) = P(x)| < [f(x) = Q(@)|T(x) + |f(x) = f(s)|(1 = T(2)) < Mn+ %6 <e.
Celkové mame |f — P| < € na [a, s + 26), z éehoz plyne

max —Pl<e
la,s+26] |f |

(f — P je spojitéd funkce na [a, s+ 2§], a proto zde nabyva maxima) a to davé spor
ss=sups. O

Dusledek 11.10.3. Prostor C([a,b]) s mazimovou metrikou je separabilni.

Diikaz. Kazdou spojitou funkci umime aproximovat polynomem a ten zase po-
lynomem s raciondlnimi koeficienty (promyslete si podrobnosti). Mnozina poly-
nomu pevného stupné s racionalnimi koeficienty je spocetnd, nebot konecény kar-
tézsky soucin spocetnych mnozin je spocetny (v kapitole o mohutnosti jsme si
ukdzali konstrukeci odpovidajici posloupnosti). Mnozinu vSech polynomt s racio-
nalnimi koeficienty ziskdme sjednocenim piedchozich mnozin pfes vSechny stupné.
Je tedy spocdetné, nebof sjednoceni spocetného systému spocetnych mnoZin je
spocetné. O

Piiklad 11.10.4. Dokazme, ze pro f € C([0,2x]) plati

2
(z) cos(nz) dz "= 0.

0

Pro funkce z C*([0, 27]) vysledek plati, nebof mtizeme pouzit integraci per partes
a ta dava

2m sin(nx)

‘/0277 f(x) cos(nx) dx‘ = Hf(x)%:x)} " f(x) dz

0 0

2 : 2w
1. n
B ’/ f/(I)MdJU’ < max | f'|= dz "= 0.
0 n 0 [0,27] n

V obecném piipadé k f € C([a,b]) a € > 0 vezmeme polynom P z Weierstrassovy
aproximacni véty (Véta 11.10.2), pro ktery plati

max |f — P| < e.
[0,27]
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Diky této vlastnosti a tomu, ze P € C*([0,2n]), pro n € N dostateéné velké
dostavame rozhodujici odhad

‘/0277 f(z) cos(nx) dx‘ < ’/OQW(f(x) — P(x)) cos(nz) dx‘ + ‘/0% P(z) cos(nx) dz

< 2me + €.

Cviéeni 11.10.5. Necht f € C([a,b]) a
b
/ f(x)z*dz =0 pro kazdé k € Np.

Ukazte, ze pak f =0 na [a,b]. (Navod: nejprve ukazte, Ze f; f(z)P(x)dz = 0 pro
kazdy polynom P, pak pouzijte Weierstrassovu aproximadéni vétu (Véta 11.10.2)
podobné jako v minulém piikladu k dukazu fab f?(z)dx = 0. Nakonec ukazte,
Ze je-li f nenulova v néjakém bodé&, ma diky spojitosti srovnatelnou hodnotu na
néjakém jeho okoli, a proto integral z jeji druhé mocniny nemiize byt nulovy.)

Poznadmka 11.10.6. (i) Zde bychom ¢tenafe raddi upozornili na zdvaznost pravé
pfedstaveného postupu. Doposud jsme si praci na diikazech usnadnovali jen pou-
Zivanim rdznych symetrii (kupfikladu vSechny vysledky pro konkévnost se daji
ziskat drobnou modifikaci dikazi analogickych tvrzeni pro konvexitu ¢i jen pre-
chodem k funkci —f) a vySetfovanim nejhorsich pfipada (pfi dikazu aritmetiky
typu ,,00 —00* véta odmitéd pracovat, v pfipadé ,,00+ oo“ je dlikaz velice jednodu-
chy, atd.). Nase nova technika funguje pfesné obracend. Umoziluje ndm pracovat
ve velice priznivém pfipadé, tfebaze tyto pripady jsou oproti vSem ostatnim velice
vzéacné (funkce z C'([a,b]) jsou mezi funkcemi z C/([a,b]) skutecné velmi vzacné,
vlastnost mit derivaci znamend mit obé jednostranné derivace a tyto derivace se
museji rovnat, coz u dvojice redlnych ¢isel nastava velice zfidka). Cenou, kterou
za tento luxus musime zaplatit je ovéreni, ze dokazovana vlastnost se zachovava
pri konvergenci ve studovaném metrickém prostoru a ze pouzivand mnozina ,hez-
kych“ prvki je skutecné hustd (ale to u bézné pouzivanych metrickych prostora
byvaji dobfe znamé vysledky, které se dokazuji mezi prvnimi, kdyz se takovy pro-
stor zavede).

(ii) Na obvykle pouzivanych metrickych prostorech tvofengch funkcemi nad ote-
vienou mnozinou 2 C RY se k vySe popsanym tceliim nejcastéji pouziva mnozina
C§°(9), coz je mnozina nekoneénékrat diferencovatelnych funkei s kompaktnim
nosic¢em, pri¢emz nosi¢ funkce je definovan jako uzdvér podmnoziny defini¢niho
oboru, kde je funkce nenulova. Do C§°(RY) patii tieba funkce

fx) =

eXp(Hmnlg_l) pro [[z]l2 <1
0 jinak

(zde symbol ||z||2 zna¢i eukleidovskou normu bodu z € RV).
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11.11 Dodatek: Existen¢ni véty pro ODR 1.radu

Vyznamnou aplikaci Banachovy véty o kontrakci (Véta 11.8.2) je dikaz Picard—
Lindelofovy existenéni véty (existence a jednozna¢nost feSeni systémi linedrnich
obyéejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, Véta 8.3.5). Tento dillezity vysle-
dek z teorie obycejnych diferencialnich rovnic si nyni dokézeme. Nejprve si piipo-
menme znéni véty.

Véta 11.11.1 (Picard-Lindelsfova existencni véta). Necht F: R"Tt — R™ je spo-
jitd na oteviené mnoziné Q C R (x0,y0) € Q a F je na Q lokdiné lipschitzov-
skd vzhledem k posledni n-tici proménngch. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze na intervalu
(xg — 0,g + &) exmistuje prdveé jedno feseni Cauchyovy ulohy pro systém rovnic
y' =F(z,y) s pocdteéni podminkou y(xo) = yo.

Diikaz. Abychom méli co nejjednodussi znaceni, podrobny ditkaz uvedeme jen pro
pripad jedné obycejné diferencialni rovnice. Na jeho konci uvedeme seznam zmén,
které vyzaduje dikaz v pripadé soustavy rovnic.

V dalsim tedy uvazujme tlohu

v =1[fy)  ylwo) = o, (11.11.1)

kde f: R? — R, f je spojitd na oteviené mnoziné 0 C R%, (zg,y0) € Q a existuji
0, L > 0 tak, ze [xg — §, 20 + 9] X [yo — §,y0 + ] C N a

|f(z, 1) — f(2,92)] < Lly1 — y2 (11.11.2)

kdykoliv (z,y1), (z,y2) € (¥o — ;20 + ) X (Yo — &, yo + J).
Krok 1: integralni formulace tlohy.
Zkoumejme vztah

) =0+ [ Fley) (11.11.3)

Tvrdime, Ze je-li 7 > 0, pak spojitd funkce y fesi tlohu (11.11.1) na (zg— 7,z +7)
pravé tehdy, kdyz spliiuje (11.11.3) na (xg — 7,20 + 7). Skuteéné, pokud y fesi
tilohu (11.11.1) na (2o — 7, 2 + 7), snadno nahlédneme, ze y € C*((xg — 7,20 +7))
a po integraci mame

() =0 = o) ~ (o) = | Cy(ydi = / " At y() d.

Obracenou implikaci ziskdme zderivovanim (11.11.3) (mizeme zderivovat pravou
stranu, protoze t — f(t,y(t)) je spojitd funkce).

Krok 2: volba metrického prostoru (P, g).
Diky spojitosti f na Q existuje K > 0 spliujici

|f(.’)37y)|§K na [$0—5,$0+6]X[y0—§,y0+5].
Nyni zafixujme 7 € (0,0) tak malé, aby platilo

Lt <1 a [yo — K7,y0 + K7] C [yo — J,y0 + 0].
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Koneéné, definujme prostor (P, o) tak, ze
P:={peC(xo—1,20+7]): ¢(x) € [yo — KT,yo + K7] na [xg — 7,20 + 7]}

a o je maximova metrika.

Krok 3: tplnost metrického prostoru (P, ).
Predpokladejme, Ze {p,} je cauchyovska posloupnost v (P, p). V dikazu tplnosti
prostoru C([a,b]) opatFeného maximovou normou (Piiklad 11.5.3 (vi)) jsme uka-
zali, ze posloupnost, ktera je cauchyovska v maximové normé, vzdy v této normé
konverguje ke spojité funkci ¢ a plati pro ni

p(z) = lim p,(x) pro vSechna x € [a, b].
n—oo
7Z toho jiz plyne tplnost naseho prostoru.
Krok 4: volba kontraktivniho zobrazeni.
Na prostoru (P, p) definujme

D:y— o —&—/xf(t,y(t))dt.

Pak plati ®: P — P (skutecné, diky vlastnostem integralu s proménnou horni mezi
napravo vzdy ziskdvame spojitou funkei, navic mé diky odhadu | f(x,y)| < K poza-
dovany obor hodnot). Déle pro libovolnd y, z € P dostavame s vyuzitim (11.11.2)

o(®(y), ®(2)) = : max

xo—T,20+T]

[ ssna— [ sesoad

< max
[zo—T,x0+T]

[ 1teuo) - siese]

0

< |xo— x|L[ max | ly — z| < TLo(y, 2).
+

To—T,LoT+T

Protoze 7L < 1, dostali jsme, ze ® je kontrakce.

Krok 5: existence a jednoznac¢nost feseni.
Podle tfetiho a ¢tvrtého kroku miZzeme na prostor (P, o) a zobrazeni ¢ apliko-
vat Banachovu vétu o kontrakei (Véta 11.8.2) a dostavame jednoznacné y € P
splitujici (11.11.3). Diky prvnimu kroku a skutecnosti, ze jsme cely postup mohli
provadét na libovolném podintervalu intervalu [xg — 7, 2 + 7| obsahujicim bod z,
mame jednozna¢né feseni alohy (11.11.1).

Zbyva vysvétlit, jak bychom postupovali v pfipadé soustavy rovnic

y' =F(z,y)  y(xo) = yo,

kde 29 € R, yo € R?, F: R®*! — R™. Na vektorovych funkcich bychom zavedli
metriku
oy,z) =  max  |yi(z) - zi(z)|
i€{l,...,n}
z€[xo—T,20+7]
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a integral bychom chéapali vektorove, tedy
xT xr xT
[ Fey@a= ([ mey@d.... [ Ry ).
xo o o
Ostatni modifikace diikazu jsou zfejmé. O
Poznédmka 11.11.2. V dikazu Banachovy véty o kontrakei (Véta 11.8.2) jsme
pevny bod ziskali postupnymi aproximacemi. Pro nasi diferencidlni rovnici mame

napftiklad nasledujici posloupnost pribliznych feSeni. Napred zvolime konstantni
funkci

¥o = Yo-

Pak postupné zaviadime pro kazdé n € N

Ont1(z) =yo + /I ft, pn(t)) dt.

Piiklad 11.11.3. Pfipomerime si P¥iklad 8.3.10, ¢ast (ii). V pfipadé rovnice y’ =
y s pocateéni podminkou y(0) = 1 mame

po=1 a Pnt1(z) =1 Jr/ on(t) dt
0

na (—7,7), kdykoliv 7 < 1 (v naSem ptipadé je L = 1). Proto

x
<p1(x):1+/ ldt=1+z
0
i 1
wg(x):ljt/ (1+t)dt:1+:r+§x2
0

xr
ps(x) = 1+/ <1+t+1t2) dt = 1+x+1x2+1x3,

0 2 2 6
atd. Postupné dostavame Taylortiv rozvoj exponencialy. Pokud nas zajima, jak
moc dobte funkce ¢,, aproximuje skute¢né Feseni, stac¢i pouzit odhad z odvozeni
cauchyovskosti v ditkazu Banachovy véty o kontrakci (Véta 11.8.2), ktery v nasem
piipadé dava (v diikazu Picard-Lindelsfovy véty, tedy Véty 11.11.1, jsme vidéli,
Ze pro konstantu z definice kontrakce zde plati ¢ = L)

n n 7_’rL-i-l

q
n+ps Pn < ) = 1 -1 = .
0(Pn+ps ¥n) liqg(sm ©o) 177[@3§]I( ta)—1=1—

Limitnim pfechodem p — oo odtud dostavame

n+1

— ] < .
max [ = ¢nl < 7
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Poznamka 11.11.4. Ziskany odhad ponékud pokulhava za odhadem, ktery nam
dava Lagrangetuv tvar zbytku Taylorova polynomu funkce e*

eﬁx |;L‘|”+1 < e’ Fntl

max |<,0_§0n| = ma}: |Rn+1‘ = = (?’L+ 1)'

1
max ———
[=7,7] [=77] zel-r7] (n+1)!
Je vsSak nutné podotknout, ze pristup pres odhad zbytku Taylorova polynomu
pozaduje znalost explicitniho zapisu fesSeni, coz je ale situace, kdy toto feSeni
nepotiebujeme aproximovat funkcemi ,,.

Nyni si dokdZeme Peanovu vétu (Vétu 8.3.4), tedy existenci FeSeni pro systémy
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu pro spojitou pravou stranu. Bu-
deme pottfebovat nékolik pomocnych vysledkti. Zac¢neme dalsi vlastnosti prostoru
C([a,b]) opatfeného maximovou metrikou.

Definice 11.11.5 (Funkce stejné omezené a stejné stejnomérné spojité). Necht
M c C(la,b]) je mnozina. Rekneme, ze M je stejné omezend (neboli funkce z M
jsou stejné omezené) na [a, b], jestlize existuje K > 0 takové, ze

If(z)| < K kdykoliv z € [a,b] a f € M.

Rekneme, ze M je stejné stejnomérné spojitd (neboli funkce z M jsou stejné stej-
nomeérné spojité) na [a,b], jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

|f(z1) — fzo)]| <€ kdykoliv 1,2 € [a,b], |21 —z2| < d a f € M.

Neni tézké si uvédomit, ze posloupnost funkei z C([a, b]) konvergujici v maxi-
mové metrice je stejné omezend a stejné stejnomérné spojita (pripomete si dikaz
uplnosti prostoru C([a, b])). Do uré¢ité miry plati i opa¢né implikace, kterou pozdéji
pouzijeme.

Véta 11.11.6 (Arzela—Ascoliho véta). Necht {f,} C C([a,b]) jsou stejné omezené
a stejné stejnomérné spojité funkce. Pak existuje podposloupnost {fn,} C {fn}
konvergentni v mazximové metrice.

Diikaz. Sefadme vSechna raciondlni ¢isla z intervalu [a,b] do posloupnosti {zy}.
Diky stejnomérné omezenosti {f,} je posloupnost {f,(z1)} omezena a proto lze
podle Weierstrassovy véty (Véta 5.5.4) vybrat podposloupnost {f1,} C {f.}
tak, Ze fi,,(z1) konverguje. Pokrac¢ujeme s bodem x5 a podposloupnosti {f2,,} C
{fi,n} takovou, Ze fs ,(z2) konverguje a tak dale. Zfejmé pak diagonalni posloup-
nost {fn.n} splituje

lim fo,.n(zk) existuje vlastni pro kazdé k € N.

n—oo
Ukazme, ze tento vysledek implikuje cauchyovskost posloupnosti {f, ,} v maxi-
mové metrice. Zvolme € > 0. Necht § > 0 odpovid4 ¢islu e v definici stejné stej-
nomérné spojitosti. Dale zfejmé existuji racionalni ¢&isla yy, ...,y tak, ze {(y; —
8,y +6)}._, tvoii pokryti [a, b]. Navic podle piedchoziho pro kazdé i € {1,...,1}
existuje n; € N takové, ze

[fnn(¥i) = fmm(yi)| <& pron,m>n;.
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Polozme ng = max{n1,...,n;}. Zafixujeme-li nyni libovolné z € [a, b] a vezmeme-
li k nému y;, tak, ze |z —y;,| < d, diky pfedchozim vysledkiim a stejné stejnomérné
spojitosti dostavame pro m,n > ng

|fn,n(x) - fm,m(x)‘ S |fn,n(1') - fn,n(y10)|
+|fn,n(ylo) - fm,m(yio)| + |fm,m(ylo) - fm,m(x)‘ < 3e.

Proto max(q, ) | fn,n — frn,m| < 3¢, tedy {fnn} je cauchyovskd v maximové metrice

a tplnost C([a,b]) implikuje dokazovany vysledek. O
Lemma 11.11.7. Necht a =tg < t; <ty < --- <t, =b a f: R — R je spojitd
na [a,b] a afinnd na [t;—1,t;] pro vechna i € {1,...,n}. Oznaéme
ti) — f(ti— .
kl:—f( )~ ftia) proi € {l,...,n}.

ti —tio1
Pak pro vSechna x,y € [a,b], x # y, plati
flx) = fy)
r—y
Diikaz. Pokud z <t; <tj4q1 <--- <1 <t <y, méme

fy) = f@) = fly) = f() + f(&) — fllima) + -+ f(t1) — f(2))
+ f(t5) — f(z)
=kipa(y —t) + k(s — tima) + -+ ki (b — 85) + kit — @)
< max{k;,....kit1}(y — ) < max{ki,... .k, }(y — x)

min{ky, ..., k,} <

< max{ki,..., ky}.

a tak dale. O

Nyni pfistoupime k dikazu Peanovy existencni véty (Véta 8.3.4). Uvedeme
zentujiciho pocatecni podminku feseni existuje. Znéni a diikaz uvedeme jen pro
n = 1, modifikace pro vicerozmérny piipad je jasna (interval [yo — b,yo + ] se
ve znéni nahradi krychli a v dikazu se kazdé slozce vektorové funkce y vénujeme
zv14st).

Véta 11.11.8 (Peanova existenéni véta). Necht a,b > 0, zg € R, yo € R a
F:R? = R je spojitd na [z — a,zo + a] X [yo — b, yo + b]. Necht M > 0 spliuje
M > max |F'(z,y)]|
[xo—a,zo+a] X [yo—b,y0+D]
Polozme h := min{a, & }. Pak na intervalu (zo — h,zo + h) ezistuje Feseni Cau-
chyovy dlohy pro rovnici y' = F(x,y) s poddteéni podminkou y(xo) = yo.

Diikaz. Krok 1: Konstrukce aproximativnich feseni ¢,,.
Na chvili zafixujme n € N. Interval [xg — h, 2o + h] rozdélime na 2n stejnych dilka
zavedenim délicich bodi

h
tji=x9+j— proj=-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n—1,n.
n
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Aproximativni feSeni ¢,, konstruujeme jako spojitou po ¢astech afinni funkci defi-
novanou nasledovné. Na [tg, 1] definujeme

on(T) == yo + F(to,yo)(z — to)

(pfipometime, Ze tg = x). PoloZme jesté y1 := ¢, (t1). Na [t1, t2] definujeme

on(®) =y + Flt,y)(z —t1) a  y2:=pn(ta).

Postupujeme indukci a pro j € {3,...,n} definujeme na [t;_1,1;]

on(@) i=yjo1 + Ftj—n,yj1) (@ —ti1)  a  yj = alt)).

Na intervalu [zg — h, zo] pracujeme podobné, jen se v kazdém kroku posouvédme o
jeden dilek doleva.

Krok 2: Konvergence aproximativnich feseni.
Z kounstrukce je vidét, ze kazdd z funkci ¢, spliiuje p,(xg) = yo a navic je
lipschitzovska s konstantou lipschitzovskosti rovnou M. Proto jsou splnény pted-
poklady Arzela—Ascoliho véty (Véta 11.11.6) a po pfechodu k podposloupnosti
mame ¢ € C([xg — h,zo + h]) takovou, ze

k—)oo
11.114
(2o h zo+h] lon, — ¢l = ( )
Krok 3: Funkce ¢ fesi diferencialni rovnici.
Protoze @, (x0) = yo pro vechna k € N, (11.11.4) implikuje ¢(zg) = yo. Zbyva

ukazat, ze
¢'(z) = F(z,¢(x))  na(zo—h,z0+h).

o(x
Zafixujme € > 0 a = € (zg,zo + h) (piipad = € (g — h,x0) je analogicky, pfipad
x = xz¢ dokonce o trochu jednodussi). Ze spojitosti F' existuje § > 0 tak, Ze

t—al <GAly—p@] <6 =  |F(ty) - Flo.p()| <e (11115)

Ozna¢me h; := min{Z, GLM}. Déle zafixujme libovolné s € (—hy,hy) \ {0}. Nyni
jesté zafixujme k € N tak velké, aby

5
max  |gn. — <min{s€,f} 11.11.6
s o, — ol < min e, (11110)

(pouzili jsme (11.11.4)) a aby pro vzdalenost délicich bodid funkce ¢, platilo
% < hy. Diky druhé vlatnosti existuje index j tak, Ze odpovidajici délici bod
splnuje
x — 2hy <tj§{L‘—h1.
Odtud
[t; — x| < 2hy a [t; — (x + s)| < 3ha.

Déle diky M-lipschitzovskosti funkce ¢,, a nerovnosti (11.11.6) plyne pro kazdé
t € [t;, max{z,x + s}

lp(x) = Pni (B)] < [p(@) = @ny, ()] + |@n,, () = @n,, (2)]
) ) ) 1)
< - —xl <= .
_2+M|t x| +3Mh1_2+3M6M 1)
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Diky tomuto odhadu, Lemmatu 11.11.7 pied vétou (pouzivime jej na intervalu
[tj, max{x,x + s}]) a metodé konstrukce funkce ¢,, mame

min F(t,y) < P (Z‘ + S) — Pny (.73)
[z—0,2+8] X [¢(x) —6,¢(x)+4] s (11.11.7)
< F(t,y).

max
[w—6,2-6] x [¢(2) —6 () +9]

Celkové dostavame z (11.11.6) a z (11.11.7) kombinovaného s (11.11.5)

< ‘w(x—l-s) _90('77) _ LPnk(x"i's) _@nk(x)‘

<pnk xr + S) — SOnk x
< 25 g = 35.

Odtud plyne ¢'(z) = F(z, p(x)). O



Kapitola 12

Diferencialni pocet funkci
vice proménnych

V kapitole o metrickych prostorech jsme se jiz zabyvali limitou a spojitosti funkci
vice proménnych. Nyni se budeme zabyvat problémy souvisejicimi s derivovanim.
V této kapitole budeme pouzivat nasledujici znaceni. Bod z € RY budeme zna¢it
standardnim fontem, vektor v RY tu¢né. Kdyz k bodu pficteme vektor, ziskdme
opét bod, tedy x + h = y. Vektory v R™, kde typicky m # N, budeme znacit
pomoci Sipky, tedy napiiklad f RY — R™, kde f = (f1, fo,.. -, fm). Kone¢né

matice typu N x N budeme znaéit specidlnim fontem, napt. tedy A = {aij}é\szl.

12.1 Parcialni derivace, derivace ve sméru, total-
ni diferencial

Nejprve si pripomeneme definici parcialni derivace, kterou jsme si jiz predstavili.
Pak pristoupime k novym pojmam.

Definice 12.1.1 (Parciélni derivace). Necht a € RV, i€ {1,...,N}a f: RY =R
je definovana na mnoziné {a; } X - -+ x {a;—1} x (a; —8,a; +0) x {a;41} x - -- x{an}
pro jisté d > 0. Jestlize existuje vlastni limita

lim flar,...;a;-1,a; + h,a;41,...,an) — f(a)
h—0 h ’

pak se nazyva parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné v bodé a a znaci
se 8(%(“) nebo fy,(a). Druhd parcidini derivace podle proménnych z; a z; je
definovéna vztahem %(%)(a) (pokud mé vyraz smysl) a znaéi se %(a)
nebo fi,.,(a). Pokud i = j, prvni verze zépisu se zkracuje na %(a) Pokud i # j,

hovoiime o smisené parcidlni derivaci. Analogicky pro vyssi parcidlni derivace.

149
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Pro Q C RY otevienou a k € Ny znaéi C*(Q) mnozinu funkei, které mayji
spojité vSechny parcialni derivace az do fadu k na 2. Opét zavadime

c>@Q) = () cHQ).

keNg
Poznamka 12.1.2. Je-li {ey,...,e,} kanonickd baze v RY, defini¢ni vztah pro
parcialni derivaci lze psat jako
of . fla+he;) — f(a)
(91'7; (a) hlig) h

Poznamka 12.1.3. ProtoZe pojem parcidlni derivace byl zaveden za pomoci
funkce jedné realné proménné a jeji derivace, okamzité mame k dispozici arit-
metiku (vlastni derivace) a v nékterych jednoduchych (jednodimenzionalnich z
hlediska vnitfni funkce) pfipadech mame také k dispozici Vétu o derivaci slozené
funkce (Véta 3.3.14.) Pro obecny piipad derivace slozené funkce si pozdéji odvo-
dime takzvané retizkové pravidlo.

P#iklad 12.1.4. (i) Necht f(z,y) = 22 + y? na R2. Pak zde plati

of _
dr

. O, B, Pf_, T o
’ oy Y ox2 7 oy 7 0xdy  Oydxr

a rovnéz libovolna parcidlni derivace fadu 3 a vice je identicky nulova. Vidime
také, ze f € C(R?).
(ii) Necht f(x,y) = xsin(xy) na R?. Pak zde plati
% = sin(zy) + zy cos(zy) a g—i = 2% cos(zy).

Opét se d4 nahlédnout, ze f € C(R?).
(iii) Necht f(z,y) = (ary)% na R%. Pak piimy vypocet (pomoci aritmetiky derivace)
dava

af 1

9r 3"
Oznacime-li nyni pro zafixované y € R funkci g: = — f(z,y), pak ¢ je spojitd na
R a Véta o limité derivaci (Véta 6.3.9) dava

1 0 =0
g'(0) = lim fx_gy% =4q proy
3 signy oo proy # 0.

iys  kdykoliv z # 0.

Protoze pojem parcialni derivace pripousti jen konecnd ¢isla, mame %(O, 0)=0a
%(O7 y) neexistuje pro y # 0. Uvedené parcidlni derivace jsme také mohli poéitat
primo z definice a dostat

of o f(h,0) = f(0,0) . 0-0
%(070)711113%) h h—0 h
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aproy#0
g (09) = Jim == = Jim T =y o

tedy tato parcialni derivace neexistuje. Pro druhou parcialni derivaci podle £ mame

0? 2 5 1
3720 = _§x_§y§ kdykoliv x # 0.
x
Snadno opét ziskame %(0, 0) = 0. V bodech tvaru (0,y), y # 0, neexistuje ‘gi; uz

jenom proto, Ze tam neexistuje %. Analogické vysledky plati pro parcialni derivaci

podle y. Snadno se nahlédne, ze f € C(R?) a pro kazdou otevienou mnozinu
Q C R? plati

fect(Q) <« feC™(Q) <= Qneprotini osovy kifz.
Zobecnénim parcidlni derivace je nésledujici pojem.

Definice 12.1.5 (Derivace ve sméru). Necht vektor v € RN, bod a € RY a funkce
f:RY — R je definovana na mnoziné {a + hv: h € (—4,0)} pro jisté § > 0. Pak
definujeme derivaci funkce f ve sméru v v bodé a predpisem

of . 4. flat+hv)— f(a)
gy (@ = Jimy I :

pokud limita na pravé strané existuje a je vlastni.

Priklad 12.1.6. (i) Necht f(z,y) = 2% +2y2, vi = (1,1), vo = (2,0) a a = (1, 1).
Pak

of of
ac b = 2hey=ay =2 2 FHL1) = dYley=an) =4
Dale ( ) ( ) )
of (R +20+h)? -3 6h+3R2
Fv; (D) = fim n B
a
14+2h)2+2(1 2 4h + 4h?
OF (1) = g EF2°F20407 =3 ) AhHA7
Ovs h—0 h h—0 h
(ii) Necht
_JO proxzy=0
fz.y) = {1 jinak.

Diky tomu, Ze funkce je konstantné rovna nule na osovém kfizi, okamzité vidime,
ze v poc¢atku jsou obé parcidlni derivace nulové. Stejné zde vyjdou nulové smérové
derivace pro sméry rovnobézné se souradnymi osami. Pokud vSak pocitdme sméro-
vou derivaci pro ostatni sméry, nespojitost nasi funkce v pocatku se projevi tim,
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Ze pfimo z definice odpovidajici smérova derivace neexistuje (vyjdou rozdilné ne-
vlastn{ jednostranné limity).
(iii) Necht f(x,y) = +/|zy|signz. Diky nulovosti na osovém kiizi opét dostdvame

of _of _
%(0,0) = o (0,0) =0.
Pro v = (1,1) déle méme
af .. Vh?signh -0
g0 = fim = =1

Poznamka 12.1.7. (i) V prvni ¢asti pfedchoziho piikladu jsme vidéli, Ze pojem
smérova derivace je ponékud zavadéjici, nebot hodnota této veli¢iny zavisi nejen na
sméru vektoru, viéi kterému se pocité, ale také na jeho délce (porovnejte %(1, 1)
a $L(1,1)).

(ii) Funkce z prvni ¢asti pfedchoziho ptikladu naznacuje, Ze by mohl platit vztah

of _ 3 ‘lfvi, (12.1.1)

nicméné zbylé ¢asti prikladu ukazuji, ze tento vztah platit nemusi ¢i dokonce odpo-
vidajici smérova derivace nemusi existovat (tfebaZe existuji obé parcialni derivace).
(iii) Existence %(a) zfejmé zarucuje, Ze restrikce funkce f na mnozinu {a+tv: t €
(—4,6)} je spojitd v bodé a. Druhd ¢dst predchoziho piikladu ukazuje, Ze ve spo-
jitost v dalSich smérech obecné doufat nemutzeme.

Nez pfistoupime k teorii, kterd se bude zabyvat platnosti vzorce (12.1.1), u-

st X

smérech) a spojitosti neni tak jednoduchy, jako tomu bylo v jednodimenziondlnim
pripadé.

P¥iklad 12.1.8. Necht f: R? — R je definovana nasledovné (pouzivame zkracené
znaceni {x < 0} := {(z,y) € R?: z < 0} atd., srovnejte téz s Obrazkem 12.1)

0 na {z <0} U {y <22} U {y > 422}
1 na {z > 0A22% <y < 32?}
afinni vy na {x >0A2%<y<22%}

afinni vy na {x > 0A32? <y < 4z?}.

flz,y) =

Vyslednd funkce je spojitd vSude kromé pocatku. Ziejmé mé v pocatku nulové
parcidlni derivace (diky nulové hodnoté na osovém kiizi). Dokonce jsou v pocatku
nulové derivace ve vSech smérech. Skutecné, kazdy paprsek vychazejici z pocatku
za¢ind ¢asti kladné délky, kterd lezi v mnozing, kde f = 0 (a nespojitost v po¢atku
souvisi s tim, ze tyto ¢asti jsou na jednotlivych paprscich nestejné dlouhé). Piiklad
by Sel pfedélat tak, aby i v ostatnich bodech existovaly derivace ve vSech smérech
(pokud bychom ,obrousili hrany*).
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Obrazek 12.1: Ilustrace k definici funkce, kterda ma v pocatku vSechny smérové
derivace, ale neni tam spojité.

Definice 12.1.9 (Gradient). Necht f: RN — R, a € RY a existuji vSechny par-
cidlni derivace funkce f v bodé a. Pak gradient funkce f v bodé a je definovan
predpisem

Vf(a) = (%(a),%(@,..., ().
Analogicky pro f: RY — R™ zavadime gradient
G
v H(a) — 8:81' 8:82' . BxN. 7
o) Hrw o B2

existuji-li jednotlivé parcidlni derivace. Funkce f : RN — R™ je tiidy C*(Q;R™)
pro k € Ng U {oo}, jsou-li viechny jeji slozky tiidy C*(Q). Vidy se zkracuje
Ck(Q;RY) na C*(Q2), C°(;R™) na C(;R™).

Definice 12.1.10 (Totalni diferencial). Necht f: RN — R je definovana na néja-
kém okoli bodu a € RV. Rekneme, ze funkce f ma v bodé a totdini diferencidl,
jestliZe existuje takova linedrni funkce L: RY — R, ze

_ fle+h)— f(z)— Lh
W I

=0.

Uvedenou linearni funkci L nazyvame totalnim diferencidlem funkce f v bodé a a
znaéime ji df(a).

Poznamka 12.1.11. (i) Protoze na RY jsou vSechny normy ekvivalentni, je jedno,
kterou z nich v definici totdlniho diferencidlu pouzivame.

(ii) Pro N = 1 jsme si jiz totdlni diferenciél predstavili. Existuje pravé tehdy, kdyz
existuje vlastni f’(a), a totdlnim diferencidlem je zobrazeni h — f’(a)h. VSechny
tyto poznatky plynou ze vztahu

o JOEW @) o e h) = fa) = )b

h—0 h h—0 h =0
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(iii) V definici totalniho diferencidlu je nutné trvat na slové ,linedrni“ v pravém
slova smyslu (nulovd hodnota v po¢atku), nikoliv ,afinni“.

(iv) Protoze line4rni funkce na RY se daji charakterizovat jako skalarni soudin
argumentu s jistym A € RV (tedy Lh = A - h pro vSechna h € RY), existence
totalntho diferencilu je ekvivalentni existenci A € RY spliiujiciho

i J@ D) = f(z) A D

h0 k] =0

V tomto ptipadé je totalni diferencidl df(a) dén pfedpisem df(a)(h) = A - h.

(v) Podobné jako se da existence vlastni derivace v jednodimenziondlnim pfipadé
geometricky interpretovat existenci tecny ke grafu, totalni diferencial souvisi s exis-
tenci te¢né nadroviny ke grafu.

(vi) Totalni diferencidl se d4 zavést i pro f : RV — R™. Ve uvedenou definici
pouzijeme na jednotlivé slozky. Totalni diferencial je v takovém pripadé linearni
zobrazeni z RY do R™.

V dalsim se nemusime piipadem f : RN — R™ p#ilis zabyvat, nésledujici teorie
se vybuduje pro pripad m = 1 a v pfipadé potieby se pouzije na jednotlivé slozky
vektorovych poli.

Véta 12.1.12 (O vlastnostech plynoucich z existence totalniho diferencialu). Ne-
cht f: RN — R md totdini diferencidl v bodé¢ a € R™. Pak

(1) v bodé a existuji vSechny parcidlni derivace a plati df(a) = Vf(a) (presnéji
df(a)(h) = Vf(a) - h pro vsechna h € RY)

(ii) existuji derivace ve viech smérech a plati pro n O—f( )=Vf(a) v

(iii) funkce f je spojitd v bodé a.

Diikaz. Nejprve dokazme ¢asti (i) a (ii). Zafixujme vektor v € RY. Pak z definice
totalniho diferencidlu a jeho linearity mame

01 () i H0 1)~ f(a)
ov h—0 h
i S ) — (@) — df(@) () ]| df(@)(hy)
h—0 |hv]] h h
=0+df(a)(v).

Proto existuje gf( ). Volba v = e; déva v pfedchozim vypoctu a ( ) =df(a)(e;)
a z linearity df(a) pak dostédvame

of

oy (@) =df(a)(v (Z vie;) = szdf sz

—Via)-v
Tteti ¢ast plyne z vypoctu

lim (f(a+h)— f(a)) = lim (f<a +h) - filﬁ — df(a)(h)

h—0 h—0

]l +df(a)(h)) = 0-+0,
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kde jsme vyuzili nasledujici odhad zalozeny na Cauchy—Schwarzové nerovnosti
(Véta 11.1.12)

[df(a)(h)] = [Vf(a) - h| < [[Vf(a)[l[In]} = C|[h].
O

Piiklad 12.1.13. (i) Zkoumejme existenci totalniho diferencidlu v pocatku pro
funkci f(x,y) = 2% + y?. Pokud totalni diferencial existuje, podle piedchozi véty
uzce souvisi s gradientem. Spocitejme proto

aof af

—(0,0)=0 —(0,0) =0.

S0o=0 s oo
Jedingm kandiddtem na totdlni diferencidl je proto zobrazeni L: (hy,hs) — O -
hy +0 - he = 0. Mame pro néj

. f(0O4h1,0+hy) — f(0,00—Lh  h2+h3-0-0
lim =lim —=%——
h=0 ] h—0 [l

hi + h3

im ——= =10
h—0 \/h? + h3

Tim jsme ovéfili, Ze se skuteéné jednéd o totalni diferencial. Tedy df(0,0) = 0
(nulové zobrazeni).
(ii) Zkoumejme existenci totalniho diferencidlu v pocatku pro funkci f(z,y) =
¥xy. Pfimo z definice spocitame

of of

5, 00=0 a a—y(0,0) =0.

Pro jediného kandidata L = 0 (nulové zobrazeni) na totlni diferencidl pak méme

FO+h1,0+hy) — £(0,0) —Lh  /Fihs

[l Bl

Limita posledniho vyrazu pro h — 0 vsak nemize byt nulova, coz snadno nahléd-
neme v situaci h; = ho. Totalni diferencidl proto neexistuje.

Druhé ¢ast predchoziho pfikladu nam pravé ukazala, ze v posledni vété se
implikace nedaji obratit. Postacujici podminka pro existenci totalniho diferencialu
proto vyzaduje vice nez jen existenci parcidlnich derivaci a spojitost.

Véta 12.1.14 (O postacujici podmince pro existenci totalniho diferencialu). Necht
f:RYN 2R aacRV.

(i) Md-li f na jistém okoli bodu a omezené parcidlni derivace, pak je v ném spojitd.
(il) Ma-li f na jistém okoli bodu a parcidlni derivace a ty jsou spojité v bod€ a,
pak v ném md totdlni diferencidl.
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Diikaz. Z divodu zjednoduseni zapisu dikaz provedeme jen pro N = 2. Ve vyssi
dimenzi se postupuje analogicky.

Dokazme nejprve ¢ast (i). Necht G := (a1 — d,a1 + 9) X (az — d,a2 + §) je
podmnozinou okoli uvedeného ve znéni véty a K > 0 je konstanta, kterd na ném
omezuje vSechny parcidlni derivace. Pokud y € G a y; # a1 a Yy # az, pak podle
Lagrangeovy véty o pFirtstku funkce (Véta 6.3.3) mame

|f(y1,y2) — flar,a2)| = [f(y1,y2) — f(ar,y2) + f(a1,y2) — fla1,a2)]
0 0
= 87:31(5171/2)(1/1 —ap) + 8752(@1752)(112 —as)
< Kly1 —a1| + Kly2 — az| < 2K|ly — a|

(rozmyslete si, pro¢ jsme mohli Lagrangeovu vétu pouzit). V pfipadé, kdy y a a se
lis] jen v jedné soufadnici, snadno dostaneme |f(y1,y2) — f(a1,a2)| < K|y — 4.
7 naSich odhadu plyne spojitost f v bodé a.

Dokazme ¢ast (ii). Zvolme & > 0. Pak existuje § > 0 takové, ze pro y € G :=
(a1 — 0,a1 + 6) X (ag — d,az + J) plati

oF () 9F 9F (- O
81‘1 y 81‘1 81‘2 Y 6.232

Pro libovolné y € G takové, ze y; # a1 a y2 # as pak podle Lagrangeovy véty
(Véta 6.3.3) mame

()] << ()] <

’f(ylva) — flai,a2) — (%

(@) — )+ 5 (@) — a2)
= |7 1.92) = flar,2) + f(ar,2) = S, a2)

- (F @ -+ gL @ - )
- ‘%(gl,yg)(yl —a1) + (,%(ahé“z)(yz —a2)

_ %(a)(yl —ap) + %;(a)(yz - az)‘
(L 1) - 5 wr0) 1 - )

0 0
+ (Tmfg(al’&) - afé(ah@))(yz - az)’

<elyr — ar] + €lyz — az| < 2¢lly — al|.

V pripadé, kdy y a a se lisi jen v jedné souradnici, stejny odhad ziskdme jesté
jednoduseji. Protoze € bylo libovolné, ovérili jsme definici totalniho diferencialu
funkce f v bodé a. O

P¥iklad 12.1.15. (i) Pro funkci f(x,y) = 22 + y? plati

of of

e — = 2.
Or v dy Y



12.1. PARCIALNI DERIVACE, TOTALNI DIFERENCIAL 157

Protoze funkce (r,y) — 2x a (x,y) — 2y jsou spojité na R?, funkce f mé totalni
diferencial na R?.
(ii) Pro funkci f(z,y) = ¥y plati (pouzivame Piiklad 12.1.13)

= V& ro a 0

af 3%/2 p 17

Qx() =0 proa; =0aa; =0
neexistuje proa; =0aas #0

a ar

=Y ro as # 0

8f 3%/&»% p 2 7&

8y() =0 proa; =0aas =0
neexistuje pro a; # 0 a ag = 0.

Mimo osovy kfiz jsou parcialni derivace spojité, a proto zde existuje totalni dife-
rencial. Na osovém kiizi vyjma poc¢atku vzdy jedna parcidlni derivace neexistuje,
a proto zde neexistuje totalni diferencial. Zbyva vysetfit existenci totalniho dife-
rencidlu v pocatku, ale to uz jsme ucinili v Piikladu 12.1.13.

Protoze totalni diferencial je reprezentovan gradientem, pro ktery plati aritme-
tika derivace, ¢tenare jisté neprekvapi, Zze podobné aritmetika plati i pro totalni
diferencial (Gplné ziejmé to ale neni, musime ovéfit pozadovanou aproximacni
vlastnost).

Tvrzeni 12.1.16 (Aritmetika totalniho diferencialu). Necht f,g: RN — R, a €
RN a ewistuji totdlni diferencidly df(a) a dg(a). Pak

(i) d(f 4+ 9)(a) = df(a) + dg(a)

(ii) d(f9)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a)

(iii) pokud navic g(a) # 0, pak dg( a) = g(“)df(‘? (I(a)dq(a)

Dikaz. Dtikaz prvni ¢asti tvrzeni je trividlni. Druhd ¢ast plyne z identity

fla+h)g(a+h)— f(a)g(a) — g(a)df(a)
= f(a+h)g(a+h)— f(a+h)g(a) + f(
—g(a)df(a)(h) — f(a)dg(a)(h)

= f(a+h)(g(a+h) - g(a)) - f(a)dg(a)(h) + g(a)(f(a +h) — f(a) — df(a)(h))
= f(a+h)(g(a+h) — g(a) — dg( )
+g(a)(f(a+h) — f(a) — df(a)(h))

(u druhého ¢lenu na predposlednim Fadku pfipomenime, Ze existence totalniho dife-

rencidlu implikuje spojitost, dale ¢initel dg ﬁ’;l)”(h) je omezeny diky linearité totalniho

diferencidlu).
Ditikaz treti ¢asti, diky jiz dokézané druhé ¢asti, plyne z rovnosti
1 1 dg(a)(h) _ g*(a) — g(a)g(a+h) +g(a+h)dg(a)(h)

dath) 9@ e 7*(a)g(a+ h)
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g*(a) = g(a)g(a +h) + g(a + h)dg(a)(h)
=9(a)(g(a) — g(a+h) +dg(a)(h)) + (g9(a + h) — g(a))dg(a)(h).
O

Piipomernime, Ze celd dosavadni teorie se dala délat pro zobrazeni z RY do R™.
Postupovali bychom po jednotlivych slozkach. Tato metoda se vSak neda pouzit
na vysledky o slozenjych zobrazenich.

Véta 12.1.17 (O totalnim diferencialu slozeného zobrazeni). Necht f: RN —
R™ ma totdlni diferencidl v bodé a € RN a §: R™ — R* md totdlni diferencidl
v bodé f(a). Pak funkce o f md totalni diferencial v bodé a a plati pro néj

—

d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a)
(neboli d(F o f)(a)(h) = dF(f(a))(df(a)(h)) pro vsechna h € RN ).

Dikaz. Pro jednoduchost znaceni piSme b = f (a). Diky existenci dil¢ich totalnich

—

diferencialii existuji funkce @: RY — R™ a ¢: R™ — RF splitujici F(0) = 0,
¥(0) = 0 (pozor, pokazdé se jedna o pocatek v jiném prostoru),

fla+h) = f(a) + df(a)(h) + F(h) pro viechna h € RY
Gb+1) = g(b) + dgb)(1) + (1) pro viechna 1 € R™
a
- gm)|re [D()re
T % e~ (12.1.2)

Proto mame

§(fla+h))

g(b+df{a)(h) + @(h)
= g(b) + dg(b)(df (a)(h) + (h)) + ¢(df(a)(h) + (h))
= §(b) + dgi(b) (df (a) (h)) + dgi(b) (F(h)) + P(d f(a) (h) + F(h)).
Diky linearité zobrazeni dg(b) a prvni ¢asti (12.1.2) dostédvame

dg(b)(F(h 5(h)||gm
o< i OGO IR _ b
h—0 [h|g~ h—0 |/h|gw~

Konec¢né, pokud df(a)(h) +@(h) # 0 (v opacném piipadé neni co dokazovat), pak

[9(df(a) () + E0))llre _ [[d(df(a) () + F(h)[re [|df(a)(h) + Fh)[lr

|[h[|r~ |df(a)(h) + G(h)||gm [h[|r~

Snadno se nahlédne, ze druhy ¢initel na pravé strané posledni rovnosti je omezeny
a prvni ¢initel konverguje do nuly pro ||h||gy — 0. Celkové jsme ukézali

i 19 @+ 1) — §(f(0) — dg(h)(df(a) (0))[rr _ 0.

h—0 ||h||g~
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Protoze totalni diferencial je reprezentovan gradientem a skladani linedrnich
zobrazeni odpovida soucinu reprezentujicich matic, z predchozi véty okamzité do-
stavame nasledujici vysledek.

Véta 12.1.18 (Retizkové pravidlo). Necht f: RN = R™ md totdlni diferencidl
v bodé a € RN a g: R™ — R md totdlni diferencidl v bod¢ f(a). Pak pro kazdé
i€{l,...,N} plati

Priklad 12.1.19. (i) Necht F(z1,22) = arctan /1 + 2% + 3. Pak

or 1 O1+ai+x3 1 x1 na R2.

Oz, 1+l+ai+ad 0oy 2428423 /Ital+4]
(ii) Necht flwy,20) = (v1+23, 2172, 21) a g(y1,Y2,Y3) = Y1y2y3. Pak na R? mame
8(gof) _ 99 7 9N g df2 7 O3

0=y, e )+ S (Fla) g @) + 52 (Fa) 3 @)
atay -1+ (a2 + a1a) - ap + (alay + arad) - 1.

(iii) Pfevedeme si gradient do polarnich soufadnic. Necht u € C1(R?) pracuje
s proménnymi z,y a mame x = rcosy, y = rsing pror > 0 a ¢ € (0,27).
Spoéitdme Au pomoci u(r, 9) = u(x(r, ¢), y(r, ¢)). Plati
Ou Oudxr Oudy Ou ou .
or —0zor T ogor oz P T gy Y
Ou  Oudr  Oudy

+ = —u(—rsin )+ %rcos
8@ 0xdp  Oydy Ox v Ay 4

Vynésobime-li prvni vztah vyrazem cos ¢ a druhy vyrazem — Sm“” , po seéteni zis-
kame vyjadieni %. Podobny trik pouzijeme pro ziskani %Z' Dostavame

ou Ou 10u |,

% = gcossﬁ — ;%Sln@

ou Ou 10u

a—y = Es1ncp+ f%cosga

Poznamka 12.1.20. Poznamenejme, Ze platnost fetizkového pravidla skuteéné
vyzaduje existenci totalnich diferencialt zicastnénych zobrazeni a nestaci jen exis-
tence jejich parcialnich derivaci. Pokud totiz definujeme zobrazeni f : R — R? pfed-
pisem f (t) = (t,t), pak obé slozky zobrazeni maji v poc¢atku derivaci (dokonce se
jedna o funkce z C*°(R)). Dale definujme g: R? — R piedpisem

0 prozy=0
9(z,y) =
1 prozy #0.



160 KAPITOLA 12. DIF. POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

Ve

derivace. Na druhou stranu, pro funkci g o f mame

woi-{y mois

Funkce g o f proto v pocatku nemé derivaci.

Dalsim klasickym vysledkem, ktery se da rozsifit do vyssi dimenze, je Lagran-
geova véta o pFirtstku, nékdy téz Véta o stfedni hodnoté (Véta 6.3.3.) V jed-
nodimenzionalni situaci jsme pracovali na intervalu. Zde se jako pfirozeny ukaze
nasledujici typ mnoziny.

Definice 12.1.21 (Konvexni mnozina). Rekneme, ze mnozina A C RY je kon-
verni, jestlize pro kazdd x,y € A a A € [0,1] plati Az + (1 — \)y € A.

Poznamka 12.1.22. (i) Plati Ax + (1 — Ny =y + A(z — y).

(ii) Jsou-li x,y pevné zvolené a z # y, pak mozina {Az + (1 — \)y} je tsecka
spojujici body = a y. Prvky z uvedené mnoziny nazyvame konvexni kombinace
prvki x a y.

(iii) Rozmyslete si, Ze konvexita je také ekvivalentni podmince

k k
FENAzy,. ok €AANNM,..  AEDIAY N=1 = Y MapcA
j=1 j

Jj=1

(iv) Konvexita funkce f: R — R je ekvivalentni tomu, Ze je konvexni jeji nadgraf,
tedy mnozina vech (z,y) € R? takovych, ze y > f(x).

Véta 12.1.23 (O stfedni hodnoté). Necht A C RY je oteviend konvezni mnoZina
a f: RN — R md totdini diferencidl na A. Pak pro viechna a,b € A, a # b, existuje
0 € (0,1) takové, Ze

f) = fla) =df(a+6(b—a)(b—a)=Vflat0(b—a))- (b-a)

N
=2 gjj(a +0(b—a))(b; — ay).

Diikaz. Definujme pomocnou funkci
F(t) = f(a+tb—a)).

Pak F = fog, kde g: t — a + t(b — a) je nekoneénékrit spojité diferencova-
telna na (0, 1). Potom diky Vété o totalnim diferencidlu slozeného zobrazeni (Véta
12.1.17) m4 funkce F' totalni diferencidl (tedy vlastni derivaci) na (0,1) a plati

i

N da: N of
F'(0) =3 5 @O (=3 5@+t = a) (b — aj).

Jj=1
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Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (Véta 6.3.3) pak existuje 6 € (0,1)
takové, ze

N
)= 1) = F) = FO = F'(0)= 3 (o 0(b = ), — )

O

Poznamka 12.1.24. Cvi¢né si spoéitejme druhou derivaci funkce F' zavedené
v predchozim diikazu, coz ndm umozni 1épe pochopit tvar Taylorova polynomu ve
vys$i dimenzi. Aplikujeme-li Fetizkové pravidlo na vzorec pro F’, dostavame

PO =23 5 (1)) % (1) 1) + > S (o) G

=ZZ OT (a4 t(b — a)) (b — a5)(b; — a5) +0.

12.2 Derivace a totalni diferencialy vyssich radii,
Taylortv vzorec

Jak uvidime pozdéji, vyssi (zejména druhé) parcidlni derivace maji velky vyznam
pri klasifikaci lokalnich extrémt funkei vice proménnych V pfedchozim textu si na
52 .
prikladech ¢tenat mohl povSimnout, Ze Casto plati 5 afr = o, gx Tomuto jevu
se Tika zdmeénnost parcidglnich derivaci a pri Vypoctech nam miize uSetfit mnoho

casu. Nanestésti neplati obecné.

Priklad 12.2.1. Definujme

zy pro |z| <y
x? = .
f@y) {O jinak.

Pak snadno nahlédneme, Ze

af B c’)f of _ of _
Odtud ) ,
o°f _ _ o7
gy (00 = 170 = 55-(0,0).

Dostate¢né hladké funkce vsak zaménnost parcialnich derivaci spliuji.

Véta 12.2.2 (O zdménnosti parcidlnich derivaci). Necht Q C R? je otevrend
mnozina a f € C?(Q). Pak md f na Q zdménné druhé parcidlni derivace.
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Ty Ty

Ty Y

Obrazek 12.2: Nacrt k definici funkce porusujici zdménnost parcidlnich derivaci
v pocatku.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze pracujeme v pocatku. Existuje
0 > 0 takové, ze (—0,9) x (—0,8) C Q. Pro h, k € (0,6) definujme funkce

Q) = 5 (F(h ) = F(1,0) = F(0,) + £(0,0))
ity = 1020 5000

Zafixujme nyni h, k € (0,9). Pak podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté (Véta
6.3.3) existuji & € (0,h) a & € (0, k) takovd, ze plati

(f(h k) — X f(h,0)  F(0,k) ; f(o,O)) _ %<¢k(h) - wk(O))
*’; (61,0)) = ayafx (€1, 62)-

QU k) = 5

1
= p(61) = T

(Yiewn -

Podobné dostaneme
LR JOR) S0 FO0) L, )y, 0)

h h
o1 0
R

QU k) = ¢

=1, (&3) =

of
7 (G = 0.6 =
Ze spojitosti druhych parcidlnich derivaci v pocatku nyni plyne, ze jsou-li h,k
dostate¢né malé, mame

0% f
Oyox

o f of of
(€.6)— 5500 <e |55 (66) ~ 5500 <=

Protoze jsme vyse ukdzali %afy(fl,fg) = %(54,63), nyni jiZz snadno obdrZzime
dokazovany vysledek. O
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Diisledek 12.2.3. Necht Q C RN je oteviend a f € C*(Q) pro k > 2. Pak jsou
vSechny parcidlni derivace k-tého Tddu zdmenné.

Drikaz. P¥edchozi véta dava zaménnost druhych parcialnich derivaci v RV (sku-

S N o & P NI .
tecné, pri vypoctu 5~ 9z; Jsou zafixované vSechny proménné az na x; a x;). Déle

podle predchoziho vysledku pfi postupném parcidlnim derivovani umime prohodit
poradi dvou po sobé nasledujicich parcidlnich derivaci. O

Véta 12.2.4 (Tayloritv vzorec). Nechfa € RN, 6 >0, m € N, f € C™ 1 (Us(a))
aa+h €Us(a). Pak existuje § € (0,1) takové, Ze

N

9 1 K P
flath) = f@)+ Y o @h + 5 Y A (@hih,

i1=1 i1,i0=1

N
1 am
fot— Y _ (ki b,

m! ox;, ...0x;
i1yeenyim=1 "1 tm
N

1 6’m+1f
" (m+1)! Z Oy, ... 0x; (@ Oy - P

217.-.,7;7n+1:1

Diikaz. Pro t € [0,1] definujme ¢(t) = f(a + th). Pak uz vysledek plyne z fe-
tizkového pravidla (Véta 12.1.18) a (jednodimenzionalni) Véty o odhadu chyby
Taylorova polynomu (Véta 6.8.10). O

Definice 12.2.5 (Totalni diferencial fadu k). Necht f € C¥(Us(a)). Totdlnim
diferencidlem tadu k prislusejicim funkci f v bodé a nazyvame k-linedrni funkci
(zobrazuje RV* do R)

o f
d* fla)(h',.. . W) = Y f(a)hgl...hfk.
Definice 12.2.6 (Multiindex). Necht N € N je pevné. Multiindexem nazyvame
N-tici nezédpornych celych ¢isel a = (aq,...,ay). Cislo
la] :==a1 4+ -+ ay

se nazyva vyska multiindezu. Pro multiindex a, f € C1*/(Q) a x € RN zavadime
znaceni

ol f |af laf!
DYf i = ——— @ =M. N a =
! Ozt .. 0z 1 N « al. . ay!



164 KAPITOLA 12. DIF. POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

Poznamka 12.2.7. Tayloruv rozvoj lze pfi nasem novém znaceni psat ve tvaru

fla+h) = f(a) + |a|z—1 (;) D° f(a)h®™ + % 2 (2) D%f(a)h® + ...

+% 3 <T§)Daf(a)ha

" lal=m

! 3 (m; 1)D“f(a+9h)h°‘.

+ JE—
(m+1)!
|a]=m+1
Jinou moznosti je zapis pomoci diferencialti vyssich rada

1
(k +1)!

k
fla+h) = f@)+Y %dif(a)(h, )+ A"+ f(a + 6h)(h, ..., h).

Cviceni 12.2.8. Dokazte si zobecnéni binomické véty

n 7
(hi +ho+---+hy)" = ; (a>h°‘ se znacenim h := (hq,..., hy).

12.3 Potencial vektorového pole

V dalsim si predstavime analogii pojmu primitivni funkce pro funkce vice pro-
ménnych. Novy pojem budeme dale studovat a ukazeme si, jak se pouzivaji jeho
vlastnosti pfi feseni diferencidlnich rovnic.

Definice 12.3.1 (Potencial vektorového pole). Vektorové pole T = (17, ...,Tn):
RN — RY nazyvame potencidlni na oteviené mnoziné Q C RY, jestlize existuje
funkce U: RN — R takova, ze
ou
ami N

T; na Q pro vSechna i € {1,...,N}.

Funkci U pak nazyvame potencidglem vektorového pole T.

Je zfejmé, ze pricteme-li k potencidlu vektorového pole T libovolnou aditivni
konstantu, vysledna funkce je také potencidlem vektorového pole T. Na druhou
stranu pokud vezmeme Q = Q7 UQy, kde 21 = (0,1) x (0,1) a Q2 = (2,3) x (0,1)
aT=(0,...,0), pak jakdkoliv funkce tvaru

U C7 na )y
Cy5 mna o,

kde C4,Cs € R, je potencidlem vektorového pole T. Neni tedy obecné pravda, ze by
potencial byl uréen jednozna¢né az na (jednu) aditivni konstantu, jak jsme tomu
byli zvykli u primitivni funkce (kterd je jednorozmérnym piipadem potencidlu).
Tento typ jednozna¢nosti nam nabidne vhodné zvoleny typ mnozin.
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Definice 12.3.2 (Souvisld mnozina). Mnozina ) C RV se nazyva souvisld, jestlize
kazdé jeji dva body lze spojit lomenou carou tvorenou koneénym poctem tsecek,
které celé lezi v Q. Mnozina Q C RY se nazjva oblast, je-li oteviena a souvisla.

Véta 12.3.3 (O nejednoznaénosti potencidlu na oblasti). Necht vektorové pole
T md na oblasti @ C RN potencidly U, a Us,. Pak existuje C € R takové, Ze
Uy, =U; +C.

Diikaz. Staci ukazat, ze funkce s nulovymi parcidlnimi derivacemi na {2 musi byt
konstantni. Zvolime-li libovolné dva body v 2 a aplikujeme-li Vétu o stfedni hod-
noté (Véta 12.1.23) na jednotlivych segmentech jim odpovidajici lomené ¢ary z de-
finice souvislé mnoZiny, okamzité dostdvame, Ze tyto body maji stejnou funkéni
hodnotu. O

Poznamka 12.3.4. Pfipomeiime, Ze v teorii primitivnich funkci jsme pracovali
jen na otevienych intervalech v R. Jednalo se tedy o oblasti a dosazené vysledky
stran nejednoznacnosti primitivni funkce odpovidaji nasim vysledkim o nejedno-
znacnosti potencialu.

Podobné jako nemusi existovat primitivni funkce, nemusi existovat ani poten-
cial. Skute¢né, protoze je pojem parcidlni derivace odvozen od derivace klasické,
snadno si rozmyslime, Ze pro existenci potencialu je nutné, aby funkce

z1 = f(z1,...,2Nn), 2+ f(z1,...,2N), ..., an+ f(T1,...,ZN)

mély Darbouxovu vlastnost na intervalech odpovidajicich , propichnuti“ mnoziny
Q) v predpisech uvedenych funkci. Mame vsak jesté jednu nutnou podminku, ktera
pozaduje jistou provazanost jednotlivych slozek vektorového pole T.

Véta 12.3.5 (Nutnd podminka existence potencialu). Necht Q C RN je otevrend
mnoZina a T € C*(;RN). Md-li T potencidl na Q, pak plati
oT; 0T}
8x]~ o axl

na pro vechna i,j € {1,...,N}.
Dikaz. Pokud existuje potencial, podle pfedpokladu mé spojité vSechny parcidlni
derivace druhého radu. Ty jsou proto zdménné a mame

or, 90U U oy
8xj o 8%89@ - szax] o 89@

na ) pro vSechna i,5 € {1,...,N}. O
Nyni si vyslovime a dokazeme postacujici podminku pro existenci potencialu.

Véta 12.3.6 (Postacujici podminka existence potencialu). Necht Q C RY je ote-
vieny interval (tedy kvddr v pripadé omezenosti), T € C1(;RY) a
aT;  OT;
896]- o &rl

na pro vechna i,j € {1,...,N}.

Pak ma vektorové pole T potencidl na €.
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Diikaz. Podrobny dikaz provedeme jen pro pfipad N = 2. Jeho rozsifeni do obecné
dimenze okomentujeme na konci.
Krok 1: konstrukce potencidlu v R2.

Oznacme (a, ) X (0,7) := Q a zafixujme bod (a,b) € Q. Definujme pro kazdé
(z,y) € Q

z y

U@@:/n@mm+/n@@a

a b
Definice je korektni, protoze funkce s — T (s, b) je spojita na («, 8). Podobné pro
druhy integral. Zbyva ukazat, ze ‘Z—g =T a aU = T5 na ). Tento vysledek plyne
z rovnosti

o [ o [Y

o ), Ty (s,b)ds = Ty (z,b), %/b To(x,t)dt = Ty(x,y) — Ti(z,b) (12.3.1)
Q/%ﬁmw—O—gf}@ﬂd—T@) (12.3.2)
ay . 1o, — Y ay i 2\, = 12(7,Y), otde

jejichz platnosti se budeme zabyvat ve druhém kroku.

Krok 2: dtikaz pomocnych formuli (12.3.1) a (12.3.2).
Prvni rovnost v (12.3.1) a obé rovnosti v (12.3.2) okamzité plynou z Takzvané
hlavni véty diferencidlniho a integrélniho poctu (Véta 7.5.12). Dokazme zbyvajici
_ ATy

= oz, mame

Y 0Ty Y oT,
T (x,y) — T m,b:/—x,t dt:/—x,t dt
1( y) 1( ) , 6:/./( ) b 8.13( )

Zbyva tedy ukazat
o [Y Y oT,
— T: t)dt = —(x,t)dt
R /b Q(Ia ) /b O (I7 ) )

lim [ (TQ(x 1) = Tol@,?) @(I,t)) dt = 0.

h—0 Jp h ox
V posledni rovnosti miizeme na zlomek uvnitf integrandu pouzit Lagrangeovu vétu
o pfirtistku funkce (Véta 6.3.3) a pro kazdé ¢ lezici mezi b a y dostaneme &; lezici
mezi 0 a h takové, ze

TQ(x + hv t) - T2(x7 t) 8T2

h ox

Nyni si staci uvédomit, ze spojitost % implikuje stejnomérnou spojitost % na
kompaktech (v nasem pfipadé za kompaktni mnozinu vezmeme tieba [z — 9, x4 d] x

[min{b, y}, max{b,y}] pro § > 0 dostateéné malé). Ukazali jsme, Ze k zadanému
€ > 0 méame pro h dostatecné blizko k pocatku

’/ Tg x+h, t) Ta(z,t) %(Lt)) dt’

‘/ 81 —&—gt,t)—%(x,t)) dt‘ < ‘/byedt‘ — |y —ble.

neboli

(x+€t7 )
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7Z toho plyne pozadovany vysledek.
Krok 3: Modifikace pro obecnou dimenzi.
V obecném ptipadé potencial konstruujeme pfedpisem

x2

T
U(Q?l,...,l‘N):/ T1(817a27...,an)d81+/ T2($1,82,a3,...7an)d82

ay az

TN
++/ TN(xl,...,folsz)dsN'
a

N

Zbytek dtikazu v obecné dimenzi pfenechévame ¢tenafi na rozmyslenou (podrobné
se zabyvejte pfipadem N = 3 a vSe bude jasné). O

V predchozim vysledku neni mozné interval nahradit za libovolnou oblast, jak
ukazuje nasledujici priklad.
Priklad 12.3.7. Necht vektorové pole T: R? — R? je na R?\{(0,0)} je definovéno
predpisem

Y x
) = (L2 )
(CL’ y) x2+y2 x2+y2

Pak T € C°°(R%\ {(0,0)};R?) a navic

8T1 y2 — $2 3T2

oy @ +y?)? Ox

Pokud by existoval potencial U na R? \ {(0,0)}, muselo by pro néj platit podle
Newtonovy formule

0=U(1,1)—U(-1,1)+ U(=1,1) = U(-1,-1) + U(~1, —1) — U(1, —1)
+U(@,-1) - U(1,1)

:/1 Ti(s, 1)ds+/1 Tg(—l,t)dt—/l Tl(s,—l)ds—/l Ty(1,t) dt

—1 -1 -1 —1

1 1 1 1
—1 -1 1 1
= —d —dt — ——ds— dt
/_11+52 S+/_11+t2 /_11+52 8 /_11+t2

1
-1 ™
4 —_ds=—4F—_9
/11—1—52 s 2 T

a mame spor.

Poznamka 12.3.8. Lepsi pfedstavu o jevu popisovaném v pfedchozim piikladu
si udélame, pokud definujeme v polarnich soufadnicich funkci

U(r,o) = ¢ pror>0a¢€eR.

Prechodem ke kartézskym soufadnicim ziskdme takzvanou viceznacnou funkci.
Formalné ziskdme U(x,y) = C + arctan £ pro 2 # 0. Ale tato konstanta by se
méla ménit p¥i kazdém prichodu pies osu y (protoze mame lim,_, . arctanz —
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lim,_, o arctanz = 7). Jednotlivé vétve této funkce pak spliiuji (zkuste si spoci-
tat sami pomoci Fetizkového pravidla)

w_ oy
or 24192 oy a2 +y2’

Ukazme si jesté techniku hledani potencialu.

Piiklad 12.3.9. Necht vektorové pole T: R? — R? je na R? definovano pfedpisem
T(z,y) = (5aty + 223y?, 25 + z'y + 2y>.
Protoze T € C''(R?;R?) a navic zde plati

9(5aty + 22%y%) 50t 1 day — (z® + 2ty + 2y)
Oy Ox ’

pole T ma na R? potenciél U. Protoze 2% = 52y + 223y?, pro zafixované y € R
mame
2

Konstanta C(y) zavisi na y € R a lze ji chapat jako funkci y — C(y). Abychom ji
urcili, vyuzijeme druhou podminku

1
U@w%=/@fy+2ffkm=x%+~w%2+0@)

o 5 1,..4,2 C
x5+x4y+2y:%—U: (:cy+2a(;y ki (y)):x5+x4y+0’(y).
Y Y

Odtud C’(y) = 2y, a proto C(y) = y*> + C, kde C € R. Celkové mame
1
Ul(z,y) = x5y + §$4y2 +y2+C na R2.
Mohli jsme také postupovat integraci obou slozek Ty, Tb

1
Uleg) = [ Gty + 26%7) do = 2y + 3a's? + Cl),

1
U(z,y) = /(a:5 +zty + 2y)dy = 2°y + §x4y2 +y* + D(z),

a odtud porovnanim vysledkt
Cly)=y*+C, D(x)=C.

V nasich budoucich aplikacich na diferencidlni rovnice nebudeme pfimo po-
trebovat potencidlnost studovaného vektorového pole. Postac¢i nam, bude-li toto
vektorové pole potencidlni po pfendsobeni vhodnou (ndm zndmou) funkei.

Definice 12.3.10 (Integra¢ni faktor). Necht T: RY — RY je vektorové pole a
Q C RY je oteviena mnozina. Rekneme, Ze funkce p: RN — R je integracnim
faktorem vektorového pole T na mnoziné (), jestlize uT je potencidlni na €.
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Z Véty o nutné podmince existence potencidlu (Véta 12.3.5) okamzité dosta-
vame nutnou podminku pro integrac¢ni faktor.

Véta 12.3.11 (Nutna podminka pro integra¢ni faktor). NechtQ C RY je oteviend
mnozina a T € CY(Q;RN) a u € CH(Q) je integracni faktor pole T na Q). Pak plati

o(uT; o(uT;
(5/23]' ) = (gxz?) na §) pro vdechna i,j € {1,...,N}.

Jsou znamé také postacujici podminky pro existenci integra¢niho faktoru. Pro-
toze vsak tyto vysledky neposkytuji explicitni vzorec pro integracni faktor, nebu-
deme pro né mit vyuziti.

Integracni faktor se hledd pomoci metody uhodnuti kombinované s pravé uve-
denou nutnou podminkou. Podrobnosti si brzy ukdzeme v oddile o feSeni diferen-
cidlnich rovnic ve tvaru totalniho diferencidlu. VSimnéme si, Zze pro N = 1 mame
jednu podminku (tedy jednu diferencidlni rovnici) na jednu neznidmou funkci p,
zatimco pro N > 2 mame na jednu funkci p vice nez jednu podminku, proto lze
ocekavat (a skutecné tomu tak je), Ze tato tloha je pfeurcend a obecné v tomto
pripadé integracni faktor nemusi existovat. Naopak, pro N = 1 Ize ukazat, Ze inte-
gracni faktor za rozumnych predpokladi na hladkost v8ech funkei existuje (ovsem
jen lokalng, tedy na jistém okoli daného bodu).

12.4 Véta o implicitni funkci

V nasem dosavadnim vykladu jsme se zatim zabyvali pouze explicitné zadanymi
funkcemi. Casto se vSak v matematice setkdme se situaci, Ze pfimy pfedpis pro
studovanou funkci neumime ziskat. V takovou chvili typicky nemame k dispozici
nic z dosud probrané teorie. Tuto teorii ndm vsak mize zptistupnit mocny nastroj,
ktery se nazyva Véta o implicitni funkci. Uvedme si nejprve nékolik prikladd,
abychom si udélali pfedstavu o situacich, kterymi se budeme zabyvat.

Piiklad 12.4.1. (i) Uvazime-li diferencidlni rovnici

, 2z

V=3aT

jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, jejiz feseni je na R dano vztahem
yg‘i‘y:/(3y2+1)dy=/2xdx:x2+0.

Funkce y — y3 +v je invertovatelna na celém R. Inverzi nazvéme tieba ®. Piechod
k zapisu

y=>a?+0C)
nam vsak zadné velké vyhody neptinese, protoze pokud bychom chtéli vysledek

tfeba derivovat, vzorecek z Prvni véty o derivaci inverzni funkce, tedy Véty 3.3.16,
(ktery stejné vede jen na y' = 3;%) pozaduje, abychom k zadanému bodu z € R
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znali jeho funkéni hodnotu y(z).
(ii) Uvazme podmnozinu R? danou piedpisem

224yt =1

(tedy jednotkovou kruznici v R?). Pokud nés zajim4, zda uvedeny vztah definuje
néjakou funkei, uvédomme si, ze pro x ¢ [—1, 1] neexistuje y € R spliiujici pozado-
vany vztah, ¢islim z = +1 jednozna¢éné odpovidd y = 0 a pro z € (—1,1) mame
dvé feSeni y = ++/1 — z2. Pfestoze se na prvni pohled muze zdat, Ze nejlepsi
situace je v bodech x = +1, protoze zde mame jednoznac¢né urcené feseni, z hle-
diska aplikace diferencialniho po¢tu je mnohem vyhodnéjsi pipad z € (—1,1), kdy
za pomoci vhodné pocateéni podminky uréime jednoznaénou (alespoil na malém
okoli) vétev FeSeni a tu pak miizeme tieba derivovat.

(iii) Uvazme funkci f(z) = 2% a definujme L(r) jako délku grafu funkce f uvniti
kruznice se stiedem v pocatku a o poloméru r > 0. Napiiklad pro r = v/2 mame
(pouzivame f(—1) = f(1) =1)

L(\/i)z/_lly/l—kfﬂ(x)dx:?/ol V14 4z2dx.

Vypodet integralu neni prili§ slozity (poloZi se 2z = sinht), ale situaci komplikuje
prepocet mezi polomérem a délkou intervalu (—z, z) spliujiciho

V2=,

pres ktery integrujeme. Tento problém by opét znesnadnil tfeba vypocet

V1+4x2de = 2/1 + 422(r)2 (r).

d 7™
L(r)=—
(r) = o

(Tento typ tloh se vyskytuje v teorii minimélnich ploch.)

VsSechny tfi ¢asti pfedchoziho piikladu mtizeme shrnout do situace, ze studu-
jeme funkci z — y(x), kterou neméme danou explicitné, nybrz implicitné vztahem

Bz, y(x)) =0,

kde F je funkce dvou proménnych (v prvni éasti pfedchoziho piikladu méame
F(z,y) = y> +y — 2% — C, ve druhé F(z,y) = 2% + y? — 1 a ve tfeti F(r,z) =
Vz2 4zt —r).

N4&s prvni vysledek nam ¥iké, kdy je mozné vztahem F(x,y) = 0 zadefinovat
funkei x — y(x).

Véta 12.4.2 (O existenci implicitni funkce (zakladni verze)). Nechf F: RN*1 —
R, a € RN a b e R. Necht F(a,b) =0 a existuje okoli bodu (a,b), kde F je spojitd
a funkce y — F(x,y) je ryze monotonni (pro vsechna x stejngm zpisobem). Pak
existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kaZdé x € Us(a) existuje pravé jedno y, € Ua (D)
splriiugict F(x,y,) = 0. Navic funkce x — y, je spojitd na Us(a).
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Dikaz. Necht 7 > 0 je takové, ze funkce y — F(x,y) je na U;((a,b)) rostouci
(pFipad klesajici funkce se vy¥idi analogicky) a F' je zde spojit4.

Krok 1: existence y,.
Zvolme A > 0 tak, aby (a,b— A), (a,b+ A) € U;((a,b)). Proto

F(a,b—A) < F(a,b) =0 < F(a,b+ A).
Odtud diky spojitosti funkce F' v bodech (a,b— A) a (a,b+ A) déle existuje § > 0
takové, ze pro kazdé x € Us(a) plati (z,b— A), (z,b+ A) € U-((a,b)) a
F(z,b—A) <0< F(z,b+ A).

Proto Darbouxova véta (Véta 6.2.1) dava y, € (b—A, b+ A) splijici F(z,y,) = 0.
Na intervalu (b — A,b + A) je y, jednoznaéné diky ryzi monotonii funkce y —
F(z,y).
Krok 2: spojitost = +— y,..

Spojitost dokédzeme drobnou modifikaci pfedchoziho postupu. Necht = € Us(a)
a ¢ > 0. Pfipadnym zmenSenim e dosdhneme toho, ze (z,y, — €), (z,y, +¢€) €
Ur((a,b)). Odtud diky spojitosti funkce F' v bodech (x,y, —¢) a (z,y, +¢) a ryzi
monotonii funkce y — F(x,y) existuje n > 0 takové, ze pro kazdé § € U, (a) plati
(& Yz =€), (& Yz + ) €Ur((a,))) a

F({ys —€) <O<F(§ Yz + ).
Nutné pak (diky Darbouxové vété a jiz dokdzané jednoznac¢nosti) plati
Yo — € < Ye <Yz + €.
O

Poznamka 12.4.3. V aplikacich se nejéastéji setkame se situaci, kdy je monotonie
funkce y — F(z,y) zarufena podminkami

OF OF
—(a,b) #0, —— existuje na okoli bodu (a,b) a je v ném spojita.
Ay Ay
Priklad 12.4.4. V pifpads tlohy s F(z,y) = 2? + y? — 1 méame
OF
— = 2y.
dy Y

Ptedchozi teorii je tedy mozné aplikovat kdekoliv na jednotkové kruznici s vyjim-
kou bodt (—1,0) a (1,0).

Poznamka 12.4.5. Véta o existenci implicitni funkce (Véta 12.3.6) se ¢asto apli-
kuje na geometrické problémy. Kuptikladu v roviné nema z-ova osa nijak odliSnou
funkci od osy y-ové. Proto v predchozim pfikladu neni nijak nepfirozené pokouset
se vyjadrovat proménnou x pomoci proménné y. V takove situaci o aplikovatelnosti
Véty o existenci implicitni funkce (Véta 12.4.2) rozhoduje podminka

oF

B!
oz z 70

a teorii je mozné aplikovat na jednotkové kruznici s vyjimkou bodu (0, —1) a (0, 1).
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Véta 12.4.6 (O derivaci implicitn{ funkce (zékladni verze)). Necht F': RN*1 — R,
k€ NU{x}, a € RN, beR. Necht

(i) F(a,b) =0

(i) ezistuje okoli bodu (a,b), kde F je tridy C*

(iii) %—g(a, b) # 0 (parcidlni derivace podle posledni proménné).

Pak existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kazdé x € Us(a) existuje prdavé jedno y, €
Un (D) spliugict F(z,y.) = 0 a funkce p: x v y, je tridy C* na Us(a). Navic

oF
asp az.(aj)@(x)) .
() =T pro vSechna j € {1,...,N} a x € Us(a).
5, OF (1 ()

Diikaz. Podle Poznamky 12.4.3 jsou splnény predpoklady predchozi véty. Proto
je funkce ¢ definovdna na Us(a), je zde spojitd a tuto mnozinu zobrazuje do in-
tervalu (b — A, b+ A). Pfipadnym zmensenim § dosdhneme toho, Ze pro vSechna
x € Us(a) je (x,p(z)) uvniti okoli, kde je F tiidy C*. Zafixujme x € Us(a).
Funkce F' mé v bodé (z, ¢(x)) totalni diferencial. Pro h € RN a s € R dostate¢ns
blizko k pocatku (ve své dimenzi) pak méme

N

i=1

gj; (x,0(x))hi + Z—Z(x, o(z))s +n(h,s),

kde n spliuje
n(h,s)
[[(h, s)]|

-0 pro (h,s) — 0.
Posledni vlastnost navic umoznuje ptepis

n(h,s) h? +---+h% +°

77(h» S) =

T msl - ms)l
_ n(h75) hl . n(ha 5) hN n(hvs) S s
=TT an™ T T s T 1™ 1t o) T, 9]
=:&(hs)hy + -+ &n(h, s)hy + Engi(h, s)s,

kde

&(h,s) —0 pro (h,s) — 0 pro kazdé i € {1,...,N +1}. (12.4.1)

Polozme nyni vyse h = te;, kde e; je j-ty bazovy vektor a t € R\ {0} je dostateéné
malé. Pak pro s := ¢(z + h) — p(z) dostavidme

F(z + tej, oz + tej)) — F(z,0(z))
= ;Z(m, p(z))t + %(I, o(2))(p(z + te;) — ()
+&j(tej, p(x +tej) — ()t

+Enti(tej, p(z +te;) — () (p(x + tej) — p(x)).
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Odtud diky tomu, Ze oba ¢leny levé strany jsou nulové, mame

oz +tej) — p(x) é%(ﬂf, p(x)) + & (tej, p(x + te;) — p(x))

i T @, (@) + v (tey, ol + teg) — ()

Provedeme-li nyni limitni{ pfechod ¢ — 0 (pfipomenime, Ze ¢ je spojitd funkce
a méame (12.4.1)), dostdvame dokazovany vzorec ze znéni véty. ProtoZe parcidlni
derivace na pravé strané ziskaného vzorce jsou spojité na okoli bodu (a,b) a ¢ je
spojitd na okoli bodu a, je rovnéz spojita (%pj na odpovidajicim okoli bodu a. Tim

je dukaz dokoncen v pripadé, ze k = 1.

Pokud k = 2, pro libovolné i € {1, ..., N} méame diky spojitosti druhych parci-
alnich derivaci funkce F a spojitosti prvnich parcialnich derivaci funkce ¢ pouzitim
fetizkového pravidla (na t¥etim fadku z diivodu lepsi Citelnosti vynechavame ar-

gument (z, o(z)))
0% g2 6z](w,s0(:v))>

dz;0x; Ox; \ Gz, ¢(2))

an: (5 (@, 0(2)) Gy (2, 0(2) = §i- (2, 0(2)) 5 (5 (@, 0(2)))

0,
(Gy (2, 0(2)))?

( 9*F 9*F %)OF BF( 9*F 9*F Bi)
Ox;0y Oy? Ox;

oy ox;
oF
(o2

Ox;0x; Oydx; Ox;

Z vysledného vzorce také vidime, ze spojitost druhych parcialnich derivaci funkce F’
a spojitost prvnich parcidlnich derivaci funkce ¢ implikuji spojitost druhych parci-
alnich derivaci funkce ¢. Pro k > 3 pokracujeme indukei. Pfi pocitani parcialnich
derivaci [-tého fadu se vyuziji parcidlni derivace prvniho az [-tého fadu funkce F
a parcialni derivace prvniho az (I — 1)-tého fadu funkce ¢. Spojitost zdivodnime
ze ziskaného vzorce pomoci aritmetiky spojitosti. O

Poznamka 12.4.7. Kdyz uz mame dokdzanou existenci parcialnich derivaci funk-
ce p, da se pfi jejich vypoctu vyuzivat nasledujici pohodlnéjsi postup (ktery se
v praxi upfednostiiuje pfed derivovdnim podilu). Vyjdeme z toho, Ze na Us(a) plati
rovnost F(z,o(z)) = 0 a tu postupné derivujeme (pozor, pracujeme v R, nikoliv
v RN+1)

2 D Pl p@) = O (o)) + O (a, pla)) o2

- Or;  Ox;j Z Y Oz

().

Z této rovnosti je mozné vyJadrlt (x ¢(x)), nebot %—g(x,<p(x)) # 0 na Us(a).
Ziskanou rovnost (pro F € C? na okoh bodu (a,b)) mizeme dédle derivovat a
dostavame (opét pro prehlednost vynechdvame argument (z, ¢(x)))

0 (0OF OF 0

= 5 (5, * By om))

Ox; \Ox; Oy Ox;
B 0’F n 0*F Op n 0*F Do 0%F Oy Op OF 0%
N O0x;0x;  OyOxj Ox;  Ox;0y Ox; 83/ ox; 83@ dy Ox;0x;’
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Takto bychom mohli pokracovat dale. Parcialni derivace funkce ¢ nejvyssiho fadu
(ta nés zajima) se vyskytuje vzdy v jediném ¢lenu, je vzdy vyndsobena nenulovym
vyrazem %—5 (takze timto vyrazem muzeme délit). V identité se vyskytuji parcidlni
derivace funkce F' nejvyse stejného fadu a déle parcialni derivace funkce ¢ nizsich

radu, které jsme si vyjadrili v predchozich krocich.

Poznamka 12.4.8. Samoziejmé neni vitbec podstatné, ze vyjadiujeme posledni
proménnou pomoci ostatnich. Takto lze vyjadfovat kteroukoliv z proménnych, je-li
parcialni derivace funkce F' vuéi této proménné ve studovaném bodé nenulova.

Priklad 12.4.9. Ukazme, Ze identita
log v/22 + y2 = arctan J
x

na jistém okoli bodu (zg, yo) = (1,0) jednoznacéné uréuje funkci y = y(z) a spoci-
tejme y/(1) a y”(1). Definujme funkei

F(z,y) = log /2% + y? — arctan g
x

Okamzité vidime, ze F'(1,0) =log1 — arctan 0 = 0. Déle

OF T - T+y

%_:c2+y2_1+%j_x2+y2

or gy % y—x

dy P4y 148 24y

Odtud jednak vidime, Ze 86—1;(1, 0) # 0. Déle z pravidel pro derivaci podilu dosté-
vame, ze F je t¥idy C™ na jakékoliv podmnoziné R? neobsahujici poéatek. Jsou
tedy splnény predpoklady pfedchozich dvou vét, které ndm dévaji funkei y = y(x)
a muzeme ji derivovat. Pouzijeme postup z pfedchozi poznamky. Budeme derivovat

rovnost
0 = log /22 + y2(z) — arctan @
x

Na dostateéné malém okoli bodu 1 mame

/

(_y + y—). (12.4.2)

22 T

1
0=——(2 21’) —
2(x2+y2)( +2y) 1+ %

Tedy v bodé x = 1 (pfipomenime y(1) = 0) plati

0=5C+0y() - 1-0+y/(1) =  JO)=1

Hodnotu (1) zjistime dalsim derivovanim vztahu (12.4.2) (pro pohodlnéjsi deri-

0 = THytly—a)y’

Tyt ) a mame

vovani jej napted upravime do podoby

I+ + @ -+ W—2)y") @+ ) — (z+y+ (y—2)y) (22 + 2yy)

O =
(22 + 12)2
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Do posledni identity dosadime x = 1 (také y(1) = 0 a jiz spocitany vysledek
y'(1) =1)

(1+14+(1—-1)-14+0-1)y"(1)1+0)—(1+0+(0-1)-1)(2+0)

0= (1+0)2

—1+1-y'(1)—0-2.
Proto y”(1) = 2.

Posledné predstavena metoda derivovani implicitné zadané funkce je natolik
uzivatelsky pfijemnad, Ze se ¢asto vyplati pFistupovat pies implicitni funkce k pro-
blémtm, které svou povahou s implicitné zadanymi funkcemi maji praméalo spo-
le¢ného.

Priklad 12.4.10. Za pomoci teorie implicitnich funkci spocitejme druhou a tieti
derivaci inverzni funkce. Necht tedy mame standardni situaci, kdy funkce f: R — R
mé na okoli bodu yo € R derivaci neménici znaménko (vSude kladné, nebo v§ude
zépornd). Necht na tomto okoli existuji také druh4 a t¥eti derivace funkce f. Vztah
f~1(x) = y na vhodnych mnozinich odpovid4 vztahu x = f(y), ktery vyuzijeme
ke konstrukci funkce F'. Polozme

F(z,y) =2 — f(y)

(tedy x = f(y) je splnéno pravé tehdy, kdyz F(z,y) = 0). Ozna¢me xo = f(yo).
Pak ziejmé F(xg,y0) = 0. Fukce F je t¥idy C* pravé tehdy, kdyz funkce f je
tiidy C*. Navic %—g(xo, yo) = —f'(yo) # 0. Podle predchozi véty vztah F(z,y) de-

finuje C*-funkci = — y(x) (ndmi studovanou funkci f~!). Postupnym derivovanim
dostavame z rovnosti 0 = x — f(y(x))

0=1-f"(y(x)y'(z)
0=—f"(y(x))y”* (=) — ' (y(x))y" (x)
0= —f"(y(@)y (x) = 2" (y(x))y' ()" () — " (y(x))y (x)y" (x)
— F(y(x))y" (@)
= — " (y(x))y” (x) — 31" (y(2))y' (x)y" () — [ (y(x))y" ().

7 prvni rovnosti snadnou tpravou dostavame ndm znamy vzorec

, - 1
V@) = Fwy

Druhé rovnost spolu s pravé ziskanym vysledkem davaji

7.}[‘//(

@)y @) @)
"(y(x)) 12 (y(x))

y'(x) = ]Zi
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a podobné ze tfeti rovnosti dostavame

@)y (@) + 31 (y(2))y (2)y ()

"
Yy \r)=
) 7lo(@)
1 1 Y 1 I (y(x))
_ W@ ey 3 E) maey )
f(y(z))
_ 37 (y(@) — S (@) f (y(@))
F(y(=))
Poznamka 12.4.11. K derivovani inverzni funkce pfistup pres implicitni funkce
neni potfeba. Je mozné derivovat zékladni vzorecek 3’ = ———. Pokud pro

fly(e)”
prehlednost nebudeme psat argumenty, postup vypada néasledovné

y _f//y/ B _f//
y =

mer
o _f///y/f/3 + 3f//f/2f//y/ B _Jc///f/2 _|_3f//2f/ B 3f//2 _ f///f/
o 7 I

Nase véty o implicitnich funkcich ndm umoznuji pracovat s derivaci, coz je

vvvvvv

Priiklad 12.4.12. UvaZme vztah
e¥+logz + zy = 0. (12.4.3)

Levéa strana mé smysl pro z > 0 a y = R. Definujme F(z,y) = e¥ +logz + zy. Pro
kazdé = > 0 pevné plati

F
lim F(z,y) = —oo, lim F(z,y) = o0 a a—zey—i—x>0.

Yy——00 Yy—oo 8y

Odtud okamzité vidime, Zze pro kazdé z > 0 existuje jednozna¢né y(z) splitujici
F(z,y(x)) = 0. Ze zdkladni verze Véty o derivaci implicitni funkce (Véta 12.4.6)
dostavame, Ze zobrazeni ¢: x +— y(x) spliuje ¢ € C°((0,00)). PovSimnéme si
dale, ze plati

1
e
Navic
1
¢'(3) = %G9 itYey-co _ _e+0 <0
T .
) %(%’ 0) ¥ + (2= (1,0) I+

Odtud ¢ >0 na (0,1) a ¢ < 0 na (,00). Tento vysledek spolu se vzorcem

1+ o(x)

! - X ' ‘7
¥ (x) T er@® 1o
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zaruéuji, ze ¢ je klesajici na (0, %) Navic si ve formuli (12.4.3) povSimnéme, Ze
pro x — 04 musi platit y(z) — oo, tedy
lim ¢(x) = oco.

:E—>0+

Podobné pozorovanim formule (12.4.3) v pfipadé, ze  — oo, objevime
rlggo o(x) = 0.

Zabyvejme se dale otézkou, kdy plati ¢'(x) = 0. Pro takovy bod musi platit
1+ y(z) =0 a s vyuzitim (12.4.3) prichdzime k podmince

Y(x) = e ¥ +logz —1=0.
Funkce v splnuje

. a1l 1
¥ <0 na(L1], Ilgrglow(x) =00 a '(z)=—e "2 + e 0 na (1,00).
Odtud vidime, Ze na intervalu (%, 00) existuje pravé jeden bod zg, kde mé funkce
¢ nulovou derivaci. Navic spojitost ¢’ spolu s go'(%) < 0 a ¢'(zg) = 0 implikuji,
7e ¢’ < 0 na (%, xo) a ¢ je zde klesajici. Naopak o intervalu (zg, c0) vime, ze zde
derivace nema nulovy bod, tedy ¢ je ryze monotonni a limitni chovani v nekonec¢nu
spolu se zapornosti funkce pfipoustéji pouze moznost, ze funkce ¢ je zde rostouci.

Navic jsme také zjistili, Ze v bodé x( je globalni minimum.

Pln4 verze Véty o implicitni funkci pracuje s m-tici funkci I, ..., Fy,: RV T —
R a nabizi vyjadifeni posledni m-tice proménnych pomoci proménnych ostatnich.

Véta 12.4.13 (O implicitni funkei). Necht N,m € N, k € NU{oo}, F: RN+t
R™, a € RV, b € R™. Necht

(i) F(a,b) = (0,...,0)

(ii) existuje okoli bodu (a,b), kde viechny slozky zobrazeni F' jsou t¥idy C*

(iii)

27;1(‘17 b) 27;;(@7 b) e 38;; (a, b)
G b)  G2ab) - 5(ab)

det . # 0.
%};T (a7 b) %(% b) e ?)57::(% b)

Pak existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kaZdé x € Us(a) existuje prdvé jedno y, €
Un(b) splriugict ﬁ(m,yz) = (0,...,0) a pro zobrazeni @: x v+ y, plati, e g €
Ck(Us(a);R™).

Diikaz. Dtkaz provedeme indukci pres m € N. Pfipad m = 1 plyne z pfedchozich
dvou vét. Predpokladejme, Ze véta plati pro néjaké m € N. Dokézeme platnost
véty pro m + 1. Ozna¢me matici ze znéni véty

9 o)
Fifa,0) - 52 (a,b)
A:= .
8Fm 8Fm,
ay;rl ((1, b) e aymj: (CL, b)
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Krok 1: ptipad jednotkové matice A.
Myslenka dtikazu je nasledujici. Nejprve pouzijeme funkci F),, 41 k tomu, abychom
vyjadrili proménnou y,,+1 pomoci ostatnich proménnych, coz ndm umoznuji pred-

chozi véty. Pak pouzijeme funkce F1, ..., F,, k tomu, abychom vyjadrili proménné
Yly -+ Ym POmMoci T1,..., Ty, coz ndm umoziuje indukéni predpoklad.
Piistupme k podrobnému dtikazu. Protoze F,y1(a,b) =0 a g%jll =1#0,

podle predchozich dvou vét existuji d;, A; > 0 takova, Ze pro kazdé
(T1, -y TN, Y1y - -5 Ym) € Us, (a1, ... an, b1, ... b))
existuje pravé jedno ym+1 € Ua, (bym1) takové, ze
Frg1(21, ., N YLy ooy Yy Ymt1) = 0.
Navic zobrazeni ¢, 41: (T1,..., TN, Y1, -3 Ym) — Ym+1 SPliuje
Omi1 € CF(Us, ((a1,...,an,br,...,bm))).
Nyni definujme pro kazdé i € {1,...,m} pomocnou funkci

Hi(xlv"'aINayla"'aym)
= Fi(xlw"7xNay17"'7ym7<pm+1($17'"7xN7y15"'ay’m))'
Podle fetizkového pravidla plati v bodé (a,...,an,b1,...,by) pro kazdé i,j €
{1,...,m} (pfipomenime, ze A = I)
OH; OF; OF; 0pmi1
y;  Oy;  Oym+1 Oy;

6@m+1
Ay,

=0;;+0- = 0yj,
tedy odpovidajici matice parcidlnich derivaci je jednotkova (hlavné reguldrni).
Pomoci fetizkového pravidla, hladkosti F; a ¢,,+1 snadno nahlédneme, ze

H; € C*WUs,((a1,...,an,b1,...,bm))).

Na funkce H; proto muZzeme aplikovat indukéni pfedpoklad a dostavame do, Ay >
0 takova, ze pro kazdé (z1,...,zn) € Us,((a1,...,an)) existuje jednoznacéné
(Y1s- -y Ym) € Un,((b1, ..., b)) spliiujici pro kazdé i € {1,...,m}

0=H;(z1,. s Ty Y1y Ym)

:Fi(‘rlv"'7$N7y17"'7ym780m+1(x17~~‘7xN7y17"'7ym))

a zobrazeni ¢;: (r1,...,7N) = y; jsou tiidy C* na Us, ((ay,...,an)).

Z toho plynou vSechny pozadované vysledky az na to, Ze nemame spravny
tvar okoli vic¢i proménnym ¥i,...,Ym+1. Pokud si vSak pfipomeneme, Ze plati
wilar,...,an) = b; a funkce ¢; jsou spojité na dostatecné malych okolich bodu
(a1,...,an), patfiénym zmensenim Jy dosdhneme i tohoto vysledku.

Krok 2: pfipad obecné matice A.

Protoze A je v obecném piipadé regularni, existuje inverzni matice A~'. Necht
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nyni L: R™*1 — R™*! je linearni (tedy C°°) zobrazeni reprezentované matici
A~!. Definujme zobrazeni T := L o F. Zfejmé se jedna o C*-zobrazeni na okoli
bodu (a,b). Navic diky tomu, Ze Fetizkové pravidlo odpovida sou¢inu matic, mame

%(aﬁ b) %(av b) e L (CL, b)

o o P LU o
Tyf(aﬂ b) Tyg(a7 b) e 8ym2+1 (a7 b) _ 0 1 0
Ty 0T  9Twns ) 0 e ]
le(aﬂ b) T:l(a'a b) e &;le:(a” b) 00 1

Podle pfedchozich kroka existuji 4, A > 0 takova, ze pro kazdé x € Us(a) existuje
pravé jedno z, € Ua (b) splitujici T'(z, z;) = (0, ..., 0) a jednotlivé slozky zobrazeni
Y x> z, jsou t¥idy C* na Us(a). Podle definice zobrazeni T zfejmé plati

T(x,2:) =(0,...,0) = F(z,z;) = (0,...,0).

Odtud bod z, € R™*! je hledany bod 7, hledané zobrazeni ¢ je 1Z a ma pozado-
vané vlastnosti. O

Priklad 12.4.14. Rovnice
r+y+z2=0

Pyt =1
jsou splnény v bodé (%, 0, —%) Zabyvejme se otazkou, zda na okoli tohoto bodu

uvedené rovnice jednoznac¢né urcuji proménné y, z pomoci proménné x. PiSeme

(a1,b1,b2) := (%, 0, —%) a zavedeme C'*°-funkce

Fi(z,y,2) =z +y+z
Fy(z,y,2) = 2® +9° + 22 — 1.

oF,  OF

oy 0z :< 1 1 >

%1;2‘ % 2y 2z
Odtud

OF OF
“L(ay, by, b L(ay,by,b
det(aazgz(l phe) g (b 2)>=det(1 _1/§>:_\/§7é0-

Ty(alvblva) 6;22 (alvblva) 0

Maéame

Mizeme tedy pouzit Vétu o implicitni funkei (Véta 12.4.13) a ta ndm dava vy-
jadfeni z = z(x) a y = y(z) jako nekone¢nékrat diferencovatelnych funkci na
néjakém okoli bodu a;. Zde méme (protoZze je zde N = 1, jedné se o klasickou
derivaci)

0= (Fi(z,y(z),2(2))) =1+y +7

0= (Fo(z,y(x),2(x))) = 22 + 2yy’ + 222"
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Odtud dostévame

y/ — _1 _ Z/
0=2z+2y(—1—2") 4222 =22 — 2y + (22 — 2y)2".

Proto
s =Y a y=-1-4"%_T7%
2Ty 2=y z—y
Specialné
_ 1 L+L
Z(a1) = \?:1 a y'(a1) = 2 1\5:*2-
V2 V2

Pokud by nas zajimaly derivace druhého fadu, mtizeme dale pocitat

0= (Fi(z,y(2),2(2))" = Q+y' +2) =y + 2"
0 = (Fy(z,y(x), 2(2)))" = (2z + 2yy + 222") = 2+ 2> + 2y + 227 + 222"

Odtud ¢y’ = —2" a
0=2+ 2y'2 —2y2" + 2% + 222" =2+ 2y'2 +2% + (22 — 2y)2".

Proto

2 2
A 2Pt @E-2)+y—2)? )
y—z (y —2)3 '

Poznadmka 12.4.15. (i) Pov§imnéme si, Ze nenulovost determinantu ze znéni véty
je v naSem pfipadé ekvivalentni podmince y # z. Proto se dd Véta o implicitni
funkei (Véta 12.4.13) pouzivat na okoli vSech bodt spliiujicich

z+y+2=0 a 24yt 422 =1
s vyjimkou bodi, kde
z+y+2=0 a 2?4yt 422 =1 a Y=z
(ii) Po kratkém vypoctu se da zjistit, ze zakazany jsou body (\/g, —\/%, —\/g)

a (—\/%, \/g, \/g) Rovnice 22 + 3% + 22 = 1 popisuje jednotkovou sféru v R? a
rovnice = +y + z = 0 popisuje jednu z rovin prochézejicich po¢atkem. Obé rovnice
jsou splnény na priniku téchto mnozin, coz je kruznice o jednotkovém poloméru.

12.5 Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu

V dalsim budeme uvazovat rovnice typu

d
M(z,y) + N(x, y)d—Z =0 respektive M(z,y)

dz

N —0.
m + N(z,y)
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Tyto rovnice se ¢asto prezentuji ve tvaru
M (z,y) dz + N(z,y) dy = 0. (12.5.1)

Doposud jsme v nasem vykladu nikdy nezavedli symboly ,dz“ a ,,dy“ samostatné,
nejedni se tedy o matematicky korektni zapis. To alespon v této situaci napravime.

Definice 12.5.1 (Rovnice ve tvaru totalniho diferencidlu). Rovnici (12.5.1) na-
zveme rovnici ve tvaru totdlniho diferencidlu na oteviené mnoziné Q C R?, jestlize
existuje U: R? — R takové, 7e leva strana rovnice (12.5.1) je totalnim diferencidlem
funkce U na €2, neboli pro viechna (z,y) € Q a (hy, hy) € R? plati

dU(z,y)(h1, he) = M(2,y)h1 + N(z,y)ho.
Funkci U v takovém pfipadé nazyvame potencidlem rovnice (12.5.1).

Véta 12.5.2 (O feSeni rovnice ve tvaru totalniho diferencialu). Necht U je po-
tencidlem rovnice (12.5.1) na oteviené mnoziné Q C R%, M,N € C(Q) a N # 0
na Q. Pak kaZdgm bodem (xq,yo) € Q prochdzi prdvé jedno feseni rovnice

dy

a je implicitné ddno vztahem
U($, y) = U(ﬂfo, yO)

Pokud M # 0 na Q, plati analogicky vysledek pro rovnici

dz

Dikaz. Nejprve dokaZme existenci. Podle Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13)
vztah

U(l‘,y) - U($07y0) =0

na jistém okoli bodu z definuje funkei y(x). Skuteéns,

F(x,y) == Ul(z,y) — U(zo,y0) € C' ()

oF oU
afy(l“o,yo) = afy(ﬂﬂo,yo) = N(z0,%0) # 0.

Podle Véty o implicitni funkce (Véta 12.4.13) déle na tomto okoli plati

oL o M(x,y)

’ era oz
y(z)=—28 — 02— _ .
e & Ny

Odtud
M(z,y) + N(z,y)y" = 0.
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Nyni dokazme jednozna¢nost. Pokud y spliiuje y(xzg) = yo, na néjakém okoli
bodu x( fesi rovnici
M(z,y) + N(z,y)y" =0

a U je potencial této rovnice, pak podle fetizkového pravidla mame

d _ oU oU dy _ r_
@U(Ly(aﬁ))— e Oy dr M(x,y) + N(z,y)y" = 0.

Podle Véty o nejednoznacnosti primitivni funkce (Véta 4.1.4) na odpovidajicim

okoli musi platit U (x,y(x)) = U(zo, yo). ReSeni se proto na dostate¢ns malém okoli

shoduje s jednoznaénou funkci danou Vétou o implicitni funkei (Véta 12.4.13).
Pro druhou rovnici a podminku M # 0 na  je postup analogicky. O

Priiklad 12.5.3. UvaZzme rovnici
5ty + 203y% + (2° + 2ty + 2y)y =0, y(0) = 1.
Prepis do tvaru pred hledanim potencialu je
(5zty + 223y%) dx + (2° + 2ty + 2y) dy = 0.

V Prikladu 12.3.9 jsme nalezli potencial
5 L 4o 2 2
U(x,y):nyrixy +y +C na R*.

Diky tomu, 7e funkce N (z,y) := 2° + x*y + 2y splituje N(0,1) = 2 # 0, miizeme
pouzit predchozi vétu a feseni rovnice je na okoli po¢atku dano vztahem

1 1
0=U(w,y) = U(0,1) =2’y + 52"y’ +y* + C = (1+ C) = 2"y + Ja'y’ +y* — 1

(povsimnéte si, jak se aditivni konstanta C' z nejednoznacnosti potencidlu vyru-
gila). U na8i rovnice navic nejsme zavisli jen na Vété o implicitni funkci (Véta
12.4.13). Z pfepisu
1
(§x4+1)y2+x5y— 1=0
dostavame
—25 £ /210 + 2(2? 4 2)

y(z) = P :

pficemz pocateéni podminka y(0) = 1 pfipousti jen jednu vétev FeSeni

—z5 + /210 + 2(2* + 2)

PR na R.

y(z) =

Poznamenejme jesté, ze ziskané feSeni je jednoznac¢né na R. Skutecné, pokud by
tomu tak nebylo, musely by v néjakém bodé na grafu vyse uvedené funkce byt
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poruseny piedpoklady Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13). V nasem pfipadé
by muselo nastat

b

0= N(z,y(z)) = 2° + 2y (x) + 2y(z) — y(z) = P

Pokud posledni podminku porovndme se vzorcem pro y(z), vidime, Ze takova
situace nenastane nikdy.

Poznamka 12.5.4. K existenci a jednoznac¢nosti v predchozim piikladu se da
pristupovat také pfes Picard—Lindeléfovu vétu (Véta 8.3.5). Rovnici si pfepiSeme
do tvaru
, Sty + 2x3y?
Sty + 2y
Funkce dvou proménnych na pravé strané je spojitd na mnoziné

2 2 —a®
R\ [ eRy= 2
@y eRty=

Lokélni lipschitzovskost ovéfime zderivovanim pravé strany podle y a opét nam

5
vyjde podminka y # m}—% (neni potfeba derivaci provadét, sta¢i si uvédomit, jak
funguje vzorecéek pro derivaci podilu dvou funkci). Picard—-Lindelsfovu vétu (Véta
8.3.5) proto miZeme pouzivat na mnozinach

5

—x
Qz{ ) ER?:zeRA <7}
i={Ey R zeR Ay < T
a
.5
Q:{(xy)GRQ:xER/\y>7x}.
2 ) l'4+2

Pripomenme, ze vektorové pole mit potencial nemusi. Existence potencialu je
spise vzacnosti a souvisi s podminkou

oM  ON
oy Oz’
kterd je v pripadé dostatecné hladkosti funkci M, N a vhodného tvaru mnoziny 2
zaroven podminkou nutnou i postacujici.
Pokud uvedena podminka neni splnéna, muzeme se jesté pokusit nalézt inte-

gracni faktor, ktery rovnici do vhodného tvaru prevede. Zde se v praxi postupuje
metodou ¢astecného uhodnuti. Integracni faktor hleddme ve tvaru

wz,y) = m(®(z,y)),

kde funkci ®(x, y) zkousime nasttelit a funkce m ndm v piipadé stastného nastielu
vyjde z Véty o nutné podmince pro integraéni faktor (Véta 12.3.5), tedy

(% (,u(:zz,y)M(:my)) = 8% (M(l‘,y)N(CE, y))
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Zde diky tvaru p(z,y) = m(®(z,y)) mame (pro prehlednost vynechdvime argu-
ment (x,y) u funkei M, N, ®)

0P oM 0P ON
"(® —M i) — =m/(® —N i) —_—.
() M+ (@) G = m (@) N +m( () G
K tomu staci splnit
/ ON _ oM
m ((I)(xvy)) o ox Oy —. \I/(x,y)

- od oP
m(®(e,y) M- NI

Pokud je mozné piepsat ¥(x,y) do tvaru H(®(z,y)) (toto je kritickd ¢ast postupu,
ktera se podafi jen malokdy), mame tilohu se separovanymi proménnymi

a tu fesi
m(z) = e H(@)dz,

Tim je nalezen pozadovany integrac¢ni faktor. Mezi nejcastéji pouzivané volby patii
O(z,y) =z, P(z,y)=y, P(z,y)=2y a P(r,y)=z+y.
Aditivni konstanta pfi integraci v tomto pfipadé nic zajimavého nepfinasi.

Priklad 12.5.5. Uvazme tlohu

3

2ay + 2%y + % +(@*+y%)y = 0.

Nejedn4 se pfimo o rovnici ve tvaru totalniho diferencialu, nebot

M N
oM :2x+z2+y27é2x:—8 .
oy Ox

Pokusme se hledat integra¢ni faktor. Nejprve volime ®(z,y) = y. Pak mame

ON oM
m(®(z,y)) M%*N%’ (2a:y+x2y+y—;)-1—(a:2+y2)-0
2% g2

= .
2zy + 2%y + %

Vyraz tplné napravo neni mozné zapsat jako funkci zavisejici pouze na y, ¢imz
pro nas tento pokus kon¢i netispéchem.
Zkusme polozit ®(z,y) = x. Pak
AN _ oM
m'(®(z,y)) ox by 20 — (22 + 2% + y?)

m(®(z,y)) M%%—N?)—f B (2xy+x2y+%)~0—(x2+y2)~1
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To uz je funkce zavisla na zvolené proménné x a odtud

:efldz: T

m(x) e”.

Nyni pfechazime k rovnici ve tvaru totalniho diferencialu

3
e’ (Qxy + 2%y + %)dx + e (2% + y*)dy = 0.

Proto 5 5
_ T 2 yf — o 2 yf
U(x,y)—/e <2xy+m Y+ 3>da: e (x Y+ 3)+30(y)
a
x(..2 2 aU x (.2 2 / /
e’(z +y)=8fy=e(fﬂ +y7) +¢'(y) = ¢'(y) = 0.

Celkové ma nase rovnice feSeni dané implicitné predpisem

Y3
e’ (ny + —) =C,
3
kde konstantu C' ur¢ime z poc¢atecni podminky a tu lze volit jakkoliv kromé pripadu

0= N(zo,50) = =5 + 5.
Priklad 12.5.6. Uvazme ulohu
zy® + (2%y —x)y’ = 0.

Nejedna se pfimo o rovnici ve tvaru totdlniho diferencidlu, nebot (ovéfeni prova-
dime rovnou ve tvaru, ktery odpovida Citateli ze vzorecku pro hledani integra¢niho

faktoru)

37N737M:2zy7172xy:717&0'
ox dy

Pokusme se hledat integra¢ni faktor. Nejprve volime ®(z,y) = z. Pak mame

ON OM
m'(®(x,y)) e T oy ~1 1

Y ER 2% 2.0 — (120 — ) -1 720 —
m(®(z,y)) Mg - Ng7 (ey?) 0-(2Py—=z)-1 2*y—u

a hned vidime, Ze jsme neuspéli. Nyni zkusme polozit ®(z,y) = y. Pak

ON IOM
m' (®(r,y) e oy _ ~1 _ -1
m(®(z,y)) MG NG () 1—(aPy—x)-0 ay?

a opét jsme neuspéli. Zkusme déle volbu ®(z,y) = = + y. Ta davd

ON oM
m'(®(z,y)) 9z oy -1 -1

m(@(z,y)) M -NZT  (ay?) 1-(Py—a)-1 ay’—aly+a’

kde se vysledek nedd zapsat jako funkce pracujici pouze s z + y (pokud by to slo,
dvojice (1,0) a (0,1) by musely dostat stejnou funkéni hodnotu).
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Zkusme jesté ®(x,y) = zy. Dostavame

ON OM
m'(®(z,y)) 9 T oy —1 1

m(@(z,y)  MZE NI () -w—(Py—x)-y ay

Koneéné jsme nasli funkci zévislou pouze na ®(z,y). Dostavame diferencialni rov-
nici

m'(z) 1
m(z) Tz
a tu Tesi
m(z) =e S 2z =g loalzl = —
||
Volime integraéni faktor u(x,y) = ﬁ (a déle uz nepracujeme na soutadnych

osch). Mame rovnici ve tvaru totalniho diferencialu
1

ydo + (x— f)dyzo.
Y

Pro ni dosévame
Ulx,y) = /ydw =xy + p(y)

Celkové mé nase rovnice feSeni dané implicitné predpisem
zy —logly| = C,

kde konstantu C uréime z poc¢ateéni podminky. Spravné dofeseni pfikladu by poza-
dovalo dale zkoumat moznost lepeni na soufadnych osach. Poznamenejme jesté,
ze formule zy — log |y| = C' sice neumoziuje pohodlné vyjadiit y, ale mame

1
T = ;(C’ + log|y|).

Pokud by piivodni zadéni bylo (zy?)z’ + 2%y — 2 = 0, méli bychom explicitni
vzorec pro FeSeni. V nékterych aplikacich (zejména z geometrie) se skutecné stava,
ze ndm prili§ nezdlezi na tom, zda Fe$ime ulohu M (z,y) + N(x,y)y’ = 0 nebo
M(z,y)x’ + N(z,y) = 0.

Priklad 12.5.7. Uvazme linearni rovnici prvniho fadu
Y +p@)y=fz) <=  p)y-fl=)+y =0
Pak M(z,y) = p(z)y — f(z) a N(z,y) = 1. Plati

ON OM
or 6‘73; =0—p(x) = —p(z).
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Pokud je tedy p = 0, mame rovnici ve tvaru totéalniho diferencialu
—f(z)dz +1dy =0.

Potenciél ziskdme z formuli (F je primitivni funkce k f)
Ule.g) = [ ~fa)do = ~F(a) + o(0)

_ou -,

1—@—@(9)-

Proto je feSeni dano vztahem
—Fz)+y=C = y=F(x)+C.

Neplati-li p = 0, zkusme hledat integraéni faktor pomoci volby ®(x,y) = x. Odtud

m'(®(x,y)) S~ By p(z)

m(®(z,y)) MG - NG?

- (p(x)y— f(z))-0—1-1 = p(z).

Dostavame integra¢ni faktor pu(z) = e’ () kde P je primitivni funkce k p. Rovnice
m& po prendsobeni tvar

eP@ (p(x)y — f(x))dx 4 @ dy = 0.

Potenciél ziskdme z formuli

U(z,y) = /ep(’”) dy = @y + ()

@ (p(z)y— f(x)) = g—g =P @p(a)y+9'(2) = W (x) = = f(x)e").

Celkové je feseni dano implicitné vztahem
eP @y /f(x)ep(m) dz =C.

Odtud
y(z) = e P@ (/ f(z)el® dz + C’).

Poznamka 12.5.8. Posledni tloha se d4 interpretovat tak, Ze nase nova metoda je
schopna vyfesit linedrni rovnice prvniho faddu pouhou volbou ®(z,y) = z. Protoze
mame k dispozici 1 mnoho dalsich funkei dosaditelnych za ®(z,y), da se ¥ici, Ze
metody FeSeni rovnic ve tvaru totalniho diferencidlu jsou nesrovnatelné mocnéjsi
nastroj, nez je metoda integra¢niho faktoru pro linearni rovnice prvniho fadu.
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12.6 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Definice 12.6.1 (Lokalni extrémy). Necht f: RN — R je definovana na M C RV
Rekneme, 7e f méa v bodé a € M lokdlni mazimum vzhledem k M, jestlize existuje
6 > 0 takové, ze

f(z) < f(a) na Us(a) N M.

Lokalni minimum se definuje analogicky. Ostré lokalni maximum a minimum de-
finujeme pomoci ostrych nerovnosti a prstencovych okoli.

Snadnou modifikaci jednorozmérného dikazu obdrzime nutnou podminku pro
lokalni extrém.

Véta 12.6.2 (Nutnd podminka pro lokalni extrém). Necht f: RN — R je defino-
vina na M C RN, a € M je vnitini bod mnoZiny M ai € {1,...,N}. Md-li f
v bodé a lokdlni extrém (vzhledem k M) a existuje-li %(a), pak %(a) =0.

Body spliujici g—i(a) = 0 pro kazdé i € {1,..., N} se nazyvaji staciondrni
body. Uz v jednorozmérném piipadé jsme vid€li, ze ve staciondrnim bodé€ nemusi
byt lokalni extrém (uvazte funkci # — 2%). Nicméné diky Taylorovu rozvoji jsme
dokézali, Ze stacionarita bodu spolu s vhodnou kontrolou znaménka druhé derivace
extrém v tomto bodé€ zarucuji. Obdobny vysledek se pokusime ziskat i ve viceroz-
mérném pripadé.

Definice 12.6.3 (Klasifikace kvadratickych forem). Necht A je symetrickd matice
typu N x N a Q: RY — R je ji odpovidajici kvadraticka forma, tedy

N
Q(h) = (Ah,h) = Z a;jhih; pro viechna h € RY.

1,j=1

Tato kvadraticka forma se nazyva

e pozitivné definitni, jestlize Q(h) > 0 pro viechna h € R \ {0}

e negativné definitni, jestlize Q(h) < 0 pro viechna h € RY \ {0}

e pozitivné semidefinitni, jestlize Q(h) > 0 pro viechna h € RY

e negativné semidefinitni, jestlize Q(h) < 0 pro viechna h € RY

e indefinitni, jestlize existuji h,1 € RY takova, ze Q(h) < 0 < Q(1).

Pfipomenme si metody urcovani definitnosti kvadratickych forem. Prvni meto-
dou je diagonalizace procvicovana v linedrni algebfe. Druhou metodou je pfevod
na Ctverec.

Priklad 12.6.4. Necht
Q(h) = hi + 4h3 + Th3 + 4hyhy + 2h hy + 16hahs.
Tento predpis postupné upravujeme

Q(h) = (hy + 2h + h3)? + 6h3 + 12hohy
= (h1 + 2hy + h3)® + (V6hy + V6hs3)® — 6h3.
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Kvadraticka forma je indefinitni, nebot méame
Q(-1,1,-1)=0+0-6 a Q(1,0,0) =14+0+0.

Tretim nastrojem je Sylvesterovo kritérium, podle néhoz je @ pozitivné de-
finitni pravé tehdy, kdyZ vSechny hlavni subdeterminanty matice A jsou kladné.
Prechodem k matici, jejiz prvky maji obracené znaménko, dostavame, Ze () je ne-
gativné definitni pravé tehdy, kdyz znaménko hlavnich subdeterminantii je (—1)*,
kde k je potradi subdeterminantu, neboli pocet fadku hlavni submatice, z niz pravée

poc¢itame determinant. Pozor, toto plati pouze pro symetrické matice Al

Priklad 12.6.5. Necht

-1 1 0
A= 1 -4 0
0 0 -1
Pak
-1 1
Dy :=det(-1)=-1<0, Dy = det 1 4 =4-1=3>0
a
-1 1 0
Dyi=det| 1 -4 0 |=-4+0+0—(-1)-0-0=-3<0.
0 0 -1

Kvadraticka forma je proto negativné definitni. Pokud bychom naopak pracovali
s matici —A, méli bychom

Di=1>0, Dy =3>0, D3=3>0
a pozitivné definitni kvadratickou formu.

Obcas (zejména v nizké dimenzi) se hodi charakterizace definitnosti pomoci
znamének vlastnich ¢isel a skutec¢nosti, Ze determinant se rovna soucinu vlastnich

CGisel.
1 2
A_(2 1).

Pak det A = —3. Jedno vlastni ¢islo je proto kladné a druhé zaporné. Odpovidajici
kvadraticka forma je proto indefinitni.

Priklad 12.6.6. Necht

Pro nase zaméry se bude hodit jesté jedna charakterizace pozitivni definitnosti.

Lemma 12.6.7. Kvadratickd forma Q je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz
ezistuje o > 0 sphiugici Q(h) > allh||? pro vsechna h € RY.
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Diikaz. Implikace ,<“ je zfejma. Dokazme ,,=“. Definujme
a:=inf{Q(h): ||h|| = 1}.

Diky pozitivni definitnosti poc¢itdme infimum ze samych kladnych ¢isel, proto je
a > 0. Navic @ je spojitd funkce a ta na jednotkové sféfe (kompaktni mnozina)
nabyva svého minima. Proto je o > 0. Nyni pro libovolné h € RY \ 0 mame

Q(h) = Q( ||| = |h|*Q > affh|.
( thl) (Ilhll)
Pro h = 0 je nerovnost ziejmé splnéna. O

Poznamka 12.6.8. Negativni definitnost se d4 obdobné charakterizovat pomoci
podminky Q(h) < —a|[h|*.

Véta 12.6.9 (Postacujici podminka pro lokalni extrém). Necht f: RN — R,
a € RN je staciondrni bod funkce f a existuje 6 > 0 takové, Ze f € C3(Us(a)).
Definujme kvadratickou formu Q: RN — R predpisem

— a2f
Qb = df 55: axzaxj

Je-li Q pozitivné definitni, f md v bodé a ostré lokdlni minimum.
Je-li QQ negativné definitni, f md v bodé a ostré lokdlni mazimum.
Je-li QQ indefinitni, f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Dikaz. Podle Taylorova vzorce na Us(a) plati

N N
of 1 2f
fla+h) f<%+zgaammf+§wiﬁhﬁ%(nmm
N
1 3f
+6ijzk:: axiaxjaxk(a—kGh)hh hi
= f(a) + 0+ Q +— Z »f ————(a+ 6h)h;h;h
axzamjaa:k iRk

Je-li nyni Q pozitivné definitni, pak podle pfedchoziho lemmatu pro || h|| dostatecné
malé mame

f(a+h)=f(a)+%Q(h) ! > #(a+9h)hihjhk

11

1 N o3 f
> Z 2 _ E :
> fla) + 2a|\h|| nax 0x;0x 0z,

i3,k=1 5(“)
> Lan)? - cjm)? = Lo —cm)m?
2 f(a) + 5ol Ih[* = f(a) + (5o — Clh] )|l

> f(a) + ol
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Analogicky postupujeme v pfipadé negativné definitni formy. Je-li ) indefinitni,
pak existuji h,1 € RY takova, ze Q(h) < 0 < Q(1). Pro t € (0,1) dostateéns malé
pak mame (0 € (0,1) zdvisi na t i h)

N
1 1 ,
th) = (th) + = E: Oth)t3h;h;h
fla+th) = f(a )+2Q 6. 2 &namjaxk a+ 6th) il

sﬂw+§#mm+cﬁ<ﬂw.

Podobné f(a+ 1) > f(a) pro t € (0,1) dostateéné malé. O

Poznamka 12.6.10. (i) Staciondrni bod, v ném? je @ indefinitni, se nazjva sed-
lovyj bod. Typickym ptipadem je pocatek pro funkci f(x,y) = 2% — y2.
(ii) Matici druhych parcidlnich derivaci se fika Hessova matice. Znacime ji Hy(z).
(iii) Pokud je ve staciondrnim bodé @ netrividlni a pozitivné semidefinitni, po-
moci konce predchoziho dikazu nahlédneme, Ze v tomto bodé nemuze byt lokalni
maximum. Nicméné lokalni minimum v ném byt mutze a nemusi. Uvazte pocatek
a funkce f(z,y) = 2% +y*. Podobné pro netrivialni negativné semidefinitni formu.
(iv) Pokud je kvadratickéd forma piislusejici druhému diferencidlu pozitivné semi-
definitni na né&jakém okoli stacionarniho bodu, v bodé je (obecné neostré) lokalni
minimum. To ndm da nésledujici modifikace findlniho vypoc¢tu z predchoziho du-
kazu

0*f
fla+h) = +Z a)h; + = Z axzaxj( a+ 0h)h;h;
= f@)+ 5 8MQ@+%W@zﬂw
A

Podobné pro negativné semidefinitni kvadratickou formu na okoli stacionarniho
bodu.

(v) V pfipadé, kdy ndm pfedchozi véta poskytuje neplnohodnotnou nebo zadnou
informaci, nezbyva, nez se pokusit pouzit elementarni prostredky.

Priklad 12.6.11. Zkoumejme lokdlni extrémy funkce
flz,y,2) =23 + > + 22 + 122y + 22

na R3. Jedn4 se o C°°(R?)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

6 12 0
Vi(x,y, 2) = (32% + 12y, 2y + 122,22 +2) a Hf(z,y,2)=| 12 2 0
0 0 2

Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionarni body

a=(0,0,—1) a b= (24,—144,—1).
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V bodé b se pokusime aplikovat Sylvesterovo kritérium. Mame
D;=6-24>0, Dy=6-24-2—-122>0 a D3=6-24-2-2—-2-122>0.

Hessova matice je zde pozitivné definitni. Proto f mé v bodé b ostré lokalni mini-
mum. V bodé a méme
D, =0.

Odtud vidime, ze Hessova matice uz nemiize byt ani pozitivné, ani negativné
definitni. Navic
D3 = —2-12% £0.

Vsechna vlastni ¢isla jsou proto nenulova, a proto je Hessova matice indefinitni a
v bodé a je sedlovy bod.

Priklad 12.6.12. Zkoumejme lokélni extrémy funkce
flay) =2 +y* =y

na R2. Jedna se o C°°(R?)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

_ 3 _ o 2 (2 0
Vi) = @ -3 2 W)= (5 00 ).

Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionarni body a = (0,0) a b = (0,3).

V bodé b mame
3 2 0
Hf(()vZ): 0 27 _18 .

4 4

Hessova matice je zde pozitivné definitni. Proto f mé v bodé b ostré lokalni mini-

mum. V bodé ¢ mame
2 0
Hf(O,O):<0 0).

Hessova matice je netrividlni a pozitivné semidefinitni. V pocatku proto nemuze
byt lokalni maximum. Pokud si vSak povSimneme chovani funkce f na y-ové ose,
tedy

fOy) =y —y* =4y —1)

(pro y € (—1,0) méme kladné funkéni hodnoty, pro y € (0,1) zaporné), okamzité
dostavame, Ze v pocatku neni lokalni extrém.

Priklad 12.6.13. Zkoumejme lokéalni extrémy funkce
fla,y) =2 +y' =y

na R?. Jedna se o C°°(R?)-funkci, jejiz gradient a Hessova matice maji tvar

- s 4 (2 0
V(z,y) = (22,4y” = 5y°) a Hf(”f’y)—(o 12y2—20y3>'
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Z tvaru gradientu snadno nalezneme stacionérni body a = (0,0) a b = (0, 2).

V bodé b mame
2 0
H (0, %) = < 0 192 _ 256 ) .

25 25
Hessova matice je zde indefinitni. Proto f ma v b sedlovy bod.

V bodé a mame
2 0
mon=(20).

Hessova matice je netrividlni a pozitivné semidefinitni. V pocatku proto nemuze
byt lokdlni maximum. Na druhou stranu, mame

flzy)=2"+y" —y° =2+ y* (1 —y).

Odtud f > 0 na (—1,1)%\ {0, 0}, a proto je v poc¢atku ostré lokalni minimum.

12.7 Globalni extrémy funkci vice proménnych

Zakladni existen¢ni nastroj pro existenci globalnich extrému spojitych funkci jsme
uz méli a to sice existenci extrému spojitych funkci na kompaktnich mnozinach.
Vysledek se da lehce rozsifit, vyuzijeme-li jesté zakladni vlastnosti limity funkce.

Tvrzeni 12.7.1. Necht f: RV — R je spojitd na M C RV,

(i) Je-li M omezend a uzaviend, [ zde nabjvd svého mazima a minima.

(ii) Je-li M =RY q lim |, »oo f(2) = 00, f 2zde nabyvd svého minima. Podobné
pro maximum.

(iii) Je-li M = RN, lim),»o f() = 0 a existuje bod, v némZ md f zdpornou
hodnotu, pak na M nabyvd svého minima. Podobné pro mazximum.

Dikaz. Prvni vysledek jiz zndme, nebot omezenost a uzavienost v koneénédimen-
zionalnim prostoru implikuji kompaktnost. Dokazme druhy vysledek. Z definice
limity existuje R > 0 takové, ze

f>f(0)  naRY\Ug(0).
Navic Uz(0) je kompaktni, proto zde f nabyva svého minima a plati

min f =an;i£)f < £(0).

Z toho jiz plyne pozadovany vysledek. Ostatni tvrzeni dokdZeme pomoci podobné
myslenky. O

P¥iklad 12.7.2. Uvazme funkci f(x,y) = 22 + y? na mnoziné M = {(z,y) €
R%: |z| + ]yl <1}

Jedna se o spojitou funkci na kompaktni mnoziné, proto zde musi nabyvat
svého maxima a minima, které se nyni pokusime najit. Pfedné kazdy globalni
extrém na oteviené mnoziné je i lokdlnim extrémem, proto muzeme pouzit nutnou
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—1

Obrazek 12.3: Tlustrace mnoziny M = {(z,y) € R?: |z| + |y| < 1}.

podminku pro lokédlni extrém pro vylouceni velkého poc¢tu boda. Skutecné, funkce
f spliuje
Vi(z,y) = (2z,2y).

Proto ve vnitfku mnoziny M s vyjimkou pocatku nikde globalni extrém byt
nemuze. Hranice mnoziny M je tvorfenad ¢tyfmi tseCkami. Na tsecce v prvnim
kvadrantu se daji funkéni hodnoty popsat pomoci

o1(2) = flz,1—2) =2+ (1 —2)? = 22> — 2z + 1.

Je jasné, ze pokud funkce @1 nem4 lokalni extrém v néjakém bodé z € (0, 1), pak
ani funkce f nemé lokdlni extrém (vici M) v bodé (z,1 — z). Protoze

oi(x)=4r -2  na(0,1),

funkce f nema globalni extrém v Zadném bodé tvaru (z,1—x), kde z € (0,1)\{3}.
Ve druhém kvadrantu podobné pouziviame funkci

o) = fz,1 +x) =22> + 22 + 1 na (—1,0).
Pro jeji derivaci mame
oo(x) =4r+2  na(—1,0).

To mé za nasledek, Ze ani v bodech tvaru (z,1+ ), kde = € (—1,0) \ {—1}, neni
globalni extrém.
Ve tietim kvadrantu pouzivame funkci

o3(x) = flz,—1—2) =222+ 22+ 1 na (—1,0).
Pro jeji derivaci mame
oh(x) =4x + 2 na (—1,0).

Proto ani v bodech tvaru (z, —1—x), kde z € (—1,0)\ {—21}, neni globélni extrém.
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Konecné, ve ¢tvrtém kvadrantu pouzivame funkci
os(x) = flz,x —1) =222 2241 na (0,1).
Pro jeji derivaci mame
oy(xr)=4r—2  na(0,1).

Tedy ani v bodech tvaru (z,z — 1), kde # € (0,1) \ {3}, neni globalni extrém.
Shrneme-li dosavadni vysledky, pak vime, ze funkce f svych globélnich extrému
nabyvd, ale nemtze to byt v zddném bodé s vyjimkou bodu (0,0), (1,0), (0,1),
(-1,0), (0,-1) a (—=%,-2), (3,-3), (—3.3), (3, 3). Do téchto bodt staci jiz jen
dosadit

P =D = fG-D = Fh D = £ D = )
a jiz vime vSe, co potfebujeme.

Poznamka 12.7.3. Samoziejmé Slo vyuZit symetrie a uvazovat pouze prvni kvad-
rant. Pak ovSem musime navic uvazovat uméle vzniklou hranici.

Poznamka 12.7.4. Pfi pravé pouzité metodé nevadi, pokud nebudeme piilis
dusledni pfi vylucovani bodi, kde extrém byt nemiize. Posledni faze (dosazovani)
si s takovymi body poradi.

Ve vyssi dimenzi mize byt pomérné komplikovany rozklad na mnoziny, kde
ovéfujeme nutnou podminku lokalniho extrému pro funkci vySetfovanou pomoci
funkci pomocnych. Nékdy byvéa vyhodny popis takovych mnozin pomoci vyroki.
Déle si musime kompaktni mnozinu nékdy umeéle vyrobit a pak ji porovnat s
mnozinou ptuvodni.

T4y
1422

M = {(z,y,2) eR*: 2> 2* Az > |y|}.

Piiklad 12.7.5. VySetfujme extrémy funkce F(x,y,z) = na mnoziné

Nejprve si povS§imnéme toho, ze
1
(£1,0,1) e M a f(£1,0,1) = ii’

a pro (z,y,z) € M takové, ze z > 25 plati

x Y vz z
<
\f(x,y,z)|_‘1+z\/g +‘l+z\/2 _1+z\/5+1+z\/5
<1+ 1 < 6 <1
ST ETS Y

Proto na kompaktni mnoziné (omezend mnozina, kterd je pranikem t¥i uzavienych
mnozin)
N :={(v,y,2) ER*: 2 > 2® Az > |y| A 2 < 25}
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funkce f nabyva svého maxima a minima a plati
min f = min a max f = max f.
N ! M / N ! M !

Staci tedy vySetfovat extrémy na mnoziné N. Mnozinu N si rozdélime na deset

kst Ny ={2€(0,25) Az € (—V2,Vz € (—2z,2)}
No={z€(0,25) Az € (—2,V2 —z}
N3 ={z€(0,25) Ax € (—V2,V2) z}

Ny={2€(0,25) Nx =—/2 Ay € (—22)}

(0,25) )
(0,25) )
(0,25)
(0,25)

N5 ={z€(0,25) A :\/EAyE(—z,z)}
(0,25) A
(0,25) A
(0,25) A
(

@c@@
H

A
A
A
(=2

Ne={2€(0,25) Ao = —/zAy=—2z}
Ny ={2€(0,25) Az = -z Ay ==z}
Ng={z€(0,25) Nz =2 Ay=—z}
Nog={z€(0,25) N\ =z Ay==z}
N1p ={(0,0,0)} U(NN{z=25})}.
Podle predchozich vypocti a podle f(0,0,0) = 0 hledané extrémy nemohou byt
na mnoziné Nyg. Na mnoziné N; (oteviend mnoZina) mame
of _ 1 _
Or 1+ 2z’

proto extrémy nejsou ani zde. Pro studium chovani funkce f na N, pouZijeme

pomocnou funkci
T —z

o0 =

definovanou na oteviené mnozing {z € (0,25) Az € (—+/z,+/2)}. Diky tomu, Ze

84,02 _ 1 4 4 s : ~ v
B = TTevE hledané extrémy nejsou ani zde. Podobné pro mnozinu N3.

V ptipadé mnoziny Ny je rozhodujici chovani

—Vzty
04y, z) = m

na oteviené mnoziné {z € (0,25) Ay € (—z,2)}. Diky tomu, Ze %‘2‘* = HTI\/E’ ani
zde hledané extrémy nejsou. Podobné pro mnozinu Ns.
Pristupme k mnozinam Ng, N7, Ng, Ng. Zde zkoumame funkce typu

+/z+z2

e pro z € (0, 25).

Z dosavadnich vypoctl a pravé uvedenych formuli plati

. Vztz t+t2 t
—min f = max f = max = max —— = max —————— =
M M 2€(0,25) 1 + z\f te(05) 1 +13  te(05) t2 —t+1
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Uplné napravo jsme pouzili

( t )Qfﬁ—t+1fﬂ%44) 1—t2
B (2 —t+1)2 (12 —t+1)2°

2 _t+1 -

P1i popisu chovani funkce na hranici se také mohou hodit polarni nebo sférické
soufadnice.

Priklad 12.7.6. Zkoumejme extrémy funkce f(z,y) = 4z + 3y na uzavieném
jednotkovém kruhu. Extrému se opét nabyva. Na vnitiku kruhu plati

of _

=3
Oz ’

extrémy proto musi byt na hranici. Tu popisme pomoci polarnich soutadnic
x=cost a y=sint pro t € [0, 2m).

pro funkci ¢(t) = f(cost,sint) mame diky Cauchy—Schwarzové nerovnosti pro
skalarni souéin (Véta 11.1.12)

|f(t)| = |4cost + 3sint| = |(4,3) - (cost,sint)| < |(4,3)|||(cost,sint)||=5-1=25,

pricemz hodnoty na pravé strané je dosazeno, jsou-li vektory ve skalarnim soucinu
rovnobézné. Odtud
inf=-5 a ax f = 5.
uin f gl

V nékterych pfipadech muze byt vyhodnéjsi (nebo jediné mozné) popsat hra-
nici mnoziny implicitné. Tehdy je tfeba pouzit nize uvedeny nastroj. Ten miize
byt nékdy vyhodny i za situaci, kdy lze vyjadrit hranici explicitné, ale prislusné
vyjadieni je ptilis komplikované.

Véta 12.7.7 (O Lagrangeovych multiplikdtorech). Necht Q@ C RN je otevrend
mnoZina, m € N, m < N a f,g1,...,9m € C1(Q). Oznacme

M ={z € Q: gi(x) =0 pro vdechna i € {1,...,m}}.

Necht matice {agim(fl) }Q{ijl md hodnost rovnu m. Jestlize f md v a € M lokdlni
; :

extrém vzhledem k M, pak existuji ¢isla A1, ..., Ay € R takovd, Ze

Diikaz. Ozna¢me s = N — m. Diky predpokladu o hodnosti matice popsané ve
vété lze v matici {gﬁ? (a)}z’;’{\[jzl najit s takovych sloupcti, ze jejich vynechdnim
; ;

ziskdme regularni ¢tvercovou matici. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze
jsme vynechali prvnich s sloupcii. Aplikaci Véty o implicitni funkei (Véty 12.4.13)
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dostavame 0, A > 0 takova, ze pro kazdy bod (x1,...,xs) € Us((a1,...,as)) exis-

tuje prave jeden bod (zs41,...,2n5) € Ua((Gs41,---,an)), ktery budeme v dalsim
znacit g(zq,...,xs), splitujici pro v8echna i € {1,...,m}

0= gi(xh'"7I’Sawl(zla"'7x8)7"'7@m(x15"'ax8)) = ni(zla"'v‘rs)'

Navic @ € C*(Us((a1,...,as));R™). Definujme ¥: R®* — R na Us((a1,...,as))
predpisem

V(xy, .. xs) = f(T1, -, e, p1(T1, o, Ts)y ooy Pm(T1, -0, Ts))-

Pak podle fetizkového pravidla i € C1(Us((ay,...,as))) a podle pfedpokladu véty

mé v bodé (ay,. .., as) lokilni extrém. Proto pro v8echna j € {1,..., s} plati podle
fetizkového pravidla
_ oy
Oz, Er CRERRED)
m 12.7.1)
o of o (
—(ay...,aN) + (a1...,any)=—(ay...,as).
81‘] ; 0T stk Ox;
Navic plati pro vSechna j € {1,...,s} a vSechna i € {1,...,m}
00 an;
0 - LR s y Ws
Oz (a1.-5a5) = 8z]< as)
m 12.7.2
ag’L + Z 691 )3%( a ) ( 7 )
837] 8xs+k o Tmss
Definujme nyni linedrné nezavislé vektory v;, j € {1,..., s}, pfedpisem

9] Ipm
UJ:((Slj,(SQj,...,(s(‘ ﬂ((J,l...76L) ‘P ( aip . ..,as)>.

S
7" Oz oy

Definujme jeste
H = span{vy,...,vs}

a necht H+ je ortogonélni doplnék H v R. Podle (12.7.1) méame
Vf(a)-v;=0  prokazdéje{l,...,s}
a podle (12.7.2) zase
Vgi(a)-v; =0 prokazdé j € {1,...,s} aie {1,...,m}.
Odtud Vf(a) € H+ a Vg;(a) € H* pro kazdé {1,...,m}. Dokonce musi platit
span{V1(a),. .-, Vom(a)} = HY,

nebot podle pfedpokladu o matici je nalevo m-dimenzionalni prostor a prostor
napravo ma dimenzi N — s = m (podivejte se na definici H a H~). Proto musi
byt V f(a) linedrni kombinaci Vg;(a), ¢ € {1,...,m}. O
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Poznamka 12.7.8. (i) Cisla A1, ..., \,, se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory.
(ii) Jednotlivé funkce g1,...,gm se nazyvaji vazby. Odpovidajicim extrémim se
tikd vdzané extrémy.

(iii) Prestoze se znéni véty tyka lokdlnich extrémi, tato véta se v praxi takika
vyhradné pouziva na hledani extrému globalnich. Na druhou stranu, existuji ob-
sahlejsi verze véty umoznujici vytvorit kvadratickou formu, jejiz definitnost urcuje
typ lokdlniho extrému (zde je potfeba postupovat velmi opatrné, musi dojit ke
snizen{ dimenze za pomoci Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13).

(iv) Predchozi véta se v praxi pouzivd podobné jako nutnd podminka k vylouceni
bodd, v nichz lokélni extrém byt nemize. Tentokrat nam ale zbudou dva druhy
bodi. Jednak to jsou body, které porusuji podminku o hodnosti matice, dale body,
které spliuji vazebni podminky a existuji pro né Lagrangeovy multiplikidtory. Ve
druhém pripadé méme soustavu

gi(a) =0 proi € {1,...,m}

of Oy

—(a) = A e{l,...,N}.

ax] (a’) Z T ax] (a’) pro j { }

i=1

Celkové v tomto pfipadé méame m + N (obecné nelinedrnich) rovnic pro N + m
neznamych aq,...,an,A1,..., \;m. Hodnotu konstant Aq,..., A\, znat nepotiebu-
jeme.

(v) Vyse uvedeny postup je také mozno interpretovat tak, ze si definujeme pomoc-
nou funkci

L(z1,...,zN) == f(z) — Z)\igi(x)

a zkoumame, které body z mnoziny M mohou byt stacionarnimi body funkce L
alesponn pro jednu sadu parametri Ai,...,\,. Ekvivalentné mizeme definovat
dokonce

L(zy,...,xN, A1y s An) i= fx) — Z)\,gz(x)
i=1

a zkoumat stacionarni body této funkce N + m proménnych.

Nyni si novou metodu ukazeme na piikladech. Ctenaf si jisté véimne, Ze vechny
nize uvedené piiklady se daji fesit rychleji bez pouziti Lagrangeovych multiplikéa-
tord (tfeba pomoci polarnich soufadnic). Upfimni autofi zde musi pfiznat, Ze ne-
znaji jediny priklad, u kterého by mél vypocet za pouziti Lagrangeovych multipli-
katord rozumnou délku, a zaroven priklad nesel fesit elementarnéjsim a rychlejsim
zpusobem.

P¥iklad 12.7.9. Hledejme globélni extrémy funkce f(z,y) = 2> + y* na mnoziné
M = {2%+y? < 1}. Mame spojitou funkci na kompaktu, proto se extrémi nabyva.
Na vnitiku mnoziny M pouzijeme nutnou podminku, kterd nam spolu s

Vi =(32%3y%
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dava pocatek jako jediny bod podeziely z extrému. V tomto bodé vSak extrém
byt nemuze, protoze se v kazdém jeho okoli nalézaji jak body s kladnou funkéni
hodnotou, tak body se zapornou funkéni hodnotou, zatimco v pocatku je funk-
¢ni hodnota nulova. Na hranici mnoziny M pouzijeme metodu Lagrangeovych
multiplikatori. Definujme

gz, y) =2 +y* — 1.

Pfedné Vg = (2z,2y). Proto je podminka o hodnosti matice porusena pouze
v pocatku. Ten ale nespliiuje vazebni podminku. Nyni polozme

L(z,y) =2 +y° — ANa® +y* - 1).

Pak oL
% = 3[)32 — 2)\.')3
oL
— =3y% —2\y.
By Yy Y
Celkové ziskévame soustavu
0=32%—2\z
0=3y>—2\y
1 =24 9%

Nyni mame t¥i moZnosti. Pokud = = 0, dostavdme podezielé body (0,41). Pokud
y = 0, dostavame podezielé body (£1,0). Koneéné, pokud x # 0 a y # 0, mame

3r =22 =0=3y —2A = =y = (m,y)=(i%,i%).

V ostatnich bodech byt extrémy nemohou. Nyni staci dosadit

. 75)

=
=8

2
a vime vse.

Priklad 12.7.10. Hledejme globélni extrémy funkce f(z,y) = xy+2x2z na mnoZiné
M = {2? +y?> <1 A 22+ 2% < 1}. Mame spojitou funkci na kompaktu, proto se
extrému nabyva. Piedné si povSimnéme toho, Ze globalni minimum musi byt za-
porné a globdlni maximum kladné (uvazte f( :I:%, %, 1—10)) Na vnitiku mnoziny M
pouzijeme nutnou podminku a diky

Vf=(y+za0)

dostavame, ze pokud by se uvniti mnoziny M v néjakém bodé nabyvalo extrému,
muselo by pro néj platit x = 0, ¢emuz ale odpovidd nulovéa funkéni hodnota, ktera
vsak nemuze byt extrémem, jak jsme zjistili vySe. Hramici mnoziny M si rozdélime
na tii podmnoziny

OM = My U My U M3,
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kde
My ={2>+y? =1A2?+22 <1}
My ={2* + 9> <1A2?+22=1}
My ={2®+y? =1A2?+ 22 =1}
Na mnozing M; mame vazbu g(z,y,z) = z? + y* — 1. Diky tomu, e Vg =

(2z,2y,0), je podminka na hodnost matice porusena jen pokud z =y = 0, kde je
ovSem pro nas nezajimava nulova funkéni hodnota. Déle pracujeme s funkci

L(z,y,2) = zy + xz — Ma® +y* — 1).

Po zderivovani mame

oL

i _9
B y+z Ax
oL

— =1z —2\

dy o Y
oL

5

Odtud dostavame soustavu
O0=y+2z—-2\z

0=x—-2\y
0=z
1:172—|—y2.

Tuto soustavu neni nutné fesit, protoze podminka x = 0 zarucuje, Ze mizeme do-
stat pouze body s nezajimavou nulovou funkéni hodnotou. Podobné postupujeme
na mnoziné Ms. Ze symetrie tlohy v proménnych y a z je hned vidét, ze opét
globalni extrém neziskame.

Piistupme kone¢né k mnoziné M3. Zde mame dvé vazby g(z,y,2) = 22 +y*—1
a h(x,y,z) = 22 + 22 — 1. Podminka na hodnost se tyka matice

2¢ 2y O
( 2¢ 0 2z ) '
Hodnost této matice nebude rovna dvéma, pokud budou fadky linedrné zavislé.
Pokud vylou¢ime nezajimavy p¥ipad z = 0 (vede na nulovou funkéni hodnotu),
linearni zavislost fadkti mtze nastat uz jen v piipadé y = z = 0, ktery opét vede
na nulovou funkéni hodnotu. Definujme pomocnou funkeci

L(z,y,2) = xy + 2z — M2® +9° — 1) — p(z? + 2% - 1).

Po zderivovani mame

oL
— =y+z—2\r —2ux
Ox
oL
— =x—2X
dy * Y
oL
=x—2uz.

9z
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Odtud dostédvame soustavu

O0=y+2z—2\r—2uzx

=x—2\y
0=2—2uz
1= a2+ 2

1 =22+ 22

Posledni dvé rovnice davaji, ze bud y = —z nebo y = z. Prvni pfipad opét vede
na nulovou funkéni hodnotu. Zabyvejme se pripadem druhym a to jen v pripadé
x # 0 (jediny zajimavy). Zde madme A = p # 0. Ze druhé rovnice vyjadiime x a
prvni rovnice pak ma tvar

0 =2y — 4 z = 2y — 8\%y = 2y(1 — 4\?).

Zbyva nam vysetfit tfi moznosti. Pokud y = 0, mame rovnéz z = 0 a nulovou
funkéni hodnotu. Pokud A = :I:%, plati x = +y. Odtud

1
1=a?+y* =2 = y2:§.

Proto
Odtud min,; f = —1 (nabyva se ho ve dvou bodech (HF%,
maxys f =1 (nabyvé se ho ve dvou bodech (i%, i%, i%))

:I:%,:I:%)) a déle

12.8 Veéta o regularnim zobrazeni

V dalsim se budeme zabjvat otdzkou invertovatelnosti zobrazeni f: RN — RY.
Vysledky, které ziskame, jsou dilezité napiiklad pfi vicerozmérné integraci nebo
pri feSeni parcidlnich diferencialnich rovnic pomoci vhodné zmény souradného sys-
tému.

V jednorozmérném piipadé nadm k invertovatelnosti na otevieném intervalu
stacl, kdyz méa funkce spojitou a nenulovou derivaci. Zde se pokusime obdrzet
vicerozmérnou analogii takového vysledku.

Definice 12.8.1 (Jacobin). Necht viechny slozky zobrazeni f: RV — RY maji
v bodé a € RN parcialni derivace. Pak matici

0 0
Lla) - H(a)
9 : . o .
a{g (a) - aiﬁ (a)

nazyvame Jacobiho matici zobrazeni f v bodé a. Jeji determinant se nazyva Ja-
cobiho determinant nebo téz jacobidn a znadi se Jg(a).
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Definice 12.8.2 (Regularni zobrazeni). Necht f: RV — RY a QO c RM. Rekneme,
ze f je reguldrni zobrazeni na §2, jestlize

(1) mnozina 2 je oteviena
(i) f € C1(Q;RM)
(iii) J¢ # 0 na Q.

Priklad 12.8.3. (i) Pfipomerime si polarni soufadnice definované vztahy

T =T1Cosp
Yy =rsing.

Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r,¢) — (x,y), které zobrazuje (0,00) X
(—m,7) na R?\ {z <0 Ay = 0}. Jacobiho matice m4 tvar

cosp —rsing
singp rcose '

Proto J¢ = r # 0 na studované mnoziné a jedna se o regularni zobrazeni.
(ii) Sférické souradnice jsou definované vztahy

T = 7 COoS 1 Cos Y

Y = rcosy sin g

z = rsiny.
Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r, 4, @) — (z,y, 2), které zobrazuje (0, 00) X
(—Z,2) x (—m,7) na R3\ {x <0 Ay =0}. Jacobiho matice m4 tvar

272

cospcosyp —rsinycosp —rcosysinp

cossing —rsinysing  rcosycosy
sin 7 cos Y 0
Proto Jg = —12 cos 1) # 0 na studované mnoziné a jednd se o regularni zobrazeni.

(iii) Vélcové soutadnice jsou definované vztahy

T =TrCosp
=rsing
z=h.

Nejcastéji se pracuje se zobrazenim f: (r, o, h) — (z,y, z), které zobrazuje (0, 00) X
(—m,m) x Rna R®\ {# <0 Ay =0}. Jacobiho matice ma tvar

cosp —rsing 0
sinp rcose 0

0 0 1

Proto J¢ = 7 # 0 na studované mnozin€é a jednd se o regularni zobrazeni.
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Cviceni 12.8.4. Rozmyslete si, jak se zavadi sférické souradnice v R™.

Véta 12.8.5 (O inverzi (lokaln{ verze)). Necht f: RNV — RY je requldrni zobrazeni
na U, (a) pro jistd a € RN a1 > 0. Pak existuje o > 0 s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) £ je prosté na Uy (a)

i) f(U,(a)) je oteviend mnoZina v RN (s jakoukoliv normou)
iii) znaci-li g mverzm zobrazeni k £y, (o), pak g € CY(f(U,(a));RN)
iv) Jg(f(2)) = 51 ( 5 pro vSechna x € Uy (a)

(i
(
(
(v) pokud k € NU {oc} a f € C*(U,(a);RYN), pak g € CF(f(Uy(a));RY).

Diikaz. Diikaz je zaloZen na Vété o implicitni funkci (Véta 12.4.13), kde prohodime
roli proménnych x1,...,2x ay1,...,yn. Prox € U, (a) ay € RV definujme funkce

Fi(x,y) =y — fi(z)  proie{l,...., N}
Pro tyto funkce plati
Fi(a, f(a)) = fi(a) — fi(a) =0 pro vSechna i € {1,..., N},
F, € CY(U(a) xRN) a

O (q,f(a)) - S <a,f<a>>
det : : = (=1)NJ¢(a) # 0.
O (a,f(a)) -+ sz f(a))

MiZeme proto aplikovat Vétu o implicitni funkei (Véta 12.4.13) a dostdvame §, A >
0 takova, Ze pro kazdé y € Us(f(a)) existuje pravé jedno = € Ua (a) spliiujici

0=Fi(z,y) =y — fi(z) pro vSechna ¢ € {1,..., N}.

Oznacime-li toto z jako ¢(y), pak ¢ € C1(Us(f(a)); RY). Ze spojitosti £ v bodé a
plyne existence o € (0, A) spliiujiciho

f(x) e Us(f(a)) pro kazdé x € Uy (a).

Diky tomu je f prosté zobrazeni na U, (a). Skutecné, f zobrazuje U, (a) do Us(f(a))
a tam kazdému bodu y € Us(f(a)) odpovida pravé jeden bod x € Una (a) splitujic
y = f(x) podle vysledki ziskanych vyse.

Dokazme nyni otevienost f(U,(a)). Necht y € f(U,(a)) a = € U,(a) je takovy
bod, ze f(z) = y, neboli x = ¢(y). Z toho, Ze y € Us(f(a)), a spojitosti ¢ na
f(Us(a)) plyne existence 1 > 0 spliiujictho

Uy(y) CUs(E(a))  a  pUy(y)) CUs(a).

Z posledni vlastnosti diky predchozi konstrukci dostavame U, (y) C f(Uy(a)). To
dava otevienost f(Uy(a)).

Tvrzeni (iii) a (v) plynou z toho, Ze funkce F; maji stejnou hladkost jako
funkce f; a tuto hladkost maji podle Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13) rovnéz
jednotlivé slozky zobrazeni ¢.
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Koneéné, tvrzeni (iv) ziskdme derivovdnim vztahu ¢(f(x)) = = na U, (a). Sku-
te¢né, podle fetizkového pravidla méame

S(E() - SR ) [ LW o 2w
Vip(f(2))) = : . : : . :
TrE@) o GEt@) )\ @ - f@)
a to se ma rovnat jednotkové matici. O

Poznamka 12.8.6. Nenulovost jakobidnu spolu s hladkosti (na rozdil od jedno-
dimenzionalniho p¥ipadu) nejsou globalné schopny zaruéit prostotu. To si snadno
uvédomime, pokud uvazime polarni soufadnice s proménnymi (r, ) z mnoziny
(0,00) x R.

Véta 12.8.7 (O inverzi (globalni verze)). Necht f: RN — RN je reguldrni zobra-
zeni na oteviené mnoziné  C RN. Pak

(i) £(Q) je oteviend mnoZina

(ii) £ je lokdlné prosté, neboli ke kazdému bodu z Q) existuje okoli, kde £ je prosté.
Je-li navic £ prosté na Q, odpovidajici inverzni zobrazend je requldrni na £(Q) a
pro kazdé x € Q je Jacobiho matice £ v bodé x inverzni matici k Jakobiho matici

zobrazeni =1 v bodé f(x).
Je-li £ prosté na Q, k € NU{oc} a f € C*(Q;RYN), pak £~1 € CF(£(Q2);RN).

Dikaz. Tvrzeni (i) a (ii) plynou z piedchozi véty (pfipomenme, Z%e sjednoceni
otevienych mnozin je oteviend mnozina). Zbyla tvrzeni plynou rovnéz z predchozi
véty, nebot maji lokalni charakter. O

Poznamka 12.8.8. Pfedchozi vété se také fikd Véta o reguldrnim zobrazeni (pfes-
néji, tyka se to dvou tvrzeni pro f prosté).

Priklad 12.8.9. Pfevedme do polarnich soufadnic a tim vyfesme tlohu

x@f @—O
Oy Yor —

Definujme pomocné zobrazeni u(r,¢) = u(z(r, ), y(r,¢)) pro (r,¢) € (0,00) X
(—=m,7), neboli w = wo f, kde f bylo pfedstaveno v prvni ¢asti Piikladu 12.8.3.
Podle globalni verze Véty o inverzi (Véta 12.8.7) funkce u € C*(R2\ {z < 0Ay =
0}) fesi piivodni tlohu na R? \ {x < 0 Ay = 0} pravé tehdy, kdyz nova funkce
u € CY((0,00) x (—m, 7)) fesi na (0,00) x (—m,m) novou tlohu, kterou ziskame
prepocitanim pomoci fetizkového pravidla. Mame

07 _0udfi , 0udfy Ou . ou
or  dx Or = Oy Or  Ox DEP dy
ou Oudf; Oudfy ou | ou

= - —— = — TS+ ——rcosy,

Ao Oz dp Oy dp Oz dy

sin ¢
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a proto
ou Ou 10u
ar  or ‘YT rap Y
ou Ou ., 10u
@:ESIH@+;%COS@.

Ptvodni rovnice dostava novy tvar
10u l1ou |, ou
9

ou ou
O:rcosw(a—usin@—&—fa—cosgo)—rsincp(a—ucosgo—fa—sm =35
r r Op r r Oy %)

Proto jsou FeSenim nasi rovnice funkce tvaru @(r, p) = U(r) pro jakoukoliv funkci
U € C*((0,00)). Odtud ptivodni tlohu fesi

w(z,y) = U(V/a? +y2) = U(a® + 3?) naR?\ {z <0Ay=0}.

Toto je ziejmé feseni na R? \ {(0,0)}. Je-li mozné funkci U v poéatku spojité
(zprava) dodefinovat tak, aby existovala U’ (0), mame FeSeni na celém R?.



Kapitola 13

Klasicky variaéni pocet

13.1 Uvod

Stejné jako bylo pﬁrozené rozsirit teorii extrémﬁ funkci jedné realné proménné
néjsi pristup. Budeme se zabyvat extremy v nekone¢nédimenzionalnich prostorech,
jejichz prvky jsou funkce. Jako motivaci si uvedme néasledujici piiklad.

Pi#iklad 13.1.1 (Uloha o brachystochroné). Nechf a,b,4,B € R, a < b, A > B.
Nasim cilem je nalézt trajektorii, po niz se hmotny bod vlivem ptsobeni gravitace
co nejrychleji dostane z bodu (a, A) do bodu (b, B) (jind interpretace: mezi obéma
body vyrobime skluzavku a nechame po ni sklouznout kulicku, pricemz zanedbéa-
vame tfeni a predpokladame, zZe se kulicka klouze, nekutali se, nebo jeji moment
setrvacnosti je zanedbatelny). Bereme-li do Givahy jen trajektorie, které je mozné
popsat jako graf C!([a, b])-funkce, pak pro celkovy ¢as mame

pficemz integral budeme brat bud Newtontiv nebo, pokud je to mozné, i jako
Riemanniiv. Toto plati pro celou kapitolu a nebudeme se k tomu jiz vice vracet.
Vyjadfeni rychlosti v ziskdme ze zdkona zachovani mechanické energie

(@) tmgy(e) =mgA = v(x) = 2g(A— y(2).

Celkové minimalizujeme funkciondl

-5 e

pies funkce z C([a,b]) spliujici y(a) = A a y(b) = B. Viimnéme si jesté, ze diky
pocatedni podmince y(a) = A nelze integral uvazovat jako Riemanntv.

207
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Definice 13.1.2 (Funkcionél). Zobrazeni z normovaného linedrniho prostoru do R
se nazyva funkcional.

Piiklad 13.1.3. (i) Délka grafu funkce

b
F(y) :/ V1+y/(z)de

je funkciondl na C'([a,b]) (pfipometime jesté, ze na C'([a,b]) je zvykem zavadét
normu ||yl 1 (fa,5)) = maxia ) [y| + maxa s [y']).

(ii) Riemanniv (¢i Newtontv) integral z funkce f je dokonce linedrni funkcional
na C([a,b]).

(iii) Funkciondlem na C*([a, b]) je také

b
F(y) = / y2(x) da.

V dalsim si nejprve vybudujeme abstraktni teorii pro klasifikaci lokalnich ex-
trému, ktera se velmi podoba teorii pro lokalni extrémy funkci vice proménnych.
Pozdéji pti aplikaci této teorie zjistime, Ze kupftikladu ovéfovani pozitivni defi-
nitnosti druhého diferencidlu v nekone¢né dimenzi neni viilbec snadné a vyzaduje
vybudovani novych néastroji. Pravé toto rozsifeni abstraktni teorie bude tézistém
této kapitoly. Nakonec se budeme zabyvat nékolika klasickymi tlohami, jako jsou
jiz zminénd tloha o brachystochroné ¢i tiloha o zavéseném fetézu.

Nage teorie bude pracovat s prostorem C([a, b]). Na rozdil od p¥ipadu extrémi
funkci vice proménnych se ndm podaii ziskat jen velmi slabé vysledky ohledné
existence globalnich extrému. Konkrétné bude zcela chybét vysledek, ktery by byl
svou uZzite¢nosti srovnatelny s Vétou o nabyvani extrémi spojitou funkei (Véta
11.9.16), tj. Ze spojitd funkce na omezené a uzaviené (tedy kompaktni) mnoziné
nabyvé svého maxima a minima (v nekoneénédimenzionalnim prostoru omezenost
a uzavienost neimplikuji kompaktnost). Moderni matematickd analjza z téchto
dfivodt prostor C!([a,b]) nahrazuje takzvanymi Sobolevovymi prostory, které jsou
vybudovany na teorii Lebesgueova integrdlu a z hlediska variacniho poc¢tu nabizeji
silnéjsi vysledky. Tyto partie jdou ale nad rdamec téchto skript.

13.2 Abstraktni teorie

Protoze v prostorech funkci neméame prirozené danou kanonickou bézi, zakladnim
pojmem diferencidlniho poctu je derivace ve sméru.

Definice 13.2.1 (Géateauxtiv a Fréchettiv diferencial). Necht X je normovany
linearni prostor, F': X — R je funkcional a a € Dp.

(i) Necht h € X a existuje § > 0 takové, Ze {a + th: |t| < §} C Dr. Rekneme, Ze
F mé v bodé a Gateauziv diferencidl ve sméru h (nebo téz Gdteaurovu derivaci
ve sméru h), jestlize existuje vlastni limita

F(a+th)—F(a) d

lim = ZF(a+ th)]io.

t—0 t
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Tuto limitu pak znacime 0 F(a; h) a nazyvame ji Gdteauzovym diferencidlem funk-
cionalu F' v bod€ a ve sméru h.

(ii) Necht existuje > 0 takové, Ze Us(a) C Dp. Rekneme, Ze F' ma v bodé a Fré-
chetiv diferencidl, jestlize existuje spojity linearni funkcional L: X — R spliujici

F h) — F(a) — Lh
lim £@ 1) — Fla) =0.

h—0 17l
Zminény linedrni funkcionél pak znac¢ime dF(a) a nazyvame jej Fréchetovym dife-
rencidlem funkcionalu F' v bodé a.

Poznadmka 13.2.2. (i) Snadno se ovéfi, ze Gateauxtv diferencidl (v daném bodé
a sméru) a Fréchettiv diferencidl (v daném bodg) jsou v pifipadé existence urceny
jednoznacné.

(i) Pro funkce vice proménnych (tedy X = R¥ s libovolnou normou) je Gateauxiv
diferencial derivaci ve sméru a Fréchetiv diferencial je totalni diferencial.

(iii) Existence Fréchetova diferencidlu zfejmé implikuje existenci Gateauxova di-
ferencialu pro kazdy smér a pak plati

0F (a;h) =dF(a)(h).

Toho se vyuziva pfi hledani Fréchetova diferencialu. Spocitame Gateauxovy dife-
rencialy ve vSech smérech a mame jediného kandidata na Fréchetiiv diferencial.
(iv) Existence Fréchetova diferencidlu implikuje spojitost.
(v) Zatimco linedrni zobrazeni mezi kone¢nédimenziondlnimi prostory jsou vzdy
spojita, v nekone¢né dimenzi toto neni pravda. Staci uvazit prostor ¢ a na ném
funkcional

Lx:=x1 + 229+ 323+ ...,

kde © = {x1,x2,x3,...}. Tento funkciondl je zfejmé linedrni, ale pro prvky e, =
{01352, plati

ek_ ei o
L(z)—l, Eo0ve a L0)=0.

Priklad 13.2.3. Uvazujme zobrazeni
1
F(o) = [ o) do
0
na C([0,1]). Pro kazdé h € C([0,1]) at € R\ {0} méme

F(y +th) — F(y)
t

1 1 1 1
= ;/ z((y +th)* —y?) de 2/ 2myhdx—|—t/ zh?dx.
0 0 0

Odtud (pro zafixované h jsou oba integraly koneéné)

1
0F (y; h) = / 2xyh dz pro vSechna y € C([0,1]) a h € C([0,1]).
0
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Tim jsme zaroven dostali i jediného kandidata na Fréchettv diferencidl. Zbyva
ovéfit podminku z definice. Mame (|| - || zna¢i normu na prostoru C([0,1]), tedy
1]} = maxo 1y [A])

F — F(y) — 6F(y; I I
(y + h) (y) 4 (yv h) — 7/ x((y+h)2—y2—2yh) dz = 7/ th dl‘,
7] 17l Jo 171l Jo

kde staci vyuzit

I 1/t 1
‘—/ xh2dx‘ < —/ 1-max?|h|dz = ——max?|h| = ||h|
121 Jo 1Rl Jo — 0] [[2]] T0.1]

a odtud jiz snadno obdrzime existenci Fréchetova diferencidlu. Proto dF(y)(h) =
fol 2xyhdz.

Cviceni 13.2.4. (i) Uvazte zobrazeni

Py = [ oy @

na C1([0,1]), kde 1Rl ¢ (jo,1)) = max(o 17 |h| +maxg 1) [2/|. Stejnym postupem jako
v predchozim prikladu ukazte, ze

dF (y)(h) = 6F (y: h) = /0 ey dz Wy e CY((0,1]) a h € CL(0,1]).

(ii) Podobné pro

ziskejte
dF(y)(h) = 6F(y; h) = 2/0 (xyh +xy'h)dz Yy € C'([0,1]) a h € C*([0,1]).

(iii) Pfedchozi piiklady naznacuji, jak vypadd zakladni aritmetika Gateauxova
diferencidlu (p¥ipadné Fréchetova diferencidlu). Cemu se rovna 6(aF + BG)(y; h)
pro «, 8 € R a funkcionaly F, G? Vyslovte odpovidajici vétu a dokazte ji.

Definice 13.2.5 (Lokalni minimum). Nechf X je normovany linedrni prostor
a F: X — R je funkcional. Rekneme, e a € Dp je bodem lokdlniho minima
funkcionédlu F, jestlize existuje € > 0 takové, ze

F(a) < F(x) pro vSechna x € U.(a) N Dp.

V pfipadé ostré nerovnosti na P.(a) N Dr hovofime o ostrém lokdlnim minimu.
Analogicky se definuje lokalni maximum.
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Definice 13.2.6 (Stacionarni bod). Nechf X je normovany linedrni prostor a
necht F': X — R je funkcionél. Rekneme, ze a € D je staciondrnim bodem (nebo
extremdlou nebo kritickym bodem) funkcionalu F, jestlize

0F(a;h) =0 pro vSechna h € X.
Zakladnim tvrzenim pravé budované teorie je nasledujici nutnd podminka.

Véta 13.2.7 (Eulerova nutna podminka). Necht X je normovany linedrni prostor,
funkciondl F: X — R md lokdlni extrém v bodé a € X, je definovdn na néjakém
okoli bodu a a h € X. Pokud existuje 0F (a;h), pak 6F(a;h) = 0.

Dikaz. Ve plyne z chovani funkce ¢ — F(a+th), nebot toto zobrazeni ma v bodé
t = 0 lokalni extrém. O

Priklad 13.2.8. Uvéazime-li funkcional z Ptikladu 13.2.3, pak je Eulerova nutna
podminka splnéna zfejmé pro y = 0. Naopak, nutnd podminka neni splnéna pro
zddnou jinou spojitou funkci. Skutecéné, je-li y € C([0,1]) netrividlni, sta¢i zvolit
h := y a dostaneme nenulovy integral (pokud existuje z € [0, 1] takové, ze f(zg) >
0, diky spojitosti na jistém okoli plati f(z) > 1 f(zo), atd.).

Poznamka 13.2.9. V pfedchozim piikladu jsme méli velice jednoduchy funkcio-
nal, a proto bylo pomérné snadné urcit, které body jsou stacionarni a které nikoliv.
V praxi se vétsinou pracuje s integralnimi funkcionély, kde integrand zavisi nejen
na z a y, ale také na y’ (podivejte se na funkcionél vystupujici v tloze o bra-
chystochroné). K hledani stacionarnich boda takovych funkcionéli byly vyvinuty
techniky, které si predstavime pozdéji.

Nyni si vybudujeme analogickou teorii ke klasifikaci lokalnich extrémi pomoci
definitnosti kvadratickych forem pfislusejicich druhym diferencialim funkci vice
proménnych. Pro jednoduchost znaceni vsechny vysledky vyslovime jen pro lokalni
minimum.

Definice 13.2.10 (Druhy Gateauxiv diferencial). Necht X je normovany linearni
prostor, F': X — R je funkciondl, a,h,k € X a existuje 0F (a;h). Necht existuje
vlastni

52F (a: h, k) = lim 0F (a +tk;h) — 0F (a; h).
t—0 t

Pak §2F (a; h, k) naz§vame druhym Gateauzovym diferencidlem ve smérech h a k.

Poznamka 13.2.11. Pokud k£ = h, pak mame

d2
2 . —
1) F‘(CL7 h, h) = @F(a + th)‘t:[}.
Vé&ta 13.2.12 (Lagrangeova nutnd podminka). Necht X je normovany linedrni

prostor, funkciondl F': X — R md lokdlni minimum v bodé a € X a h € X. Pokud
existuje 62F(a; h, h), pak 6*F(a;h,h) > 0.
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Diikaz. Definujme ¢(t) = F(a + th). Mame ¢'(0) = 0 (podle Eulerovy nutné pod-
minky, tedy Véty 13.2.7). Pokud by platilo ¢”(0) = 6F(a;h,h) = —6 < 0, pak
bychom pro ¢t > 0 dostatecné malé méli diky Lagrangeové vété o prirtstku funkce
(Véta 6.3.3)

g'(€) —9'(0)
§

coz je ve sporu s tim, ze v bodé a je lokalni minimum. O

—0
g(t) —g(0) =tg'(§) =1t {<t5¢<0,

Priklad 13.2.13. Pro funkcional z Ptikladu 13.2.3 mame pro kazdé y € C(]0, 1])

O0F (y + th; h) — §F(y; h)
4

2 1 1 1
:limf(/ x(y+th)hdx—/ xyhdx)z?/ zh? dz.
t—0 ¢ 0 0 0

Lagrangeova nutnd podminka (Véta 13.2.12) je tedy splnéna pro vSechna y €
C([0,1]). Pro hledani lokdlniho minima se ukdzala jako uzite¢n&jsi diive pouzitd
Eulerova nutna podminka. Na druhou stranu, Lagrangeova nutna podminka pro
lokalni maximum (s obracenou nerovnosti) nam ¥ika, ze nas funkciondl nema zadné
lokalni maximum na C([0, 1]).

2 . _ 1

Postacujici podminka mé podobny tvar jako u funkci vice proménnych. Uve-
deme si slabsi verzi (oproti standardnim vysledktim v literatufe), abychom byli
schopni vysledek dokazat elementarnimi prostiedky.

Véta 13.2.14 (Lagrangeova postacujici podminka (zeslabend verze)). Necht X je
normovany linedrni prostor a a € X je staciondrnim bodem funkciondlu F: X —
R. Jestlize existuje okoli bodu a, kde plati 6>F(x;h,h) > 0 pro vechna h € X,
pak F' md v bodé a lokdlni minimum.

Diikaz. Necht podminka 62F(z; h,h) > 0 plati na U, (a). Pro libovolné y € Uy, (a)
definujme
g(t) = Fla+ty —a)) pro t € [0, 1].

Pak méame pro € € (0,1)

1

F(y) — F(a) = g(1) — 9(0) = ¢'(0) + 59”(5)

1
=0F(a;y —a) + 56°F(a+&(y —a)iy —a,y—a) > 0+0 =0.
O

Poznamka 13.2.15. Standardni znéni namisto nezdpornosti druhych Gateauxo-
vych diferencialti na okoli poZaduje spojitost druhého Fréchetova diferencidlu v bo-
dé a a existenci a > 0 spliujiciho

62F(a; h,h) > ol|h|? pro vSechna h € X.
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Takové znéni pak nabizi ostré lokalni minimum v bodé a. Diikaz tohoto tvrzeni je
trochu t878f a navic se pro nasi situaci, kdy pracujeme s prostorem C*([a, b]), vyse
uvedeny predpoklad Spatné ovéruje.

Priklad 13.2.16. Pro funkcional z Pfikladu 13.2.3 jsme jiz nalezli jediny stacio-
narni bod y = 0 a navic jsme jiz také ukazali

1
8?F(y;h,h) = / xh?dx > 0.
0

N4&s stacionarni bod je tedy bodem lokalniho minima.

Cviceni 13.2.17. Ukazte, ze v piredchozim piikladu neni mozné pro zadné o > 0
splnit podminku

62F(a; h,h) > ol|h|? pro vSechna h € X.
K tomu stadi sestrojit posloupnost funkei {hx} C C([0,1]) spliujici

1
k—oc0
|2kl = max |hg| =1 a / xhi dz "= 0.
[071] 0
V jednodimenzionalnim pfipadé se vyse uvedend kritéria tykaji nezdpornosti
druhé derivace a ta zase souvisi s konvexitou. I ve varia¢nim poctu je konvexita
postacujici podminkou pro existenci globalniho minima ve stacionarnim bodé.

Definice 13.2.18 (Konvexita funkcionalu). Necht X je normovany linedrni pro-
stor, M C X je konvexni a F': X — R je funkcional. Rekneme, Ze funkcional F je
konvexni na M, jestlize

FAz+ (1 =XNy) <AF(z)+ (1 —XN)F(y) pro viechna x,y € M a X € [0,1].

Véta 13.2.19 (Postacujici podminka pro konvexni funkcional). Necht X je nor-
movany linedrni prostor a F': X — R je konverni funkciondl definovany na celém
X. Pak kazdy jeho staciondrni bod je bodem globdlniho minima F na X.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze a € X je stacionarni bod, ale existuje b € X
takové, ze F(b) < F(a). Diky konvexité pak mame pro kazdé ¢ € (0, 1]

F(a+t(b—a))— F(a) < (1—-t)F(a) +tF(b) — F(a)

t - t B

Odtud 6F(a;b —a) < F(b) — F(a) < 0 a bod a neni staciondrnim bodem, coZ je
spor. O

Priklad 13.2.20. Pfedchozi véta se d4 aplikovat na funkciondl z Piikladu 13.2.3.
Ten je totiz konvexni, coz snadno plyne z odhadu zaloZeného na Youngové nerov-
nosti

Ay + (1 =XN)2)% =222 201 — Nyz + (1 — \)22?
<A A1 =N+ 2%) + (1 N)2?
=2+ (1 - \)22

Také bylo mozné vyuzit konvexitu funkce t > t2.
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13.3 Funkcionaly reprezentované integralem

V dalsim se budeme zabyvat lokdlnimi extrémy funkcionali tvaru

b
Fly) = / f,y(@), o (@) da

na mnoziné

M = {y € C'([a,b)): y(a) = A,y(b) = B},

kdea,b,A,B €R,a < ba f € C?([a,b] xR?). Argument funkce f zna¢ime (z,y, z).

Predchozi teorii zde nemtizeme aplikovat pfimo, nebot mnozina M obecné neni
linedrni prostor (vyjma p¥ipadu A = B = 0). Tento problém vyfesime tim, ze si
zadefinujeme pomocnou funkci v jako afinni funkei spliiujici v(a) = A a v(b) = B

(tedy v(z) = A+ =2 (2 — a)), piSeme y = u + v a pracujeme s funkciondlem

O(u) := F(u+v)

na mnoziné

X :={u e C'([a,d]): u(a) = 0,u(b) =0},
coz uz je linearni prostor. Pouzivime zde normu

u b)) = max |u| + max |[u/].
llull e (fa.0)) W)]\ | [a,b]' |

V dalsim budeme vzdy pod symbolem X rozumét pravé zavedeny prostor.

Domluvme se jesté, ze z ditvodu zjednoduseni budou v dalsim vyrazy y'(a) a
y'(b) znamenat jednostranné derivace v téchto krajnich bodech z vnitini strany
intervalu (a, b). Podobné, budeme-1i hovofit o splnéni néjaké diferencialni rovnice
na [a, b], myslime tim, Ze v krajnich bodech tuto rovnici splituji odpovidajici jed-
nostranné derivace.

Pro aplikaci piedchozi teorie potfebujeme znéat tvar d®(u;h) a 62®(u;h,h).
V zajmu piehlednosti zapisu budeme dale pouzivat znaceni f, = %, atd.

Lemma 13.3.1 (O tvaru §®(u; h) a 62®(u; h, h)). Necht F,®,v jsou jako vijse a
u,h € X. Pak (pouzivime y := u+v)

b
6P (us h) = / (fy(z,y, ¥ )+ fo(z,y,y')R') da

b
8@ (uyh, h) = / (Fyu (0,9 VB2 + 2fy (2, 4,y )RR + fuo(,y, 9 )B'?) da.

a
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Dikaz. Prvni vysledek ovéfime tak, ze provedeme tpravu

b
0P (u; h)—/ (fy(@, 9,9 ) h+ fo(z,y,y)h) da

b / / !
. fl?,y+th,y +th 7.fxay7y
:}lm ( ( ) ( )ffy(x,y,y')hffz(x,y,y')h') dx
-0/, t
b / ! ! I
T f(xvy—’_thay +th)—f($,y,y +th) /
*}E}é . ( t ffy(m,y,y)h> dSU
b / I !
. f'rvyay +th _fxayuy
+ lim ( ( t) ( )—fz(x,y,y’)h’) dx

=: lim [; + lim I5
t—0 t—0
a ukazeme, ze
t—0 t—0
Protoze f € C!([a,b] x R?), podle Lagrangeovy véty o piiriistku funkce (Véta
6.3.3) pro kazdé t > 0 existuje 6 € (0, 1) spliujici

flzyy+thyy +th') — f(x,y,y +th')

; = fy(z,y +0th,y +th')h.

Déle, y,h € X jsou pevné zvolend (tudiz maxp, s |h| + maxp, ) [A'| < o) a f,
je spojité na [a, b] x R?, tedy stejnomérné spojitd na kompaktnich podmnozinach
[a,b] x R?. Proto ke kazdému & > 0 dostavame to takové, Ze pro t € (0,t) plati

|| =

b
/ (fy(z,y+0th,y +th'")h — fy(z,y,y")h) dx‘
b
< / max [h]|fy (@, y + Oth, y +th') = fy(z,y,y) de
b
g/ max |h|e dz = Ce.
a [a,b]
Podobné pro ¢t < 0. Dokazali jsme, ze lim;_,ol; = 0. Vysledek lim; ,olo = 0
ziskdme analogicky. Tim je dokdzan vztah pro §®(u;h). Vztah pro 62®(u;h, h)

obdrzime tak, ze pfedchozi metodu aplikujeme na vztah pro 6®(u;h). Tentokrat
vyuzivdme predpoklad f € C2([a,b] x R?). Navic pouZijeme f,, = fy.. O

13.3.1 Euler—Lagrangeova rovnice

Dalgim problémem je, ze Eulerova nutna podminka (Véta 13.2.7) diky pravé zis-
kanym vysledktim ziskdva ponékud nepiehledny tvar

b
/ (fy(z,y, 9 Y+ faw,y,y")h) dz =0 pro viechna h € X

a my z ni potfebujeme ziskat stacionarni body. V tom ndm pomtze integrace per
partes kombinovana s nasledujicim vysledkem.
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Lemma 13.3.2 (Du Bois-Reymondovo lemma). Necht pro funkci g € C([a,b])
plati

b
/ gh'dz =0 pro viechna h € C*([a,b]) spliiujici h(a) = h(b) = 0.

Pak g je konstantni na [a,b].
Diikaz. Nejprve si pov§imnéme, Ze pokud funkce ¢ € C([a, b]) spliluje f; pdt =0,

pak pro funkci ¢(z) := [ ¢(t) dt méme ¢ € C'([a,b]) a ¢(a) = ¢(b) = 0. Diky
tomu podminka ze znéni véty implikuje

b b
/ gpdx =0 pro vSechna ¢ € C([a,b]) splitujici / pdz =0
a a

(tato podminka je dokonce podmince ze znéni véty ekvivalentni, nebot derivace
v8ech funkci z X maji vySe popsané vlastnosti).

Polozme
1 b
= dt.
R — /a g

Diky linearité integralu a pfedchozim vysledkim mame

b b
/ (9 —a)pdz =0 pro vSechna ¢ € C([a, b]) spliiujici / pdx =0.

Speciéalné lze volit ¢ := g — « (od spojité funkce odeéitdme piesné tu konstantu,
ktera zafidi nulovost integralu pies (a, b)) a dostavame

/ab(g—oz)de =0.

Nyni jiz snadno diky spojitosti a nezapornosti integrandu obdrzime g = « na
[a, b]. O

V nejjednodussich pfipadech, kdy funkce f nezavisi na tfeti proménné z (tfeba
u funkcionalu z Ptikladu 13.2.3), je vyhodnéjsi pouzivat nésledujici vysledek.

Lemma 13.3.3 (Fundamentalni lemma varia¢niho po¢tu). Necht pro funkei g €
C(la, b)) plati

b
/ ghdx =0 pro viechna h € C*([a, b]) spliugici h(a) = h(b) = 0.
a

Pak g =0 na [a,b].

Diikaz. Necht existuje z¢ € (a,b) takové, ze g(xg) > 0 (diky spojitosti plyne
predchozi i za situaci g(a) > 0 a g(b) > 0, pfipad zdporné funkéni hodnoty se
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fesi podobné, budeme tedy umét vytesit vSechny mozné ptipady). Pak existuje
§ € (0,min{zo — a,b—xo}) takové, ze g(x) > $g(xo) na (zo — 6,29+ ). Definujme

W) = 0 pro z € [a,b] \ (xo — 0,20 + 9)
B cos®(F(x — xo)) pro x € (xg — &, o + 9).

Pak h € C1([a,b]) a h(a) = h(b) = 0. Navic

b o+
/ ghdz = / g(x) cos2(2’r—6(z — 1)) da

0—0

T+
> 9(5250) / COSQ(%(I‘ —xp))dz > 0.
xofé‘

O

Nase dosavadni vysledky nam déavaji nasledujici tvar nutné podminky pro lo-
kalni extrém.

Véta 13.3.4 (Euler-Lagrangeova rovnice). Necht f € C?([a,b] xR?) ayo € M je
staciondarnim bodem funkcionalu F. Pak funkce

x> fa(2,y0(2), yo())
je spojité diferencovatelnd na [a,b] a yo spliiuje Euler—Lagrangeovu rovnici
oo, wo(@), () — <o v0(x), () =0 na fa,b].
Diikaz. Jak jiz bylo ukdzano vyse, odectenim vhodné afinni funkce mizeme pfejit

k funkci ug € X a funkciondlu ®. Pro kazdé h € X pak mame splnénu Eulerovu
nutnou podminku (Véta 13.2.7)

b
0= 06®(ug; h) = / (fy (2,90, y0)h + f2(2, 90, yy)N) da.

Prvni ¢ast integralu napravo se d& pomoci integrace per partes prepsat do tvaru
(hrani¢ni ¢leny zmizi diky h(a) = h(b) = 0)

/ab fy(@, 90, yp)hda = —/ab(/; fy(t,yo(t),y{)(t))dt)h’ dz.

Proto celkové mame pro vSechna h € X

0= /ab (/: fy(tyo(t), yo(t)) dt — fz(:)j7y0(33)7y6($)>)h/ d.

Du Bois-Reymondovo lemma (Lemma 13.3.2) ndm proto dava

/ " hto(0),9h(0) df — fu(e0(@) 5p(@) = C na [a,].
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Zderivovanim dostavame Euler—-Lagrangeovu rovnici. Navic funkce

z = f2(x, y0(), yo(2))

musi mit spojitou derivaci na [a,b] (v krajnich bodech jednostrannou), protoze
ostatni ¢leny derivované rovnosti maji spojitou derivaci. O

Poznamka 13.3.5. Pravé uvedeny tvar Euler-Lagrangeovy rovnice mé jednu
nevyhodu, ktera je vidét na nasledujicim piikladu. Uvazujme funkcional

1
F(y) = / y2y’2 dx na X.
0
Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
fy(z,y.y") — afz(x,y,y’) =29y — @(21122/) =0  nal0,1].

Tento tvar neni vhodny pro dalsi praci (dokonce z néj ani neni okamzité vidét, ze
feSenim je y = 0, coz je podle zadéani zfejmé funkce, kterd dava globalni minimum).
Radi bychom provedli apravu

2 2 2 2
0="2yy" — (2v%y) =2yy'" — (dyy"” +20°y") = —2y(y'" +yy") = —2y(vy')’

a tim dostali rovnici, se kterou uz se da pracovat. Zminénou tpravu vSak obecné
provést nemiizeme, nebot nevime, zda existuje y”.

Slabinou Euler-Lagrangeovy rovnice je tedy podminka yo € C2([a, b)), kterou
obecné nemusi extremala spliovat.

Véta 13.3.6 (O regularité minimizéru). Necht f € C%([a,b] x R?), yo € M je
staciondrnim bodem funkciondlu F a xo € (a,b) je takové, Ze

fzz (20, yo(20), yo(w0)) # 0.
Pak existuje § > 0 takové, Ze yo € C*((zo — 6,20 + 9)).
Diikaz. Pokud je yo € M staciondrnim bodem, podle pfedchozi véty spliuje Euler—

Lagrangerovu rovnici, jejiz integraci dostavame « € R spliujici

@ = (@) vh@) - [ " f (o) dt ma [ab].

Definujme nyni funkci ¥: [a,b] x R pfedpisem

W) = f-(epola)w) — [ " 4y o(t), 5 (D) dt — o

Z¥ejmé U (xo,y4(70)) = 0, ¥ € C([a,b] x R), protoze f € C?([a,b] x R?), yo €
C'([a,b]) a
ov

%(1‘07:1/6(1‘0)) = fzz(w7y0(x0)>y(l)(x0)) 7& 0.
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Mizeme proto aplikovat Vétu o implicitni funkei (V&tu 12.4.13) a dostavame
01, A > 0 takova, ze pro kazdé © € (xg — &1, 0 + 1) existuje pravé jedno w =:
o(z) € (v (20)— A,y (w9)+A) spliujici ¥(z, p(z)) =0ap € C1((zg—01,20+01))-
Protoze funkce w: z — y{(x) také spliiuje ¥ (z,w(x)) = 0, z jeji spojitosti (yo €
C'([a,b])) a jednozna¢nosti dané Vétou o implicitni funkci (Véta 12.4.13) dosté-
vame 0 € (0,61) takové, ze

p(z) =w(z) na (xg — 0,xo + 9).

ProtoZe na levé strané mame funkei z C*((xg — d, 7 + J)), mame takovou funkci
i na strané pravé, a proto yo € C?((zg — J, 70 + 9)). O

Cviceni 13.3.7. Modifikaci pfedchoziho postupu ukazte, Ze pokud ve vété pred-
pokladédme f € C*([a,b] x R?) pro jisté k € {2,3,...} U {oo}, pak yo € CF((zg —
0,0 + 9)). Dejte si pozor na argumentaci pro piipad k = oo.

Priklad 13.3.8. (i) Uvazujme funkcional
1
F(y) = / xy*(z) dz s okrajovymi podminkami y(0) = 0 a y(1) = 0.
0
Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d
fy(z,y.y") — afz(m/,y’) =2y = 0.

Jedinym feSenim je zfejmé y = 0 (globalni minimum). Globalni maximum existo-
vat nemuze, jak ukazuji funkce z — C'sin(mz).

Pokud bychom pracovali na mnozingé M = {y € C1([0,1]): y(0) = 0,y(1) = 1},
Euler-Lagrangeova rovnice ma opét tvar 2zy = 0 a nam se ji diky poc¢atecnim pod-
minkam nepodaii splnit. Tedy zadna extremaéla neexistuje. Dokonce se d& ukazat
pfimo, Ze neexistuje globalni minimum, nebot funkce

yg(z) =

0 pro x € [0,1 — 27F]
cos*(m28 =Yz — 1)) prox e[l —27% 1]

spliiuji F'(yr) — 0, zatimco pro zaddnou funkci z M nedostaneme F(y) = 0.
(ii) Uvazujme funkcionél

b
F(y) = / Y da.

Pak Euler-Lagrangeova rovnice méa tvar

d d
fy(x,y,y')f@fz(:z:,y,y'):()f@@y'):() na [a’ab]‘
Zde muZeme jednak postupovat bez vyuZiti Véty o regularité minimizéru (Véta
13.3.6), kdyz si uvédomime, Ze nase Euler-Lagrangeova rovnice je ekvivalentni
podmince
—2h'=C  na[a,b]
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aodtud h = —%x—i—D (konstanty C, D budou zde jednozna¢né uréeny okrajovymi
podminkami z definice mnoziny M). Vé&tu o regularité minimizéru (Véta 13.3.6)
zde pouzit muzeme, nebot f..(x,y,y’) = 2 > 0 (zde je velice pfijemné, Ze je
podminka z Véty o regularité minimizéru splnéna pro vSechna y € M). To ndm
dava diferencialni rovnici

_2y// =0,

kterou umime snadno vyfesit.
(iii) Uvazujme funkcional

b
F(y) :/ y'(1+a%) de.
Povsimnéme si, ze f..(z,y,y’) = 22%. Pokud bychom védéli, ze 0 ¢ (a,b), mohli

bychom pouzit Vétu o regularité minimizéru (Véta 13.3.6). V opacném piipadé
musime postupovat opatrné

d d
Ty, y,y) — afz(%y,y') =0- a(l +22%y') = 0 na [a, b].

To je ekvivalentni

1+22% =C = ny':T::D.
Pokud 0 ¢ (a,b), mame
D D
y=—- = y=-—+E
x x

kde E € R. Pokud 0 € (a,b), musi platit D = 0. To zase implikuje, Ze 3y’ = 0 na
[a,0) U (0,b]. Protoze y € C1([a,b]) celkové dostavame y = E.
(iv) Uvazujme funkciondl

1

F(y) = / x4y’2 dx s okrajovymi podminkami y(—1) = -1 a y(1) = 1.
-1

Plati f..(7,y,9’) = 22*, a proto nemfizeme pouzit Vétu o regularité minimizéru

(Véta 13.3.6) v pocatku. Opét se da postupovat nasledovné

d d
Fo(@yy) = T Fo(2,0,9) = 0= -(22%) =0 ma[-1,1].

To je ekvivalentni
22ty = C.

_c
Mimo pocatek dostavame y = ——F + D. Funkce tohoto typu je mozné slepovat
v podéatku (hleddme funkci z C*([—1,1])) jen pokud C = 0, ale pak dostévéame
konstantni feSeni, které nespliiuje okrajové podminky. Celkové neexistuje zadna
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extremala a funkciondl F' na M nenabyvéa lokalniho minima (ani globalniho, po-
dobné pro maximum).
(v) Uvazujme funkcional

1
F(y) = /1 (29 + xzy’Q) dz s okrajovymi podminkami y(—1) = —1 a y(1) = 1.

Pak Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
fy(xa y;y/) - afz(xa y7y/) = 4y - @(21’2]/) =0 na [_15 1]
Protoze f..(x,y,y’) = 222, nemiizeme pouzit Vétu o regularité minimizéru (Véta
13.3.6) v pocatku. PouZijme ji alesponl zvlast na intervalech (—1,0) a (0,1). Na
téchto intervalech dostavame

4y — day’ — 222" =0 — 22y + 2xy’ — 2y = 0.

Jedna se o Eulerovu rovnici, jejiz obecné feSeni ma v naSem piipadé tvar
y=oax+ pex

Protoze extreméla musi byt z prostoru C'([a,b]), z uvedenych feseni mizeme
v pocatku slepit jen dvojici linearnich funkci se stejnou smérnici a diky okra-
jovym podminkdm celkové dostavame jedinou extremdlu yo = x na [—1, 1].

(vi) Uvazujme funkcional

F(y)

1
/ zy'?(z) dw s okrajovymi podminkami y(0) = 0 a y(1) = 0.
0
Euler-Lagrangeova rovnice ma tvar

d d
[ J— = —_—_— / =

Odtud ' = €+, a proto

2z

C
y= élogw—i—Cg.

Podminku y € C1([0,1]) spolu s okrajovymi podminkami zde spliiuje jen yo =
0. Zfejmé se jednd o globalni minimum. Snadno si ¢tenaf sdm zkonstruuje pii-
klady ukazujici, ze pro zadné okrajové podminky se nenabyva globalniho maxima.
Obecné v piipadé okrajovych podminek y(0) = y(1) = Cs se globalni minimum
nabyva pro y = Cs. Pokud mame rtzné okrajové podminky y(0) # y(1), globél-
niho minima se nenabyva. To se da také ukazat pomoci nasledujici konstrukce.
Piedné si povéimnéme, ze zadna C([0, 1])-funkce nemtize zéroveti spliiovat takové
okrajové podminky a F(y) = 0. Bez (ijmy na obecnosti v dalsim pfedpokladejme,
7e mame okrajové podminky y(0) = 0 a y(1) = 1 (pokud pro tyto podminky
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umime zkonstruovat posloupnost {yx} C X spliiujici F(yx) — 0, umime to pro ja-
koukoliv sadu riznych okrajovych podminek, staéi si rozmyslet vztah mezi F(y) a
F(ay+p)). Nechme se inspirovat feSenim Euler-Lagrangeovy rovnice a definujme
spojité funkce

{0 pro z € [0, 1]
Y = 1

1 1
oer +1 proa € [g,1].

Pak plati

I L ! 1 \2
/ / _
/0 Yy, (x)dm—i—/l Y (a:)dx—O—F/]i x(wlogk) dz

12 1 1 koso
— 7d == — 0.
(logk) /i 7 r log k

Neni tézké si vymyslet drobnou modifikaci funkce y; na malém okoli bodu %,
aby vznikla funkce z C*([0, 1]) a hodnoty integralii spocitané vyse se zménily jen
nepatrné.

Poznamka 13.3.9. (i) Euler-Lagrangeova rovnice mé klicové postaveni ve vari-
acnich metoddch dikazu existence feSeni diferencidlnich rovnic. Zde se postupuje
obracené. Mame zadanou diferencialni rovnici. Pokusime se nalézt ji odpovidajici
funkciondl (pro ktery je naSe rovnice Euler-Lagrangeovou rovnici) a ukazat, ze
tento funkcional ma stacionarni bod dostatecné hladkosti. Pak okamzité dosta-
vame, ze tento stacionarni bod je feSenim zkoumané rovnice. Napriklad v posledni
¢asti predchoziho pfikladu méa Euler-Lagrangeova rovnice tvar (po rozderivovani)

2y +22y" =0 y(0) =y(1) =0.

Protoze odpovidajici funkcional

1
Fly) = / 2y () dz

mé na mnoziné {y € C([0,1]): y(0) = y(1) = 0} globalni minimum v y = 0
(C2([0,1])-funkce), okamzité dostavame, Ze tato funkce fesi uvazovanou diferenci-
alni rovnici.

(ii) V praxi se pfi aplikaci varia¢nich metod podaii nalézt staciondrni bod jen
malokdy. Vétsinou se jen dokaze jeho existence za pomoci geometrickych vlast-
nosti zkoumaného funkcionalu (pak se aplikuji numerické metody pro pfiblizna
feSeni diferencidlnich rovnic). K nejdulezit&jsim z téchto vlastnosti pat¥i konvexita
(sama o sobé ovSem existenci minima nezarucuje, uvazte konvexni funkci exp)
doprovazena dals$imi pojmy a technikami, jako jsou koercivita, slabd polospoji-
tost zdola, slabd konvergence ¢i dalsimi pojmy, které presahuji teorii téchto skript.
Hlavnim problémem, se kterym se musi pfislusné teorie vyrovnat, je skutecnost,
ze v nekone¢nédimenziondlnich prostorech nejsou omezené mnoziny kompaktni,
¢imz prichdzime o moznost vybirani konvergentnich posloupnosti z posloupnosti
omezenych.
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13.3.2 Euler—Lagrangeova rovnice pro funkcionaly special-
nich typua

Reseni Euler-Lagrangeovy rovnice miize byt velice obtizné. Jistd zjednoduseni
nebo alespon alternativni postupy se nabizeji v situacich, kdy funkce f nezavisi
na jedné nebo vice proménnych. Témto pripadim se nyni budeme vénovat.

Nejprve se zabyvejme piipadem, ze funkce f nezévisi na proménné z (neboli
f = f(z,y)). Euler-Lagrangeova rovnice mé pak jednodussi tvar

fy(fvy) =0,

coZ je rovnice, v niz se zadné derivace hledané funkce nevyskytuji. Jedna se tedy
o podstatné jednodussi tlohu nez v obecném piipadé. ReSeni viak nemusi byt
vzdy snadné, nebot hledana funkce je zde zadand implicitné. Poznamenejme jesté,
7e v tomto piipadé neni nutné pozadovat, aby f € C?([a,b] x R), ale staci f €
C'([a,b] xR). Zde totiz k odvozeni vyse uvedené podminky sta¢i kombinovat prvni
¢ast Lemmatu o tvaru 6®(u;h) a 62®(u;h,h) (Lemma 13.3.1) a Fundamentalni
lemma varia¢niho poc¢tu (Lemma 13.3.3). S typickym funkciondlem tohoto typu
jsme se setkali tieba v P¥ikladu 13.2.3. Navic, pokud f € C?([a,b] x R), plati
zjednodusené formule

b
52<I)(u; h,h):/ fyy(x,y)h2 dz.

To ndm casto umoznuje ptimo pouzivat vysledky abstraktni teorie tykajici se dru-
hého diferenciélu.

Pokud funkce f nezévisi na proménné y (neboli f = f(x,y’)), Euler-Lagran-
geova rovnice ma tvar

d N
_afz(xvy ) =0

a jeji feSeni se dé popsat podminkou f,(z,y,) = C. Tim jsme dostali diferencialni
rovnici prvniho fadu.
Poznamenejme jesté, Ze v tomto piripadé navic plati zjednodusena formule

b
52®(u; b, h) = / fzz(x,y’)h'2 dz,

ktera je opét Casto vhodnd pro aplikaci abstraktni teorie tykajici se druhého dife-
rencialu.

Piiklad 13.3.10. Mezi kiivkami, které lze popsat grafem C'-funkce, hledejme

tu, kterd spojuje bod (a, A) s bodem (b, B), kde a < b, a je z takovych kiivek
nejkratsi. Minimalizujeme tedy funkcional

F(y):/ab\/1+y’2(x)dx



224 KAPITOLA 13. KLASICKY VARIACNI POCET

pies funkce z C([a, b]) splitujici y(a) = A a y(b) = B. Pro feseni Euler-Lagrange-
ovy rovnice proto mame

/

¥y
1+y2(z)

=C = Y =C*(1+y7).

Odtud vidime, ze extremalami mohou byt jen afinni funkce, coz spolu s okrajovymi
podminkami dévé jediného kandidéta na lokalni minimum yo(z) = A+2=2(z—a).
Déle pro libovolné y z uvazované tiidy funkci plati

1
T w20
Yy ()2

Diky tomu lze aplikovat Lagrangeovu postacujici podminku (Véta 13.2.14) a do-
stdvame, Ze nase extremdla je bodem lokdlniho minima. Dokonce se d& dvojim
zderivovanim snadno ovérit, ze funkce t — /1 + t2 je konvexni. Proto je funkcio-
nal F konvexni a jedna se o globalni minimum diky Vété o postacujici podmince
pro konvexni funkcional (Véta 13.2.19).

b b
52 (u; h,h):/ fzz(x,y’)h'zdxz/

Dalgim dilezitym piipadem je f = f(y,y’). Zde méme néasledujici popis extre-
mal.

Tvrzeni 13.3.11 (Nutnd podminka feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice pro auto-
nomni tlohu). Jestlize yo € M N C?([a,b]) 7esi Euler—Lagrangeovu rovnici, pak

f (o, y6) — yo.f=(yo, yo) = C.

Diikaz. Prendsobime Euler-Lagrangeovu rovnici vyrazem y(, a dostdvame

d
0= yo.fy (Yo, yo) — y()@fz(yo, )
d
=yo.fy (W0, y0) — @(yéfz(yo, Y0)) + y6 f= (o, vo)

= (P W0r8)) — = (-0, wh))

Odtud
S Woy6) — vof=(yo, yp) = C.
0

Poznamka 13.3.12. (i) Jedna se skuteéné pouze o podminku nutnou, nebot
prendsobeni vyrazem y(, v diikazu neni ekvivalentni operaci.

(ii) Vyhoda pravé dokdzaného vysledku spociva v tom, ze standardni Euler—Lag-
rangeovu rovnici, coz je rovnice druhého fadu, pfevadi na rovnici prvniho radu,
¢imz se zvysuje pravdépodobnost, ze lohu budeme schopni vyresit. V nékterych
pfipadech je vSak prechod k nové rovnici nevyhodny, jak uvidime na ptikladech
uvedenych nize.

(iii) Pfestoze je vyslednd rovnice prvniho fadu, pfi jejim odvozeni se pouzivala
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podminka yg € M NC?([a,b]). Vyuziti nové metody proto opét vyzaduje predchozi
aplikaci Véty o regularité minimizéru (Véta 13.3.6).
(iv) Této metodé se ve fyzice Casto Fikd metoda hledani prvniho integralu.

Piiklad 13.3.13. (i) V ptipadé vyse zminéné tlohy o nejkratsi spojnici dvojice
bodu jsme pracovali s funkcionalem

F(y) = /ab 1+ vy (x)de.

L > 0, mtzeme diky Vété o regularité minimizéru

R
(1+y'?(z))2
(Véta 13.3.6) pouzivat jak standardni Euler-Lagrangeovu rovnici, kterd ndm dala
podminku

Protoze f..(y,y’) =

/

Y

B S—]
14y (x)

tak alternativni rovnici

12
Fuy) =y f(y, ) = \J1+y* -

Y _ 1
Ji+v2@ 1+
ze které je snaze vidét, Ze ¥’ musi byt konstantni.

(ii) Uvazujme funkcional
b 2
1+y
a Y

Il
a

2
Protoze f,, = 61;;%, pifpadnd extremala pati{ do C?([a, b]), bude-li mit nenulovou
derivaci. Euler-Lagrangeova rovnice zde ma tvar

d 2y d /1+y?
— / o
0= fylz,y,y) — @fz(x,y,y) = F +2£(T>
2y ny/Q - 3(1 + yz)y// 6 ) ,
:y?—f—Q y/4 :E(yy/ _(1_~_y>y//).

Zavorka uplné napravo dava

yy'” — (1 + 2y =0,

coz neni zadny ze zakladnich typua diferencidlnich rovnic, které umime fesit. Na
druhou stranu, Tvrzeni o nutné podmince feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice pro
autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.11) ndm déva rovnici

1+y2 1er2 1+y2
C=fyy) -y f(y.y) = e + 2y ki

To mohou fesit jen funkce spliiujici

Yy =Kv1+y2, KeR\{0},
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a mame Fesitelnou rovnici se separovanymi proménnymi (integrace povede na
funkci argsinh). Vsimnéme si, ze 3’ # 0.
(iii) Uvazujme funkcional

b
F(y) =/ (v° — gy +y?) da.

Protoze f,, = 2, piipadnd extreméla patti do C?([a, b]). Euler-Lagrangeova rov-
nice zde mé tvar

d d
0= fylz,y,9) — afz(w,yvy) =—y +2y— a(Qy’ —y)

=y +2y— (2" —y) = 20" —y).
Extremalami proto jsou funkce tvaru
yo = Ce® + De™ 7.

Pristup vyuzivajici Tvrzeni o nutné podmince feseni Euler-Lagrangeovy rovnice
pro autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.11) ndm déva rovnici

2 2 2
C=fwy)—vri-wy) =y —w+v* v/ —y) ==y +y"=—y" +¢°.

Tato rovnice rozhodné neni feSitelsky piijemnéjsi nez vysSe uvedeny standardni
tvar Euler-Lagrangeovy rovnice. Navic tato rovnice neni ekvivalentni s Euler—
Lagrangeovou rovnici, nebot pripousti kuptikladu vSechna konstantni feSeni.

(iv) V ptipadé, ze f zavisi jen na posledni proménné z, Euler-Lagrangeova rovnice
okamzité dava

fz(y,) =C.

Naproti tomu Tvrzeni o nutné podmince Feseni Euler-Lagrangeovy rovnice pro
autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.11) jednak vyZaduje vySsi regularitu extremdly a
navic dava tvar

fW) —v'f.)=0C,

vvvvvv

rovnici.

13.3.3 Nutné a postacujici podminky existence extremal
funkcionaltl reprezentovanych integralem

Nyni se budeme zabyvat podminkami odvozenymi od chovani druhého diferencialu.

Véta 13.3.14 (Lagrangeova nutnd podminka pro integralni funkcional). Necht
f € C?(a,b] x R?) ayo € M je bodem lokdlniho minima funkciondlu F. Pak

fzz(x,yo(x),yé(x)) >0 na [a’b]'
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Dikaz. Pokud by existovalo xg € (a,b) takové, ze

—A = fzz(xv yO(ajO)a y(l)(mO)) <0,

pro € > 0 dostate¢né malé bychom z volby

ho 50052(%) pro |z — x¢| < e
0 jinak

dostali pomoci Lemmatu o tvaru §®(u;h) a §2®(u; h, h) (Lemma 13.3.1) a pred-

pokladt f € C?%([a,b] x R?) a yo € C*([a,b]) (na konci vypoctu pouzivime jests

jednoduchou substituci)

b
§%®(ug; h, h) = / (Fyu (@, 90, YO )R® + 2f 2 (2, 40, Yo )RR + for (90, )P A

zo+ 5 A
g/ (Ch2+C|h||h’|— 2
o e 2
2

h’2> dz

e

€
e To— T3

0= 73"

zo+ 7 o+ g
< / (Ce* + Ce) dz — / Esin2(2%) dx

A 2
= 1e(Ce® + Ce) — 55/ sin?(2t) dt < 0.

™

2

To je spor s Lagrangeovou nutnou podminku z abstraktniho pfipadu, tedy s Vétou
13.2.12. Celkové proto mame

fzz(@,y0(2), yo(x)) 20 na (a,b).

Navic levéa strana pfedchozi nerovnosti je diky pfedpokladim spojitd na [a,b], a
proto dokazovand nerovnost plati na celém [a, b]. O

Véta 13.3.15 (Legendreova postacujici podminka). Necht f € C%([a,b] x R?) a
Yo € M je staciondrnim bodem funkciondlu F'. JestliZe existuji o, 6 > O takovd, Ze

52®(ug; b, h) > a||hH%1([a)bD pro vsechna h € X spliugict ||h||c1 ((a,) < 0,
pak F' md v bodé yg ostré lokdIni minimum.
Driikaz. Zafixujme h € X spliwjici 0 < ||h||c1([q,5) < 0 a definujme
@(t) == F(yo + th) prot € R.

Pak z Taylorova rozvoje mame (v nasledujicim vypoctu €islo 6 € (0,1) zavisi na ¢

ah)
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Dokazovany vysledek proto plyne z nasledujiciho odhadu platného pro |¢| dosta-
te¢né malé (|t| < to, kde to nezdvisi na volbé h; pouzivime Lemma o tvaru 6P (u; h)
a 0%2®(u; h, h), tedy Lemma 13.3.1, a stejnomérnou spojitost druhych parcidlnich
derivaci funkce f na kompaktech)

b
l"(0t) — "(0)| < / [|fyy(xay0 + ethvy(l) + 0th’) — fyy(xaymy{))‘hQ
+ 2|fyz($7y0 + chvy(/) —+ eth/) - fyz<x7y0a y6>||h||h/|
+ |fzz(xay0 + 9th7y6 + eth/) - fzz(x7y07y6)|h/21| dz

o 2
< EHhucl([a,b])'
O

Véta 13.3.16 (Lagrangeova postacujici podminka pro integralni funkcional).
Necht f € C?([a,b] x R?) ayo € M je staciondrnim bodem funkciondlu F. Jestlize
ezistuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé h € X spliugici ||h||c1((a,p)) < 6 md funkce

p(t) == F(yo +th)

vlastnost
O"(t)>0  prote(0,1),

pak F ma v bodé yy lokdlni minimum. V pripadé, Ze predchozi vlastnost plati
s ostrou nerovnosti, jednd se o ostré lokdlni minimum.

Diikaz. Podle Lagrangeovy véty o piirtstku funkce (Véta 6.3.3) mame
F(yo+h) — F(yo) = (1) = ¢(0) = ¢'(§) = ¢'(§) — ¢'(0) = ¢"(08)¢,

z ¢ehoz vse plyne. O

13.3.4 Konjugované body a Jacobiho rovnice

Nyni si pfedstavime jemnéjsi pristup zalozeny na dalsim vysSetfeni chovani druhého
Gateauxova diferencialu §2®(ug; h, h).
Necht f € C3([a,b] x R?), yo € M N C?([a,b]) je stacionarnim bodem funkcio-
nélu F a je splnéna podminka (zesileni Lagrangeovy nutné podminky)
P(x) = f..(z,y0(x),y,(x)) >0  na [a,b].

Oznacme jesté

Q@) = fyy(x,y0(x), yo(x)) — %(fyz(w,yo(x),yé(x)))-

Pak mame
b
62 UO,h h fyy x y07yo)h +2fyz($ yano)hh +fzz(-r y07y0)h/ ) €T

b
/ (PR + Qh?) da



13.3. FUNKCIONALY REPREZENTOVANE INTEGRALEM 229
nebot integrace per partes dava (pfipomenime h(a) = h(b) = 0)
b b
[ 2ot de = [ gy, ) (1) do
a a

= _ /ab (fyz(gv,yo,yé))/h2 dx.

V dalsim budeme pracovat s nasledujicimi pojmy.

Definice 13.3.17 (Jacobiho rovnice, konjugovany bod). Diferencialni rovnici
—(PRY +Qh =0

nazyvame Jacobiho pomocnou rovnici odpovidajici funkcionalu h +— §2®(ug; h, h).
Bod z € (a,b] se nazyva konjugovany k bodu a, jestlize existuje netrividlni FeSeni
Jacobiho rovnice splilujici h(a) = h(z) = 0.

Poznamka 13.3.18. (i) Jacobiho pomocnd rovnice je Euler-Lagrangeovou rovnici
funkciondlu h + 62® (ug; h, h).

(ii) Body x1, z2 € [a, b] se nazyvaji konjugované, jestlize existuje netrividlni feSent
Jacobiho rovnice splitujici h(x1) = h(x2) = 0.

(iii) V8imnéme si, Ze Jacobiho rovnice mé tvar

—(PW) +Qh =0,

kde P = P(z), Q = Q(z) jsou dané funkce, pfi¢emz funkce P neméni znaménko.
Z hlediska nasi terminologie jde o linearni obycejnou diferencialni rovnici druhého
fadu. Pokud jde o pocateéni podminku, uvazujeme pfedepsanou hodnotu h(a) = 0
a ptame se, zda existuje netrividlni feSeni splitujici v néjakém jiném bodé h(z) = 0.
Trivialni, tedy identicky nulové feSeni zjevné existuje. To, Ze je hodnota zadana v
krajnim bodé intervalu, nehraje zaddnou roli (naopak, v jistém smyslu pro fyzikalni
ulohu, kde roli nezavisle proménné hraje Cas, je tato situace prirozenéjsi nez to,
kdyz se Cauchyova data zadéavaji uprostied intervalu a diukaz existen¢nich vét
funguje bez potizi i v tomto pfipadé), na druhou stranu druhd podminka je zadana
v jiném bodé, jedna se tedy o okrajovou tilohu, které jsme v kapitole o obycejnych
diferencidlnich rovnicich nestudovali. Na nasi Gilohu se ale mtZeme divat také tak,
7e nalezneme obecné feseni rovnice a poté zkoumame, zda lze splnit obé podminky
tak, Ze vysledné FeSeni je netrividlni. V takovém pripadé jsme v situaci, kdy nami
dokézana teorie poskytuje dostatek informaci, problém je ale nalézt obecné feseni,
protoze to v pripadé, kdy koeficienty zéavisi na x, obecné neumime.

Hlavnim vysledkem je nasledujici véta, v jejimz dikazu vyuzijme nékolik hlub-
gich vysledkti z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic, které jsou i s dikazy
uvedeny na konci kapitoly.

Véta 13.3.19 (Jacobiho véta). Necht f € C3([a,b] x R?), yo € M N C?([a,b]) je
staciondrnim bodem funkcionalu F', plati

fez(@,y0(2), yo(x)) > 0 na[a,b]
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a P, Q jsou jako vyse.

(i) Necht na intervalu (a,b] neexistuje konjugovanyg bod k bodu a. Pak yo je bodem
lokdlniho minima funkciondlu F na M.

(ii) Necht yo je bodem lokdlniho minima funkciondlu F na M. Pak na intervalu
(a,b) neexistuje konjugovany bod k bodu a.

Poznamka 13.3.20. PovSimnéte si, Ze pokud je jedinym konjugovanym bodem
z intervalu (a,b] bod b, Jacobiho véta neposkytuje zddnou informaci.

Diikaz proni édsti Jacobiho véty (Véta 13.3.19). Dikaz provedeme v nékolika kro-
cich.

Krok 1: nepiitomnost konjugovanych bodii v (a,b] zarucuje, ze pro kazdé netrivi-
alni h € X plati §2®(ug; h, h) > 0.

Jacobiho rovnici si prepisme do tvaru

—PK' — P'h +Qh = 0.

Protoze P > 0 na [a,b], miZeme aplikovat na$i teorii linearnich rovnic druhého
f4du a dostdvdme funkce uyi,us € C?([a,b]) fesici Jacobiho rovnici s poc¢dteénimi
podminkami

(rozmyslete si, ze Picard—Lindelofova véta, tedy Véta 8.3.5, zlistavd v platnosti,
kdyz pracujeme jen na pravém okoli bodu se zadanou poc¢atecni podminkou, a plati
i jednostranna verze Véty o globalni existenci a jednoznac¢nosti pro rovnici n-tého
fadu, tedy Véta 8.5.1). Diky neexistenci konjugovaného bodu v (a, b] a poc¢ateénim
podminkdm zfejmé mame

u; >0 na (a,b).

Dale diky spojitosti funkce us a uz(a) = 1 existuje ¢ € (a,b] takové, Ze up > %

na [a, ¢]. Definujme

my :=minu; >0 a mo = minus € R.
[e,b] c,b]

Pak na [a, b] plati

1+2 1
u = 74_ |m2|u1 + ug > —.
2m1 2

Zaroven je prave zavedena funkce feSenim Jacobiho rovnice. Definujme w := —P%

na [a, b]. Proto ‘

. (=PuYu+Pu® (—Qu)u+ Pu? w?
v u? B u? =-QF P’

Tento vysledek spolu s identitou (pfipometime h(a) = h(b) = 0)

b
/ (wh?) dz = w(b)h2(b) — w(a)h2(a) = 0
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davé
b 9 b )
8 ®(uo; b, h) = / (PH”* +Qh?) du = / (PI® + QN? + (wh?)') da
b
= / (Ph” + Qh? + w'h? + 2whh') dx
b 2 b 2
— / E / . wf 9
f/a P(h +Ph> da:Jr/a (w +Q P)h dz
b 2
_ ), w
/a P<h + Ph) dz.

Nyni jesté ukdZzeme, Ze posledni integral nemize byt nulovy pro netrivialni funkci h.
V takovém piipadé by h muselo Fesit diferencidlni rovnici (linedrni diferencidlni
rovnice prvniho fadu)

h + %h: 0 nalab).

Tato rovnice ma vsak jednoznacné feseni

h(x) = h(a)e™ I F 4,

To nadm déava na prostoru X (zde h(a) = h(b) = 0) jednoznaéné feSeni h = 0.
Celkové mame

b 2
he X\ {0} — /P(h’+%h> dz>0 —  8®(ug;h,h) > 0.

Krok 2: zesileni vysledku perturbaci diferencialni rovnice.
Je-li & > 0 dostatedné malé, mame P — « > 0 na [a, b] a rovnice

—(P=a)l) +Qh=0

s pocéteéni podminkou h(a) = 0, h'(a) = 1 mé opét kladné Feseni u. To plyne
z Disledku o spojité zavislosti feSeni ODR na datech tlohy II (Dtsledek 13.6.4)
a z toho, ze na malém okoli bodu a je feseni kladné diky pocatecni podmince.
Analogickym postupem jako vySe (vSude piSeme P — « namisto P) dostavame, Ze
funkce w = —(P — a)% fesi rovnici

’LU2

/ —
Wt P—«

=0 na [a,b]
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a odtud pro kazdé h € X méame

/b (P —a)h'® + Qn?) dz
— /b (P — a)h'® + QB? + (wh?)') da

b
= / (P = a)h' + Q2 + w'h? + 2whl') da
a

= [l ) e [ r - g

- /b(P—a)(h’+ %h)de > 0.

Proto

b b
52®(ug; h, h) = / (Ph’2 + Qh*)dz > oz/ n?da.

Krok 3: Ovéreni Lagrangeovy postacujici podminky.
Zvolme h € X \ {0}. Definujme

o(t) := F(yo +th) na R.

Pak diky tomu, ze f € C3([a,b] x R?), m4 f lipschitzovské druhé parcialni derivace
na kompaktech, a proto pro ¢t € (0,1)

b
e"(t) = ¢"(0)] < / (\fyy(a:,yo +th,yo + th') — fuy (@, y0, yp) |h?
+ 2|fyz(37ayo + th,y6 + th/) - fyz($7y07 yé)”h”h/l
+ |fzz(x; Yo + thvy(/) + th/) - fzz(x; yan(/))|h/2) dx

b
< / [C|t| (max |h| + max |h’|>h2 el (max || + max \h’\) Ih||1|
a [a.b] [a.b] 0.8 [a.b]

+Clt] (max Ih| + max W\)hﬂ da
[a,b] [a,b]

b
< C|t\||h|\cl([a’b])/ (2 + [BI|W] + %) da.

a

Diky Youngové nerovnosti mame |h||h'| < # a pro v8echna x € (a,b] plati (ve
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stfedni ¢asti nésledujiciho vypoctu uvazujeme jen netrivialni piipad f; n?ds > 0)

/ h' dt
v n 1

/ T
a ([ W=ds)z ([ 1%2ds)2

<(fas) ([100)" [ 3 (mmags) 2 () 1

[h(2)] = [h(x) = 0] = [h(z) — h(a)| =

coz implikuje

b b b 5 b N b 5
/h%lxg/ ((b—a)/ n' ds)dt:(b—a)z/ h' ds:C/ h'” d.

Proto mame celkové
b
§1(0) 2 ¢(0) = |6 (0) = " (0)] 2 ")~ Cl [ 7 ds.
a

Konec¢né, vyuzijeme-li vysledek druhého kroku, pro ||Al[c1(jas) < 9, kde 6 > 0 je
dostatecné malé, dostavame

o (t) > 0(5/ W dx

:/ (P h’2+Qh2)dx—Cé/ h'? da

>a/ ' da:—C’cS/ e > = /h’de>o

pro h # 0, Lagrangeova postacujici podminka (Véta 13.2.14) je tedy splnéna (vSim-
néte si, ze fakt, Ze kladnost druhych diferenciali jsme dokazali jen pro malé h,
nehraje roli) a F' mé proto v bodé yo lokdlni minimum. O

Pied dikazem druhé ¢dsti Jacobiho véty (Véta t 12.10) si odvodime jesté jeden
pomocny vysledek.

Lemma 13.3.21. Necht u je takové fesent Jacobiho rovnice, Ze existuje ¢ € [a, b]
spliugict u(c) = u'(c) = 0. Pak u=0 na [a,b].

Diikaz. Jacobiho rovnice mé vzdy trivialni feSeni. Navic toto feSeni spliiuje poca-
teéni podminky uvedené ve znéni lemmatu. Dale z Véty o globalni existenci a
jednoznaénosti pro rovnici n-tého fadu (Véta 8.5.1) plyne, ze pfi zadanych poca-
te¢nich podminkach je feSeni jednozna¢né (v pfipadé, Ze ¢ = a nebo ¢ = b opét
pouZivame jednostrannou verzi této véty). O
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Dikaz druhé cdasti Jacobiho véty (Véta 13.3.19). Dikaz si rozdélime do nékolika
krokii. Necht yo = ug + v je staciondrnim bodem F' na M. Budeme piedpokladat,
ze xg € (a,b) je konjugovanym bodem k bodu a a budeme se snazit dospét ke
sporu.

Krok 1: konstrukce pomocnych funkcionalt K,,.

Pro kazdé p € R definujme funkcionél

K,(h) = n0*®(ugs b, h) + (1 — p)G(h),

kde )
G(h) := / K dz.

Protoze yg je bodem lokalnitho minima funkcionalu F', podle Lagrangeovy nutné
podminky (Véta 13.2.12) plati

§2®(up; hyh) >0 pro vSechna h € X.
Proto z definice funkciondlu G okamzité plyne
w e [0,1) = K, (h) >0 pro viechna h € X \ {0}.

Krok 2: Jacobiho rovnice pro funkcionaly K.
Funkciondlim K, odpovida Jacobiho rovnice

—((uP + (1 — p)h")' + pQh = 0.

Necht z¢ € (a,b) (konjugovany bod k bodu a pro ptvodni funkciondl) a jemu
odpovida funkce z — u(x,1) (netrividlni feSeni Jacobiho rovnice s p = 1 splitujici
u(a, 1) = u(zo, 1) = 0). Predchozi lemma navic zarucuje, ze % (o, 1) # 0.
Dale diky tomu, ze
0 <minP <maxP < oo
[a,b] [a,b]

(funkce = — f..(z,y0(2),y,(x)) je na [a,b] spojitd a kladnd), lze najit 6 > 0
takové, Ze plati

uP+(1—p)>0  prokazdé u e [-0,1+0] ax e la,b].

Tato vlastnost a hladka zavislost koeficient Jacobiho rovnice pro funkcional K,
na p € [—0,14 6] zarucuji, ze pro kazdé p € (—0,14 ) existuje takové netrivialni
feSeni x — wu(x,p) Jacobiho rovnice s parametrem p, ze u(a,p) = 0 a navic
%u(az,,u) je spojitd na [a,b] x (—0,1 4+ 6). Tato FeSeni zkonstruujeme pomoci
Dtisledku o diferencovatelnosti feSeni ODR podle parametru II (Dusledek 13.6.8)
tak, ze polozime %(a, n) = %(a, 1) a Fesime p¥islusnou Cauchyovu tlohu.

Zjistili jsme, ze funkce w: (z,pu) — u(x, ) ma spojité parcidlni derivace na
[a,b] x (—6,1+ 0), plati u(zg,1) =0 a

ou

%(1'07 1) 7é 0.
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Mizeme proto aplikovat Vétu o implicitni funkci (Véta 12.4.13) a dostdvame §, A >
0 takova, ze pro kazdé p € (1 — 6,1 4 ) existuje © =: p(u) € (xg — A, 20 + A)
spliujici

u(p(p), ) = 0.
Navic p € C1((1 - 4,1 +6)) a
24 (o(p), 1)
") = —2n 07 na (1 — .
o) = U (o), 1) (1=81+9)

Krok 3: Prodluzovani funkce ¢ doleva.

Protoze funkce u mé stejnomérné spojité parcidlni derivace na [zo— A, zg+A] X [1—
8,14 4], z pfedpisu pro ¢’(u) plyne, ze funkce ¢ je lipschitzovskd na (1 — 4,1+ ).
Odtud snadno obdrzime, ze existuje lim, ,;_s), ©(u) (stejné zdivodnéni jako
v ditkazu Véty o globalni existenci a jednoznac¢nosti pro rovnici n-tého radu, tedy
Véty 8.5.1, z jejiho dikazu budeme nyni pouzivat i dalsi myslenky, sepiSeme je jen
struéné). Dodefinujeme-li funkci ¢ v bodé 1—¢ touto limitou, z hladkosti u v bodé
(lim,(1-s), @(1), 1 — ) zjistime, Ze

u( lim (p(u),l—é)zo.

pu—(1-6) 4

V tomto bodé muzeme tedy opét aplikovat Vétu o implicitni funkei (Véta 12.4.13)
(v tomto bodé je % # 0 podle ptfedchoziho lemmatu aplikovaného na Jacobiho
rovnici odpovidajici p = 1 — §) a tim funkci ¢ prodlouzit doleva. V prodluzo-
vani postupné pokracujeme. Snadno se nahlédne, Ze proces prodluzovani se muze
zastavit v n&jakém bodé ug € [0, 1 — §] pouze v nasledujicich t¥ech piipadech

lim (p) = a, lim o(p)="> a o < 0.

M=o M=o

Krok 4: vylouceni ptipadu limy, ., ¢(1) = a.

Pfipomerime, Ze funkce u spliiuje u(a, ) = 0 (spoleéna pocéateéni podminka pro
v8echny Jacobiho rovnice). To mé v naSem pi¥ipadé za nésledek poruseni jednoznad-
nosti ve Vété o implicitni funkci (Véta 12.4.13) na pravém okoli bodu pg. Porusena
muZe byt jen podminka %(a7 o) # 0, ale jeji poruseni by podle pfedchoziho lem-
matu znamenalo, Ze pro pu = o pracujeme s trivialnim fesenim Jacobiho rovnice.
Krok 5: vylouceni pfipadu po < 0.

V tomto piipadé je funkce ¢ definovand v pocatku, tedy u(¢(0),0) = 0, zéro-
venl p(0) € (a,b) a diky jednoznac¢nosti plynouci z Véty o implicitni funkei (Véta
12.4.13) mame informaci, ze u(z,0) # 0 pro z z jistého prstencového okoli bodu
©(0). To znamend, Ze mame netrividlni feSeni Jacobiho rovnice pro u = 0, tedy

' =0,

které splituje h(a) = h(p(0)) = 0, ©(0) # 0. To ale neni mozné, nebot uvedenou
rovnici Fesi pouze afinni funkce.
Krok 6: vylouceni pripadu limy, o(p) =bpro p€[0,1).
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Pokud by nastala uvedend situace, existovala by netriviadlni funkce h spliiujici
h(a) =h(b) =0 a
(o P + (1 = po))l")" + poQ@h = 0.

Vyuzijeme toho, ze h fesi zminénou Jacobiho rovnici, pak integraci per partes
(spolu s h(a) = h(b) = 0) dostédvame

b
0= [ (P + (1= )WY + po@h) o
b
— [ (~(P + (1 = o) 'b + 10@12)
b b
=/ (uoP+(1—uo))h’2dx—[(uoP+(1—uo))h’h]Z+/ poQh* da

b
:/[wm+u_mwﬂ+m@ﬂmzKMm

To je ve sporu s vysledkem ziskanym na konci prvniho kroku.
V krocich 4 az 6 jsme ukazali, Zze nenastal zaddny z moznych pfipadi. Mame
tedy spor, a proto bod zg € (a,b) nemtze byt konjugovany k a. O

Priklad 13.3.22. (i) UvaZzujme funkcional
1
F(y) = / xy?*(r) de s okrajovymi podminkami y(0) =0 a y(1) = 0.
0

V prvni ¢asti Prikladu 13.3.8 jsme ukazali, Ze jedinou extremaélou je funkce yg = 0.
Pokusme se sestavit Jacobiho rovnici. Dostavame

P = fzz(l'vy()ay{)) =0.

Neni tedy splnéna podminka P > 0 a teorii okolo Jacobiho rovnice zde proto
nemame k dispozici.
(ii) Uvazujme funkcional

b
Fo) = [ v d

Ve druhé ¢asti Prikladu 13.3.8 jsme ukéazali, Ze extremélami jsou funkce yg = Cx+
D (konstanty C, D jsou jednozna¢né uréeny okrajovymi podminkami). Pokusme
se sestavit a vyresit Jacobiho rovnici. Dostavame

P= fzz(xay()vyé)) =2>0

d
Q =y v0,90) = 3 (Folav0,w6) ) = 0.

Jacobiho rovnice pak méa tvar

0=—(Ph) +Qh = —21".
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Jejimi feSenimi jsou funkce tvaru
h = Cl.’L' + 02.

Protoze zadna netrivialni afinni funkce nema vice nez jeden nulovy bod, v intervalu
(a, b] nelezi konjugovany bod k bodu a, a proto ma F' v nédmi nalezené extremale
lokalni minimum.
(iii) Uvazujme funkcional
b
Fly)= | y(1+2%)de

a
Tento funkciondl spliwuje f..(x,y,y’) = 222. Proto je Jacobiho véta (Véta 13.3.19)
aplikovatelnd jen v pfipadé, ze 0 ¢ [a,b]. V dal$im se proto budeme zabyvat jen
timto pripadem. Ve treti ¢asti Prikladu 13.3.8 jsme ukazali, ze extremalami jsou
funkce yo = % + D. Pokusme se sestavit a vyfesit Jacobiho rovnici. Dostavame

P = fzz(xaymyé)) - 21’2 >0

Q= fyy(z,y0,90) — % (fyz(x,yo,yé)) = 0.
Jacobiho rovnice pak mé tvar
0= —(Ph') + Qh = —(22*1')".
Snadno spocitame, Ze jejimi feSenimi jsou funkce tvaru

h:g—i—(]g.
xT

Protoze zadna netrividlni funkce tohoto typu neméa vice nez jeden nulovy bod,
v intervalu (a, b] nelezi konjugovany bod k bodu a, a proto ma F' v ndmi nalezené
extremale lokalni minimum.

(iv) V Piikladu 13.3.10 jsme pracovali s funkciondlem

F(y) /ab\/ler’Q(x)dx

a ukéazali, Ze jeho extremdlami jsou jen afinni funkce. Pokusme se sestavit a vyfesit
Jacobiho rovnici. Dostavame

1
P:fzz<xay05y(/)) = 3 :C>0

Qé
(1+y,)"

d
Q = fyy(x?y07y(l)) - a(fyz(x7y07y6)) =0.

Jacobiho rovnice pak mé tvar

0=—(PK) +Qh=—(CH).
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Protoze zadné netrivialni afinni funkce nema4 vice nez jeden nulovy bod, v intervalu
(a, b] nelezi konjugovany bod k bodu a, a proto ma F v ndmi nalezené extreméle
lokalni minimum.

(v) Ve tieti ¢asti Piikladu 13.3.13 jsme pracovali s funkciondlem

b
F(y) = / (v* =y’ + ) da.
a
Ukazali jsme, Ze extreméalami jsou funkce tvaru
yo = Ce® 4+ De™*.
Pokusme se sestavit a vyfesit Jacobiho rovnici. Dostavame

P = fzz(xay()vyé)) =2>0

d
Q= fun@90.50) = — (Fyel@syo,vp) ) =2 = (1) = 2.
Jacobiho rovnice pak ma tvar
0=—(Ph) +Qh=—(2n) +2h=—-2(h" —h).

Snadno spoditame, Ze jejimi feSenimi jsou funkce tvaru (konstanty jsou jednoznac-
né uréené okrajovymi podminkami)

h= Cleaj + Cge””.

Opét se da ukazat, ze zadna netrivialni funkce tohoto typu nema vice nez jeden
nulovy bod. V intervalu (a,b] proto nelezi konjugovany bod k bodu a, a proto
mé F' v nami nalezené extremale lokalni minimum.

(vi) Uvazujme funkcional

!
F(y) = / (y’2 —y?) dz s okrajovymi podminkami y(0) = 0 a y(I) = 0.
0
Pak ma Euler-Lagrangeova rovnice tvar

d d
fy(xayvy/) - @fz(l‘;z%y/) = _2y - @(Qy,) =0 na [Oal]

Protoze f..(x,y,y’) = 2, miZzeme pouzit V&tu o regularité minimizéru (Véta
13.3.6) a dostavame diky ni

0=-2y—2y" =-2(y" +y).
Extremalami proto jsou funkce tvaru

yo = Ccosz + Dsinzx.



13.3. FUNKCIONALY REPREZENTOVANE INTEGRALEM 239

S ohledem na okrajové podminky dostavame, ze C' = 0 a [ musi byt nasobkem
¢isla 7, aby viibec néjakéd extremala existovala. V dalsim tedy predpokladejme,
ze | = km, kde k € N, a yg = Dsinx, kde D € R. Pokusme se sestavit a vyresit
Jacobiho rovnici. Dostavame

P = fzz(x;y()vylo) =2>0

oo d ,
Q = fyy(@,90,90) — @(fyz(x,y()’yo)) = 2.

Jacobiho rovnice pak méa tvar
0=—(Ph) —Qh=—(2h") —2h = =2(h" +h)

a FeSeni

h=Cicosz + Cysinz.
Zkoumejme, zda existuje bod xy > 0 konjugovany k pocatku. Pocateéni podminka
h(0) = 0 znamen4, Ze pracujeme jen s feSenimi tvaru h = Cy sinz. Okamzité vi-
dime, ze kazdy bod tvaru mm, kde m € N, je konjugovany bod k poc¢atku. Jakobiho
véta (Véta 13.3.19) nam pak dava, ze pokud I = km, kde k > 2, nalezené extremaly
nejsou body lokalniho minima. Pro k = 1 Jacobiho véta nedokaze rozhodnout.

Poznamka 13.3.23. PovSsimnéme si, ze kdykoliv f,, > 0 a f nezavisi na y, pak
Jacobiho rovnice rovnice ma tvar

e

foe
Pokud je nyni C' = 0, dostdvdme konstantni feSeni (nepfipousti zddné konjugo-
vané body k a). Pokud je C' # 0, dostdvame ryze monotonni feSeni, kterd opét
nepfipoustéji konjugované body k a.

(f.-h') =0 = f..h =C = n

13.3.5 Vazané extrémy

Nyni si zobecnime vysledky o vazanych extrémech z kapitoly o funkcich vice pro-
ménnych na nekoneénédimenziondlni pfipad. Funkcional ¥ se ziskd z funkciondlu
G analogicky jako ® z F, tedy pfi¢tenim vhodné afinni funkce, aby se ziskaly
homogenni (tedy nulové) okrajové podminky.

Véta 13.3.24 (O Lagrangeovych multiplikatorech). Necht f,g € C?([a,b] x R?),
v E€R ayyg € M je minimizérem funkciondlu

b
ﬂmszmmwymmx

vzhledem k mnoziné {y € M: G(y) = v}, kde

b
mwz/gmmmywmm
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Necht d¥(yo) # 0 (existuje h € X spliiugici dU(yo)(h) # 0). Pak existuje A € R
takove, Ze

d®(yo)(h) — Ad¥(yo)(h) =0 pro vSechna h € X,
neboli na [a,b] plati
Fy(@,90(2), yo () = Agy (2, yo (), yo (%))
(o), () — g, v0(), () ) =0

(vgraz na poslednim tddku lze rozderivovat pomoct Tetizkového pravidla opét aZ pri
dodatecném predpokladu y € C?((a,b))).

Diikaz. Podle piedpokladu existuje funkce ¢ € X takové, ze 0¥ (yo; ) = 1. Zafi-
xujme jesté libovolné ¢ € X. Definujme pomocné funkce U,V : R? — R predpisem
U(s,t) = ®(yo +sp+ty) a  Vist) = T(yo+sp + 1) — U(yo).

Protoze V(0,0) =0, V € C?(R?) a
Vi(0,0) = 0G(yo; ¥) = 1,

miizeme pouzit Vétu o implicitni funkci (Véta 12.4.13) a dostavame §,A > 0
takovd, ze pro kazdé s € (=4, 0) existuje pravé jedno t =: n(s) € (—A, A) spliiujici
V(s,n(s)) =0ane C?*(-6,9)). Navic

710) = 5o = ~V(0.0)

Na druhou stranu, protoZze funkce yg + s¢ + 1(s)y spliiuje pozadované okrajové
podminky a vazebni podminku z na$i minimaliza¢ni tlohy a zfejmé (pfipomenime

1(0) =0an € C*((=04,9)))
[ (yo + s +n(s)¥) = vollcr(jay)) =+ 0  pro s —0,
pro s dostatecné blizko k nule musi platit
U(0,0) < U(s,n(s))-
Odtud (vyuzivame f € C?([a,b] x R?))

0= %U(SJI(S))ls:o = Us(0,0) + U3(0,0)(0) = Us(0,0) — U4(0,0)V;(0,0).

Pokud polozime
)\ = Ut (O, 0)
(A nezévisi na volbé& ¢), méme

0= US(O,O) - )‘VS(O>0) = 5‘b(y0790) - )\5‘1’(3/07 SD)

Protoze p € X bylo libovolné, dokazali jsme pozadovanou identitu pro Gateauxovy
derivace. Pfepis do diferencialni rovnice dostaneme standardnim zpusobem kom-
binujicim integraci per partes a du Bois-Reymondovo lemma (Lemma 13.3.2), jako
se ziskala Euler-Lagrangeova rovnice. O
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Typickymi aplikacemi praveé ziskaného vysledku jsou tiloha o zavéseném fetézu
a problém princezny Dido, kterymi se budeme zabjvat pozdéji.

13.3.6 Postacujici podminka pro globalni extrém

Predstavime si alespon jednu postacujici podminku pro globalni extrém pracujici
s vlastnostmi funkce f. Hlavni ilohu zde sehraje konvexita funkci vice proménnych.

Lemma 13.3.25 (O charakterizaci konvexity funkci vice proménnych). Necht
g € CHQ), kde G C RN je oteviend konverni mnoZina. Pak jsou ndsledugici
podminky ekvivalentni:
(i) g je konvezni na G

(ii) g(y) — g(z) > Vg(z) - (y — z) pro véechna x,y € G
(iii) (Vg(y) — Vg(x)) - (y — ) > 0 pro viechna x,y € G.

Diikaz. (i) = (ii)“ Necht z,y € G C RN a g € C'(G) je konvexni. Necht ¢ € (0, 1].
Pak podle Véty o stfedni hodnoté (Véta 12.1.23) existuje 6 > 0 takové, ze

gz + ity —x)) = g(x) + tVg(x + 0ty — x)) - (y — ).
Na druhou stranu diky konvexité mame
gz +t(y —x)) = g((1 =)z +ty) < (1 —t)g(x) +tg(y).
Porovnanim obou formuli dostavame
9(y) —g(x) = Vg(x + 0t(y — 2)) - (y — x).

Limitn{ pfechod ¢t — 0, dava (pfipomenime g € C*(G))

9(y) — g(z) = Vg(z) - (y — 2).
»(1) = (iii)“ Pokud plati (ii), prohozenim roli = a y dostavame

9(x) —9(y) =2 Vyy) - (z—y) = g(y) —g(z) < Vg(y) - (y — ).
Tento vysledek spolu s (ii) dava
Vy(x) - (y —x) < gly) —9(z) < Vg(y) - (y — ).

Odtud méame
0<(Vg(y) = Vg(@)) - (y — @),
coz je (iii).
»(iil) = (1)“ Pfedpoklddejme (iii). Zafixujme z,y € G. Pak existuje 6 > 0, pro
které ma smysl definovat

o(t) =gz +t(y — x)) prot € (=6,1+9).
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Pro kazdé —6 < a < 8 <14 ¢ pak mame diky definici ¢ a (iii)

¢'(a) = ¢'(B)=Vyg(z+aly—=) (y—2) = Vgla+ By —2)) (y — )
= (Vg(a +aly - =) = Vgla + Bly - 2)))-(y — )

. (Vg(x +aly —=)) — Vglz + By — w))) X

a—p
< (@ +aly—2) - (@+Bly—=)) > 0.

Proto je ¢’ neklesajici na (—§,1 4+ ¢), a diky tomu je zde ¢ konvexni. To ale
znamend, ze pro kazdé A € [0, 1] plati

P(A) = (1 =A) -0+ A1) < (1= X)p(0) + Ap(1).
Diky definici funkce ¢ predchozi nerovnost znamena

9@+ Ay —=z)) < (1= Ng(z) + Ag(y),
¢imz jsme ovérili konvexitu funkce g. 0

Véta 13.3.26 (O postacujici podmince globalniho minima). Necht f € C?([a, b] x
R2) je pro kazdé x € [a,b] konvexni v posledni dvojici proménnyjch a yo € M je
staciondrnim bodem funkciondlu F. Pak md F v bod€ yy globdlni minimum.

Diikaz. Necht yo € M spliiuje Euler-Lagrangeovu rovnici a w € M \ {yo}. Pak
nerovnost (ii) z pfedchoziho lemmatu a integrace per partes davaji

b
F(w) - Fyo) = / (&, w,w') — f(z,y9)) da
b
> / (w0 = 10) £y (@ 90, 90) + (' — 5} o, y0, ) d

b
- / (0 — 90) Fy (&2 0, 0) — (w0 — 30) (f (g0, )’z = 0.

Tim je dikaz dokoncen. O

Zabyvejme se jesté otazkou, jak konvexitu v posledni dvojici proménnych ovéro-
vat.

Véta 13.3.27 (O postacujici podmince pro konvexitu funkei vice proménnych).
Necht g € C*(Q), kde G C RY je oteviend konverni mnozina. Pak g je konvexni
na G pravé tehdy, kdyz ma vsude na G pozitivné semidefinitni Hessovu matici.

Diikaz. Dtikaz bude zalozen na Taylorové rozvoji

9(4) = 9(2) + V() - (y — )+ 38%(x + 0y — 0))(y — 2.y — o).
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»<=* Je-li Hessova matice ve vsech bodech pozitivné semidefinitni, pfedchozi Tay-
loriv rozvoj dava

9(y) —g(z) > Vg(z) - (y — x) pro vSechna x,y € G,

coz je charakterizace konvexity.
»,2= Pokud v néjakém bodé x € G neni Hessova matice pozitivné semidefinitni,
existuje h € RV takové, ze
d?*g(x)(h,h) < 0.
Z toho, 7e g € C?*(G), pak plyne, ze d?g(z)(h,h) < 0 pro kazdé z dostateéns

blizké x. Pro y := x+ah, kde o > 0 je dostatecné malé, proto diky vyse uvedenému
Taylorovu rozvoji dostavame

9(y) < g(z) + Vg(z) - (y — ).

Tim jsme vyvratili nerovnost charakterizujici konvexitu. Proto g nemuze byt kon-
vexni na G. O

Tvrzeni 13.3.28. Necht N = 2, potom pozitivni semidefinitnost Hessovy matice
H, na G C R?%je ekvivalentni podmince

9zz 20 A gy 20 A GraGyy — giy >0 na G.

Dikaz. Pozitivni semidefinitnost implikuje nezdpornost determinantu (tedy tfeti
z vySe uvedenych podminek) a navic musi platit

0 < d?g(2)((h1,0), (h1,0)) = gazhi & 0= d*g(2)((0,h2), (0, h2)) = gyyhs.

Na druhou stranu, trojice podminek uvedenych vyse zarucuje pro h = (hy,0)
d®g(@)(h,h) = gezhi > 0

a pokud pro h = (hq, hs), kde ha # 0, polozime « := %, dostavame

dgg(aj)(h7 h) = gmwh% + gyyh% + zgzyhth
> h%(gzzaz + gyyax — 29my) >0,
kde posledn{ nerovnost plyne ze nekladnosti diskriminantu (2g;,)% — 4¢429yy. O

Piiklad 13.3.29. (i) UvaZzujme funkcional

b
/ V1+y?2da.

V prvni ¢asti Prikladu 13.3.13 jsme si ukazali, ze jedinymi extremélami jsou afinni
funkce. Zkusme ukézat, ze integrand je konvexni v posledni dvojici proménnjch
a tim dokazat, ze v kazdé z téchto extremal ma funkcional F' pii odpovidajicich
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okrajovych podminkach globalni minimum. Podle pfedchoziho kritéria potfebu-
jeme

fyy >0, f2z >0 a Jyyfzz — f;z >0 na (a,b) x R%.
To skuteéné plati, nebot

1

VA N —
m >0, Jyy(@,y,9") =0 a fy=(2,9,9") = 0.

foe(,y,y) =

(ii) Uvazujme funkcional

b
/ (v° — vy +y?) du.

Ve treti casti Piikladu 13.3.13 jsme vyfeSenim Euler-Lagrangeovy rovnice zjistili,
Ze extremalami jsou funkce tvaru yg = Ce® + De™* (koeficienty C, D jsou jed-
noznacné uréeny okrajovymi podminkami). Metody zaloZené na studiu Jacobiho
rovnice nam v paté ¢asti Prikladu 13.3.22 dale prozradily, ze v ziskanych extre-
malach ma F' lokalni minima. Pokusme se jesté ovérit konvexitu v posledni dvojici
proménnych. Mame

fZZ(xvyay/)E2207 fyy(I,y,y/)EQZO

Sy @y ) foe (@, y,y)) = fr(woyy) =221 > 0.
Proto se podle Véty o postacujici podmince pro globalni minimum (Véta 13.3.26)
jedna dokonce o globalni minimum.

Poznamka 13.3.30. Nas existen¢ni vysledek pozadujici konvexitu v poslednich
dvou proménnych je pomérné slaby a v mnoha tlohach nepouzitelny. V odborné
literature se daji nalézt silnéjsi vysledky kombinujici konvexitu v posledni pro-
ménné a vhodné ristové podminky pro funkci f. Pro ziskani takovychto vysledki
viak nase C'-teorie neni vhodna.

Poznédmka 13.3.31. (i) Véta o postacujici podmince globalniho minima také
plyne z Véty o postacujici podmince pro konvexni funkciondl (Véta 13.2.19), nebot
konvexita integrandu v posledni dvojici proménnych implikuje konvexitu funkcio-
nalu. To je snadno vidét z vypoctu

AF(w) + (1 =N F(v) — F(Au+ (1 = \)v)

b,
= / _)\f(x,u,u’) + (1 =N f(z,v,0) = fz, u+ (1= Mo, 2’ + (1 — )\)v’)} dz

b
/ _)\f(:z:,u,u') + (1 =X f(z,v,v) — f(x, Au,u’) + (1 = A)(v, v’))] dz
b
Ay d) + (1= N f (@ 0,0) = (A @) + (1= ) f(a,0,0) )| do

IV

I
e
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Ptinos této c¢asti textu tedy spociva v ziskdni metody pro ovérovani konvexity,
kterou jsme si predstavili v Tvrzeni 13.3.28.

(ii) Na druhou stranu existuji konvexni funkcionély, které nemaji integrand kon-
vexni v posledni dvojici proménnych. Typickym prikladem je funkcionél

b
F(y) =/ (y"? — ey?) da,

kde € > 0 je malé ¢islo. Pak totiz f,, = —2¢ < 0, diky ¢emuz funkce f nemiize
byt konvexni v posledni dvojici proménnych. Na druhou stranu

AF(u) + (1= XN F(v) — F(Qu+ (1 — X))

= /b [)\u’z + (1= N7 = (4 (1= A)?

a

- 5(/\u2 F (1= — Out (1— )\)v)Q)} da
=(A=)\? /b [u’z +0' — ol — 5(u2 +02 = QUU)} dz
=(A=)\?) /ab [(u’ — )2 —e(u— v)2] dz.

Ve druhé ¢4sti dukazu Jacobiho véty (Véta 13.3.19) jsme si ukdzali, ze pro kazdé

he X plati
b b
/h2dx§C’/ ' dz,

kde C' zavisi na délce intervalu [a, b]. Diky tomuto odhadu pfedchozi vypocet dava
konvexitu funkcionalu F', kdykoliv je € > 0 dostatecné malé.

13.4 Klasické alohy varia¢niho poctu

13.4.1 Nejkratsi spojnice v roviné

Jednou ze zékladnich tdloh varia¢niho poctu je hledani nejkratsi spojnice dvou
bodt v roviné. Tuto ulohu jsme uspokojiveé vyfesili v Prikladu 13.3.10.

13.4.2 Problém princezny Dido

Podle povésti bylo mésto Kartdgo zalozeno fénickou princeznou Dido prchajici
pred tklady svého bratra Pygmaliona do severni Afriky. Mistni vladce nabidl Dido
pouze tzemi, které pokryje volska kize. Mazana princezna volskou kuzi roziezala
na tenké prouzky, ty svazala do vice nez ¢tyrkilometrového pramene a vyuzila jej
spolu s pobfezim k ohraniceni tizemi budouciho Kartaga. Pfestoze se legenda o
vyuziti variacniho po¢tu nezminuje, pokusme se uvahy princezny Dido alespon
Castecné zrekonstruovat.
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Necht L > 0 je zadana délka pramene volské ktize. V dalsim pro nés bude x-ova
osa predstavovat pobfezi na severu Afriky a budeme hledat nekladnou C'-funkci,
ktera splituje okrajové podminky y(—b) = y(b) = 0, pro né&jaké b € (0, é] (na
konci vypoctu jesté provedeme diskusi ohledné nejvyhodnéjsi volby konstanty b),

vazebni podminku
b
o= [ fTracs,
—b

a kterd minimalizuje funkcionél (plocha je absolutni hodnota nasledujiciho neklad-
ného integralu)

F(y)/bbydx-

PouZijme Vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech (Véta 13.3.24). Protoze (¥
se ziskd z G stejné jako ® z F)

b b /
Yy /
oW (y; h :/ 9y(x, 9,y )b+ g.(z,y,y")h') dx :/ ———=h"dxz,
( ) 7b<J( ) ( ) ) 7bm

podminka o netrividlnosti h — 0 (yo; h) miZe byt podle du Bois-Reymondova
lemmatu (Lemma 13.3.2) porusena jen pokud

/

% _—¢ na [—b,b].
V1t

Ukazme, Ze uvedenou rovnici fesi jen konstantni funkce (s pfihlédnutim k okrajo-
vym podminkdm). Pokud C = 0, je to zfejmé. Pokud C # 0, pak dostavame

2

Yt 2 2
L =C" = vy =C(1+yp).
1T+

Pro C' = #+1 rovnice nem4 feSeni, pro ostatni pifipady dostdvame y’ = 0. Kon-
stantni feseni (odpovidd situaci b = £) dava nulovou plochu ohrani¢eného tizem
a jisté se nejedna o hledané minimum.

Zbylé extremdly ziskdme z Euler—Lagrangeovy rovnice pro funkciondl F' — AG
(tentokrat je vyhodnéjsi pouzit standardni tvar Euler-Lagrangeovy rovnice nez
Tvrzeni o nutné podmince feseni Euler-Lagrangeovy rovnice pro autonomni tilohu,
tedy Tvrzeni 13.3.11, které by vedlo na C = yo — \/L);T) Méame

Ofy/\gy(fzx\gz)’lJr)\(yO)'

\/1+y()2

Odtud méme (vyse vidime, ze A # 0)

/
1
Y0 =——z+C

\/1+y(’)2 A
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a to implikuje

(Lo e o LAt OF

1+ yp” Y S P (i pyg)
Proto mame )
-+ C
vo =+ 2
1—(—3z+C)?

a po integraci dostavame

yo(z) = £A\\/1 — (=12 + C)2 + D = £sign(A\) /A2 — (=2 + CN)2 + D.

Presnéji, dostali jsme dvé funkce, které fesi Euler-Lagrangeovu rovnici. Jesté
by teoreticky jako minimizéry mohly pfipadat v tivahu funkce ziskané slepenim
takovychto funkci (pokud bychom na nékterych podintervalech (—b, b) ve vyjadfeni
Yo uvazovali znaménko + a na jinych znaménko —). Protoze vSak vysledkem musi
byt C!-funkce, k piechodu k opa¢nému znaménku by mohlo dojit jen v bodé
s nulovou derivaci, tedy v bodé xy = AC. Navic podle Véty o regularité minimizéru,
tedy Véty 13.3.6 (zde f.. —\g.. = 0—A\—L— # 0, nebot uz jsme vylouéili piipad

(1+22)3
A # 0), jsou extremaly t¥idy C?. P¥{mym vypoctem se ziskd yj(ro) = $ﬁ,
slepovat tedy nemizeme ani v bodé zy a Euler-Lagrangeova rovnice ma pouze
vysSe uvedend feseni.
Déle splnéni okrajovych podminek y(—b) = y(b) = 0 vyzaduje C =0, || > b
a D = Fsign(\)v A% — b2. Tyto informace ndm pro kazdou pfipustnou hodnotu
¢isla \ pripoustéji jen dvé funkce a minimum miZe ovlivnit jen ta nekladna

yo(z) = —V/A2 — 22 + /X2 — b2.

Y5
V1+yh?

A € (—o0, —b]. Toto ¢islo spocteme z vazebni podminky. Mame

Vyse ziskana podminka = —%x navic zarucuje, ze A < 0. Proto celkové

= {)\ arcsin(%)}b_b =2A arcsin(%).

Zde vystupujici funkce ¥: A — 2A arcsin(%) spojité a ryze monotonné zobrazuje

interval (—oo, —b] na (2b,wb] (pfi ovéfeni polozime % = —sinz, ¢imz prejdeme
k funkei z + 2b3% na (0, ) a pro tu mame (=)' = *25552% > 0, kde jsme

vyuzili sin0 — 0-cos0 =0 a (sinz — zcos z)’ = zsinz > 0).

Pokud b € [0, %), extreméla neexistuje. Pfipad b > % postrada smysl. V pii-
padé b = % jsme dostali nezajimavy vysledek s nulovou plochou. Pro b € [%, %)
mame jednoznac¢né urcené A a jemu odpovidajici extremalu.
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Ukazme si, ze se jedné o glob&ln{ minimum (p¥i pevné zvolenych L a b). Uvazme

pomocny funkcional
b b
/ h(x,y,y")dz := / (y —M/1+ y’z) dr — L,
—b

—b

H(y)

kde konstanta A je pravé tou konstantou z intervalu (—oo, —b], kterou nam dala
metoda Lagrangeovych multiplikatorta. Pak yg je extremalou funkcionalu H a navic

1 2 2
hyy = 0, hzz = 7)\m >0 a hyyhzz — hyz =0—-0°=0.

Diky tomu je h konvexni v posledni dvojici proménnych, a proto funkcional H na-
byva v bodé gy globalniho minima. Navic funkcionaly F' a H maji shodné hodnoty
na mnoziné, kde ffb V1+y?dx = L. Proto je yo globalnim minimem také pro
tlohu s vazanym extrémem funkcionalu F.

Zkusme jesté mezi b € [%, %) najit nejvyhodnéjsi volbu. Nejprve ukézeme, ze

b
Flyo) = /b ( - \/)‘2 — %+ \//\2 - 52) dz = bm+ 22 arcsin(g).

To plyne z ffb VA2 — b2 dx = 2bv/ A% — b? a vypoctu (piSeme x = —Asint)
b — arcsin(g)
/ —\/)\2—:52d9c:—2/ A2V/1 —sin® tcost dt
—b 0

— arcsin(2) — arcsin(2)
= —2/ M cos?tdt = —/ M (cos(2t) 4 1) dt
0 0

sin(2t) — arcsin(%)
2 + 0

= —)\2 [sint\/l —sin®t + t};msm(%) - )\2(%/1 - f’\iz + arcsin(;))
= —b\/m + 22 arcsin(%).

Pokud nyni pouZijeme vztah L = 2\ arcsin(2) (neboli b = Asin(Z;)), dostévame
pro A € (—oo, =£| (pripometime, Ze b € [£, L) a X € (—oc0, —b])

F(yo) = ASiH(%) \/)\2 — A2 siHQ(%) % =-)\2 sin(%) cos(%) + %

= %(—)\2 sin(é) + AL).

Polozme A = —tL. Pak vySetfujeme

9 — arcsin()
==\ [sintcost + t}
0

F(yo) = —%L2 (—t2 sin(%) + t) pro ¢ € [1,00).
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V dal§im ukéZeme, Ze funkce (t) = t — t*sin($) uvazovand na intervalu [1,c0)
mé maximum v bodé % K tomu staci ukazat, ze

Pt)=1- 2tsin(%) + cos(%) <0 prote (%, 00).

To je ekvivalentni viroku (pokladame § = 2s)

sin(2s) 2sinscos s

0> 1 sinS)

+ cos(2s) = 2cos? s — = 2cos s(cos 5 —

S S

pro s € (0, §). Staci tedy ukazat, Ze 7)(s) := scoss —sins < 0 na (0, ). To plyne
zn(0) =0an'(s) = —ssins.

Celkové jsme ukazali, Ze z ndmi uvazovanych pripadi nejvétsi plochu ziskdme
volbou A = —%. Tomu odpovida

b= Asin(%) = —%sin(—z) = £ ==\

a funkce

yo(x):—\/)\2—x2+\/)\2—62: Vb2 — 22

Geometricky se jedné o pulkruznici.

13.4.3 Uloha o minimalni radialné symetrické plose

Necht a < b a A, B > 0. Hleddme funkci y € C!([a,b]) takovou, Ze y(a) = A,
y(b) = B a plocha ziskana rotaci grafu funkce y kolem z-ové osy je minimdlni. To
odpovidé hledani minima funkcionédlu

b
F(y):27r/ /1 + 2 da.
a

V tomto typu tloh byva zvykem uvazovat také degenerovanou plochu tvoienou
dvéma kruhy s poloméry A a B, stiedy v bodech (a,0) a (b,0) a lezici v rovindch
kolmych k z-ové ose. V tomto p¥ipadé je celkovy povrch roven 7( A2+ B?) a ziejmé
neni mozné dosahnout lepsiho vysledku pomoci zadné funkce, kterd nabyva nulové
hodnoty. Proto se zabyvejme hledanim kladnjch extremal, tedy pfipadem

b
A>0, B>0 a F(y):QW/dex,

kde y > 0 na [a, b]. Radi bychom pouzili Tvrzeni o nutné podmince feseni Euler—
Lagrangeovy rovnice pro autonomni tlohu (Tvrzeni 13.3.11). Zkusme aplikovat
Vétu o regularité minimizéru (Véta 13.3.6). Kli¢ova je podminka

y(wo) .

0 # fzz(w0,90(20), yo(x0)) = m
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Ta je diky tvahdm uvedenym vyse splnéna vSude na (a,b). Proto hledané extre-
maly spliuji

2
/2 y6 1

C = f(Wo.y0) — vof=Wo, ¥0) = yo/ L+ 45" — o ==Y =.
V1+y 31+

Z¥ejmé musi byt C' > 0 a mame

2 Yo\ 2
Lo’ = ()

2
’ Yo
w=2y(g) -1
coz je rovnice se separovanymi proménnymi. Tu Fesi jednak yg = C. Nicméné
konstanty nefesi Euler—Lagrangeovu rovnici

\/1+y62

Odtud

vvvvv

C'sign(yo) archsh |y0| / \/%7 / ldx = 2+ D.
Celkové dostavame N D
Yo = iCCOSh(%).

Diky skutecnosti, zZe hleddme lokalni minimum, a sudosti funkce cosh stac¢i uvazo-
vat jen (D € R je obecné)
D
=C cosh( T )

Tyto funkce Euler-Lagrangeovu rovnici fesi, nebot s vyuZzitim vyse ziskané identity
1

= C pro né mame
Yo W p

li /
Yoy Yo Yoo

fo=(f) = 1+y62‘</ Oz> c‘( )
L+yp ¢

= %) —(Cy)' = cosh(%) — cosh(w + D) =0.

Parametry C,D jsou uréeny okrajovymi podminkami (ovSem nikoliv jednozna-
¢né). D4 se nahlédnout, Zze v ur¢itych situacich je ziskany vysledek horsi nez vyse
zminény obsah dvou kruhi.
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Poznamka 13.4.1. Pokud bychom chtéli aplikovat Jacobiho vétu (Véta 13.3.19),
méli bychom (nejprve vie zjednodusime s vyuzitim vztahu /1 + y62 =%)

Yo c3

— N >0
(T+v7)% %

P = fzz(may(]ay()) =

d
Q = fyy(m7y0(x)7y6(x)) - @(fyz(xvyo(w)ay()(‘r)))
cdw  _ dCy
dx (1+y62)% dz yo

Jacobiho rovnice ma tvar

o3 2034/ Cv' v — C 2
0=(Ph/)/—Qh:Ph”—‘rP/h/—Qh:Th”— Byoh/-i- y0y02 Yo h.
Yo Yo Yo

To je ekvivalentni rovnici

Yo Yoo — vh”
0=nh"—220p 4200 _J0

Yo c?
o sinh(%E2) ,  cosh®(ZE2) — Sinh2(”3J6D)h
C cosh(ZE2) C?
x z+D
_ o S Eg Wt h
C cosh(£ER) C

Uvedenou rovnici fesi hy = sinh(252) (ziskdno uhodnutim). Diky vlastnostem

wronskianu muzeme ziskat i druhé feSeni predpisem

1 2 [t sinh( S+;D)

h _ ¢ D Ccosh(5E2) ds
2(:17) = hl(l') . hT(t)e [e] dt
1

2log(cosh(<E2 )] 1 g

I
w
=
=
=
N
8
+ Q
>
N— N—— N | =
O\H
—_
@
=]
=
[\v]
8 o~ =
~
+
S
S~—
Q.
~

Il
VR
8
Q
Q
o
wn
=
—~

Obecnym FeSenim Jacobiho rovnice proto je

h(z) = asinh(%) + Bz sinh(%) - Cp cosh(%)7
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kde «, 8 € R. Podrobné studium chovani ziskanych funkci je komplikované a ne-
budeme ho provadeét.

13.4.4 Uloha o zavéSeném Fetdzu

Budeme se zabyvat tlohou, kterou formuloval Galileo roku 1638. Mame najit
tvar velice tenkého tézkého neroztazitelného Fetézu upevnéného na svych koncich.
Reseni nalezli nezavisle na sobé Jacob a Johann Bernoulliové, Huygens a Leibniz
v letech 1690 az 1692.

Necht a < b a Fetéz je upevnén v bodech (a, A) a (b, B). Predpokladejme,
7e Tetéz je geometricky reprezentovan grafem funkce y € C*([a,b]). Potencialni
energie je popsana funkcionalem

b
F(y) =/ y\/1+y?dz,

zatimco neroztazitelnost fetézu vede k vazebni podmince

b
G(y) ::/ \/1+y?de =L.

Predpokladejme, ze L > /(b —a)? + (B — A)2. V piipadé opa¢né nerovnosti by
FeSeni samoziejmeé neexistovalo, v pfipadé rovnosti by jediné mozné zavéseni (a tu-
diz optimdlni) bylo popséno afinni funkci. Tvar fetézu v rovnovazné poloze bude
popsén minimizérem funkcionalu F' na mnoziné C'([a, b]) s dodateénymi podmin-
kami

Gly)=L, ylag=A4 a y(b)=28.

Pouzijme Vétu o Lagrangeovych multiplikatorech (Véta 13.3.24). Protoze (¥ se
opét ziskd z G jako ® z F)

b b ’
Y ’
SU(y; h :/ gy(x,y, v Vb + g.(z,y, ¥ )h) dz :/ —2___7n'dz,
i) = [ (ot + o) o

podminka o netrividlnosti h — 0¥ (yo; h) miZe byt podle du Bois-Reymondova
lemmatu (Lemma 13.3.2) poruSena jen pokud

/
—_H ¢ na [a,b].
VIt

Ukazme, Ze uvedenou rovnici Fesi jen afinni funkce. Mame

72
Yo 2 2
2 =C* =y =C*(1+y ).
1+
Pro |C| > 1 rovnice nem4 FeSeni, pro ostatni ptipady dostavame y' = \/%

Zbylé extremdly ziskdme z Euler-Lagrangeovy rovnice pro funkciondl F' — A\G.
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Zabyvejme se nejprve pripadem extreméal z C?([a, b]). Pro né miizeme pouzit Tvr-
zeni o nutné podmince feSeni Euler—Lagrangeovy rovnice pro autonomni tlohu
(Tvrzeni 13.3.11) a dostédvame

CEﬂmw@—%ﬁ@m%%<WM%w®—%%@m%0

vh’ v’
yox/1+y{)2yo°2>\<\/1+y/202>
V3+u V1+ w0
1

\/1+y62

Pro C = 0 tuto rovnici fesi konstantni funkce yo = A. V opa¢ném pripadé mame

14y = (yo(; /\>2.

= (Yo — )

Odtud
b

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi (konstantni feSeni jsme jiz odhalili a
déle se o né nestardme) a tu vytesime standardnim postupem

Osign(yo(;)‘) argcosh(‘yoc_)\b :/\/(y:z# :i/ldx:iaH—D.
woAy2
Proto
Yo :/\:I:Ccosh<#>.

Déle vzhledem k povaze tlohy vybirame jen pfipad, kdy je fetéz provésen dolu

Yo =A+ C’cosh(w>7

C

coz jesté diky sudosti funkce cosh a skuteénosti, zZe D € R je obecné, muzeme
zjednodusit na

Yo = /\+Ccosh<¥). (13.4.1)

Reseni, kterd nejsou z C?([a, b]), musi alesponi splitovat Vétu o regularité minimi-
zéru (Véta 13.3.6). Kli¢ova je podminka
Yo 1
72\3 A 7253
(I+yp )2 (T+yp7)2
Yo — A
(L+yp")%

0 # foz(z0,y0(20), yo(w0)) — Ag== (20, yo(%0), Yo (z0)) =

Nekonstantni feseni, které by tuto podminku v né€jakém bodé nesplnovalo, exis-
tovat nemuze. Skutecné, takové feseni by diky nekonstantnosti mélo v defini¢nim
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oboru bod, kde yy # A. Pak by na okoli tohoto bodu mélo tvar popsany v (13.4.1).
Uvedena funkce nikdy nenabyva hodnoty A a jeji defini¢ni obor je mozné postupné
prodlouzit na [a, b]. Konstantni feSeni naopak nesplituje Euler-Lagrangeovu rovnici
funkcionalu F — AG, ktera ma tvar

_A / !

NAERTS

Celkové mame, ze lokalniho minima se muze nabyvat prostifednictvim afinni funk-
ce, kterd je ale vyloufena diky podmince na délku fetézu (toto FeSeni nevzeslo
z pravé piipomenuté Euler-Lagrangeovy rovnice, nybrz z pfipadu 6G(yg) = 0) a
pro funkce tvaru popsaného v (13.4.1), kde se A, C, D ur¢i ze vstupnich dat. Vice
informaci ndm nase teorie nenabizi.

Poznamka 13.4.2. 1 v ptipadé tlohy o zavéSeném fetézu se daji dalsi informace
ziskat studiem chovani pomocného funkciondlu F' — AG, jak jsme ¢inili pfi feSeni
problému princezny Dido. Tentokrat se dd nahlédnout, Ze pro pomocny funkcionél
neni funkce f — A\g konvexni v posledni dvojici proménnych. Na druhou stranu,
v pripadé extremal tvaru

Yo = A+ Ccosh(%)

se miZzeme pokusit aplikovat Jacobiho vétu (Véta 13.3.19). Vyuzijeme vztah

)
Ly’ = 2=

ktery jsme ziskali pii hledani extremal, a dostavame

Yo A
(I+y")2  (L+w)?

P = fzz(mvyané) - )‘gzz(xay07y6) =

yw—A C? c

>0

(2)3 (yo—A)? B cosh®(Z£2)

d
Q = fyy(T,90,90) — Ngyy (T, 90, Y0) — o (fyz(:v, Y0, Y0) — Agy= (2, Yo, yé))

_ d( o ) - d<0y6):_0y6’(yo—A)—Cy62
(

Cde\(1 4D da\y— A (Yo — A)?
_ _C’coshz(%) — C'sinh?(2ER) _ 1
C? coshQ(%) CcoshQ(ng)'

Jacobiho rovnice mé tvar
0= (Ph') —Qh=Ph" +Ph —Qh
— C h// _ Slnh(z-ic_'D) ! 1 h

cosh? ( “"ED ) cosh?® ( %) C cosh? ( —“"ED )
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To je ekvivalentni rovnici

sinh(Z£2) W 1

0=h"-2— -~
C cosh(Z£R) C?

h,

se kterou jsme se setkali pfi feSeni tlohy o minimalni radidlni symetrické plose
(ziskanou diferencialni rovnici dokonce umime vyftesit, problémy déla az urceni
chovéni ziskanych Feseni).

13.4.5 Uloha o brachystochroné

Roku 1638 Galileo formuloval problém nalezeni kiivky spojujici dva body (a, A),
(b,B) € R?, kde a < b a A > B, po ni7 se hmotny bod ptesune (bez tieni) vlivem
gravitace nejrychleji z bodu (a, A) do bodu (b, B). Galileo mylné tvrdil, Ze FeSenim
je ¢ast kruznice. Spravné feseni nalezl Johann Bernoulli roku 1697. Minimalizovany
funkciondl zde ma tvar (podrobné odvozeni je v Piikladu 13.1.1, multiplikativni

konstantu vynechavéame)
b 2
1+
F(y) = / Ay dz.

1 1
VA3 14yt

na (a, b) mizeme podle Véty o regularité minimizéru (Véta 13.3.6) pouzit Tvrzeni o
nutné podmince feSen{ Euler-Lagrangeovy rovnice pro autonomni tlohu (Tvrzeni
13.3.11) a dostavame

Protoze

fzz:

2
2 1 y6

1
C = f(yo,v0) — Yo f-(W0,40) = —m——=V\/1+ Yy~ — ———= T
(O O) 0 (O 0) A*yo 0 A*yo (1_"_:{]62)5

Odtud mame
C2(1+ 9" ) (A —yo) = 1,
coz dava
y/2 _ é —A+ Yo
0 A —yo '

Po odmocnéni (zde je nutnd zna¢nd opatrnost, nebof y nemusi byt klesajici) se
sice bude jednat o rovnici se separovanymi proménnymi, ale po pripadné integraci
dostaneme feSeni zadané implicitné pomoci ptili§ slozité formule. Ukazme si, jak
se naleznou alespon nékteré extremaly.

Budeme predpokladat, Ze feSenim je parametricky zadana funkce prostiednic-
tvim rostouci funkce z € C''([0,T1]), kde z(0) = a, z(T) =b, T € (0, 7], a

y(t) = A — k(1 — cos(t — a))
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(uvazujeme TeSeni splitujici y < A na (a,b] a které je bud nerostouci na [a, b,
nebo [a, b] je rozdélené na dva podintervaly, kde feSeni je nejprve nerostouci a pak
neklesajici). V tomto piipadé mame

2 2
(ksin(t—a)) :<dg§”> e Aty & k(- cos(t—a)

=Y% = =
dz(t) dz(t) _ — s(t —
at. =t A—yo k(1 — cos(t — a))

V ptipadé, ze % = 2k, dostavame

k2(1 —cos®(t —a)) 1+ cos(t—a)

(d:gigt))z ~ 1—cos(t—a)
Odtud
dzgf) = k(1 — cos(t — a)) = a(t) = k((t —a) —sin(t —a)) + A.

Parametry k,T navic musi byt takové, aby platilo z(T) = b a y(T) = B. Ziskana
kiivka (graf hledané funkce) se nazyvé cykloida. Vysledné funkce splituje Euler—
Lagrangeovu rovnici. Skuteéné, z dikazu Tvrzeni o nutné podmince feseni Euler—
Lagrangeovy rovnice pro autonomni dlohu (Tvrzeni 13.3.11) je vidét, ze nutnd
podminka je ekvivalentn{ Euler-Lagrangeové rovnici ve v8ech bodech, kde y{, # 0.
Brachystochrona mé bod s nulovou derivaci nejvyse jeden a i v ném je Euler—
Lagrangeova rovnice splnéna diky Vété o limité derivaci (Véta 6.3.9) a spojitosti
funkci vystupujicich v Euler-Lagrangeové rovnici.

13.5 Aplikace variaéniho poctu v klasické mecha-
nice

V dalsim budeme pracovat v tfirozmérném prostoru, pfi¢emz ¢t bude znacit cas a
{x;}3%, jsou polohy N hmotnjch bodti. Zde x1, z2, 73 je poloha prvniho hmotného
bodu, x4, x5, g poloha druhého hmotnému bodu atd. Predpokladame, ze m; =
ms = mg, My = ms = mg atd. Déle tecka nad funkci znaci derivaci dané funkce
podle ¢asu. Toto znaceni budeme ale kombinovat i se standardnim znacenim ¢asové
derivace. Nejprve se podivejme na jeden vysledek, ktery je zdkladnim kamenem celé

klasické mechaniky. Funkce L definovana ve vété se v mechanice nazyva lagrangian.

Véta 13.5.1 (Lagrangeovy rovnice). Pohyb systému N hmotngch bodi v poten-
cidlnim poli U = U({z, ?2’1) se shoduje s extremdlami funkciondlu akce

t
E({z)3) = / ({2 (@) dt,
t1

kde L=T-U,T = % Zfivl m;i? je kinetickd energie a U({:cl ?ivl) je potencidlni
energie, pricemz U € C%(R3*N). Pohyb je popsdn systémem obycejnyjch diferenci-
alnich rovnic druhého rdidu

d . ou

—(mid;) =

= 1.2
i ‘

_8$i, )&y

..,3N.
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Diikaz. Lagrangidn L = L({xz SN {@)3 ) je funkci 6 N proménnych, piislusny
Gateauxuv diferencidl mé tedy tvar

SE ({13, {hi}3N) Z /

kde h; € CY([t1,t2]), hi(t1) = hi(t2) = 0,3 =1,2,...,3N. Pouzitim integrace per
partes, podobné jako ve skaldrnim piipadé, dostavame

xzhz) dt = 0,

SE({i )2 {hi}22)) Z / e L) X

Protoze jednotlivé funkce h; jsou nezavislé, dostavame prislusny systém Euler—
Lagrangeovych rovnic

i(m,i.)f,aU
e Oy’

i=1,2,...,3N.

O

Poznamka 13.5.2. Piedpokladali jsme, ze U € C?(R3N). Pokud navic predpo-
kladame, ze hmotnosti jsou konstanty nezavislé na pohybu, dostavame, ze x; €

C?([tr, ta])-

Poznamka 13.5.3. Obecné, ma-li lagrangian tvar L = L(t {qi}3%), {¢i}32 )
kde g; jsou zobecnéné soutadnice bodil a ¢; zobecnéné rychlosti, prislusny system
Euler-Lagrangeovych rovnic (nazyvany v mechanice rovnicemi Lagrangeovymi)

ma tvar 4 /8L oL
—(=—)——=—=0 i =1,2,...,3N.
ilag) "ag =% iTL2e

Dostali jsme tedy Lagrangeovy rovnice klasické mechaniky. Nyni se pokusme
dospét k rovnicim Hamiltonovym. Z matematického hlediska jde o pfechod od 3N
rovnic druhého fadu k 6V rovnicim prvniho fddu pomoci Legendreovy transfor-
mace.

Predstavime si nyni Legendreovu transformaci. Pro jednoduchost se nejprve
omezme na skalarni piipad. Necht funkce f € C?(R) je ryze konvexni (tedy f” > 0
a f’ je rostouci funkce). Potom Legendreova transformace je pfechod od f(z)
k g(p), kde

9(p) = px(p) — f(x(p)),
pfiéemz x(p) = argmax,(pr — f(x)) = argmax,F(z,p). Tedy %(m,p) =0, coz
déva p = f'(x).

Piiklad 13.5.4. (i) Mame-li f(z) =
maxima davé p — 2z(p) = 0, tedy x(p)

o -s(f) -3 -4

2 pak je F(x,p) = pr — x%. Podminka
£. Proto
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(ii) Mame-li f(z) = Fma?, kde m > 0, pak je F(z,p) = pr — ™. Podminka
maxima dava p — mxz(p) = 0, tedy x(p) = L. Proto

o) = (L) — tm(L)’ =
m 2 \m 2m’
(iii) Mame-li f(z) = %, a > 1, kde z € R, pak je F(z,p) = px — % Podminka
maxima dava p — 2%~ 1(p) = 0, tedy z(p) = pﬁ. Proto

=25 3
— alflfpalz ail(lfl):pi
g(p) =p, =P ” 5

1 1 _
Plati

Lemma 13.5.5. Necht f: R — R, f” > 0 na R. Potom jeji Legendreova transfor-
mace je konvexni funkce na R, pricemzZ dvakrdt provedend Legendreova transfor-
mace na f je opét f.

Dikaz. Protoze p = f'(x) a f’ je na R rostouci, zfejmé je x = x(p) dobfe defino-
vano. Pocitejme

@) =2@) +de;’7) - f’@(p))dfigj’).

Plati p = f/(z), tedy ¢'(p) = z(p); proto téz ¢’ (p) = 2'(p) = f” I) lo=z(p) >0

a
g(p) je tedy konvexni funkce. Vzhledem k symetrii (¢'(p) = z(p), f'(z(p)) = p)
nas znovu provedend Legendreova transformace pfivadi zpét k funkei f(x). O

Nyni se podivejme na vektorovy piipad, tedy f: RN — R, f € C?(RY), kon-
vexni (pro jednoduchost d2f(Z; h,h) > 0 pro viechna & € RN, € RN, h # 0).
Opét definujeme Legendreovu transformaci f(Z) — ¢(p), pficemz g(p) = 7 Z(p) —
f(&(P)) a £(p) = argmax (p"&— f(Z)). Proto = V f(Z) a g(p) = maxz(p-Z— f(Z)).

Opét mame

Lemma 13.5.6. Nech? Zl =1 ngaj) hih; je pozitivné definitni kvadratickd forma

pro viechna ¥ € RN, Necht f € Cg(RN). Potom jeji Legendreova transformace je
konvezni funkce na RN, pricem? dvakrdt provedend Legendreova transformace na

f je opét f.

Dikaz. Postupujeme stejné jako o skaldrniho pfipadu. Protoze p; = z‘%(f)’ je
podminka Fesitelnosti této soustavy rovnic diky Globalni verzi véty o inverzi (Véta
12.8.7) ekvivalentni tomu, 7e hessian f je regularni matice pro véechna & € RV. To
je ale dusledkem predpokladu o pozitivni definitnosti prislusné kvadratické formy.
Podobné jako ve skaldrnim pfipadu mame

= T;.

ag(@ al fm m 5)22@)
=x; —|—
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Protoze navic pro g(p") = #%, kde i = 1,2, mame

0<(VA@EY) = V@) - (@ —a%) = (" —p*) - (Vg(@") - Vg(7?)),

dle Lemmatu 13.3.25 je g(p) konvexni. Stejné jako vySe pak dostavame, Ze druhd
Legendreova transformace pievadi p na & a g(p) na f(&). O

Nyni tento postup aplikujeme na lagrangidn, u kterého predpokladame, Ze
z4visi na ¢ase, zobecnénych souifadnicich ¢ a zobecnénych rychlostech §. Necht tedy
L: R X R™ x R" — R je konvexni v poslednich n proménnych, tedy v zobecnénjch
rychlostech. Necht

Predpokladejme, ze funkce ¢ aq fest Lagrangeovy rovnice

_%@i) +gz =0, i=12,...,n

Provedme Legendreovu transformaci vzhledem k poslednim n proménnym

oL
Ad;

bi =

a definujme (hamiltonian)

H(t,3,p) =74 — L(t,3,9).

Pokud uvazujeme, Ze se pohybujeme po extremale, tedy po feseni Lagrangeovych
rovnic, mame

= i _ d oL _ 0oL

Pi= 9 T dtag ~ aq

Dostavame nésledujici vysledek

Véta 13.5.7 (Hamiltonovy rovnice). Za dangch piedpokladi, tedy pro L(t,(j'f(’])
tridy C?(R x R™ x R™), konvexni v poslednich n proménnyjch, jsou Lagrangeovy
rovnice ekvivalentni s Hamiltonovymi rovnicems

. OH

pi = 9q; )

. OH

q; = ap; )
kdei=1,2,...,n a hamiltonidn je ddn predpisem

pricemz p; = g; .
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Dikaz. ,=“ Necht jsou splnény Lagrangeovy rovnice. Vezméme ¢ a ¢ za parametry,

polozme . .
L(tv q_’a_Q) = Et,tf@)

a aplikujme Legendreovu transformaci

Heq(P) = max (1771 - ﬁt,@@))a
q

tedy
=Py
pi = 9 45 4)-
Protoze se pohybujeme podél feseni Lagrangeovych rovnic
d 0L 0L
——a-+t 5 =0,
dt 3(]1‘ 8q,;
dostavame
. 0L
pi = g

Oznacme H(t, q,p) = H,q(p) = max, (54— Et,,j(;(})). Potom

OH 0OH OH OH OH
Ht,gp)=—,=—,. . ch—, — e, —
VHED = (50 5y g0 B )

N
- ata aq17"'a aqnaqla y qn

5

nebot pro ¢ = ¢(7, §) mame

OH _§~, 06 0L 5~ 0LOG 0L

dqj  =""0q; dq; ‘= dqxdq; I
) OH 0 "~ L 0
k k
9p; _q”+;pk3;_23%3§ —

Proto

OH oL . oH .

i R T
j=1,2,...,n, plati tedy Hamiltonovy rovnice.

,,<:“ Protoze diky Lemmatu 13.5.6 druhd Legendreova transformace prevadi
hamiltonidn na lagrangian, promenne p na q, dostdvame pro L(t,3,q) = p- G —

H(t,q,p), pFicemz § = p(7,4) a ¢ = 8 - Proto

doL OL 8p OH Op
“dtog T og e Z x Z < 3p, %)
op; . 8H6p OH .‘_8H_
Z X Z < Op; 3qj o, ~ ' og 0

3(11

diky platnosti Hamiltonovych rovnic. O
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Poznamka 13.5.8. (i) Plati

dH _9H

at - ot
tedy pokud hamiltonidn nezavisi explicitné na cCase, plati zdkon zachovani hamil-
tonianu. Totiz

Z pk+za Qk+
OH OHOH O0H OH
Zapk( 8Qk>+Zan8pk+§:E'

(ii) Je-li L =T —U, kde T' = 37", a;;(t,§)¢:q4; (kde bez Gjmy na obecnosti diky
zadménnosti poradi ¢; a ¢; predpokladdme symetrii aij = i, i, =1,...,n) a
U=U(tq), potom H =T+ U. Plati totiz H = - ¢ — L(§,4,t), kde p; = dL

Proto
—Z% -L= Z%( Zakl @fﬂ)
:2T—(T—U):T+U.

Dalsi informace a vysledky 1ze nalézt napfiklad v knize [Br CaVa] ¢ ucebnicich
teoretické mechaniky, jako napiiklad [BrSaSo MeKo].

13.6 Dodatek: Spojita zavislost na datech a dife-
rencovatelnost podle parametru reseni line-
arnich obycejnych diferencialnich rovnic

Cilem této casti je prezentovat nékteré vybrané partie hlubsi teorie obycejnych
diferencialnich rovnic, které potfebujeme v této kapitole. Pfestoze je mozné do-
kézat analogické vysledky pro mnohem obecnéjsi typ rovnic, zlistaneme pouze u
linearnich obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic, protoze dikaz pro né je obzvlasté
jednoduchy a pfesné tyto vysledky nam staci.

Zactneme lemmatem, ktery zobeciniuje nase odhady z dikazu Véty o globalni
existenci a jednozna¢nosti pro rovnici n-tého ¥ddu (Véta 8.5.1).

Lemma 13.6.1 (Gronwallova nerovnost). Necht v: [a,b] — R je diferencovatelnd
funkce na [a,b], kterd pro kaZdé x € [a,b] splriuje

j—;(x) < h(z)o(z) + 9(2) (13.6.1)

pro jisté funkce h, g € C([a,b]). Potom pro vsechna x € [a,b] plati

v(z) < (v(a) —|—/ g(s)e™ Ja hr)dr ds)efaI h(s)ds, (13.6.2)

a
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Dikaz. Vynasobme (13.6.1) vyrazem e~ Jo M) ds  ktery je dobfe definovany na
[a, b]. Dostévame
d

d—(v(m)e’ 2 h(s) ds) < g(x)e~ Ja h()ds,
X

Proto

v(z)e” Ja M) ds < y(q) +/ g(s)e™ Ja M AT g4

a

coz vede na

x
o) < vla)eli MO8 ([ gls)en M0 gl N

a

O

V dalsim si zformulujeme zakladni vétu o existenci a jednoznac¢nosti pro sys-
témy linearnich rovnic prvniho fadu, ktera tzce souvisi s Vétou o globalni existenci
a jednoznaénosti pro rovnici n-tého fadu (Véta 8.5.1). V néasledujicim textu bu-
deme eukleidovskou normu vektoru F € R™ ¢ matice A € R"*™ znacit jako |F| a
|A|. Pro vektorové pole F: R — R™ pouZivame znaceni

F = max |F(z)|.
I c(ab)) max, F(z)|
Podobné pro zobrazeni A: R — R™"*™,
Zformulujme nyni zakladni vétu pro systémy rovnic prvniho fadu pfesneé.
Véta 13.6.2 (Globélni existence a jednoznacnost feseni systému prvniho fadu).

Necht A: [a,b] — R™ ", F: [a,b] — R" jsou z C([a,b]; R"*™) resp. z C([a,b];R™) a
ug € R™. Potom ezistuje prdvé jedna funkce u € C*([a,b];R™) spliugici

du
-, (1) = A@)u(@) + F(x), (13.6.3)
u(a) = Uy,

Navic ||ul|¢ (o)) < C, kde C zdvisi na datech iilohy, tedy na n, b — a, ||Allc((ay),
IFllc(an) @ luol

Diikaz. Prestoze hlavnim vysledkem Véty o globdlni existenci a jednoznacnosti pro
rovnici n-tého fadu (Véta 8.5.1) byla prislusna teorie pro skaldrni rovnici n-tého
fadu, jeji dikaz probihal tak, Ze jsme si nejprve rovnici n-tého rddu pfepsali na
sytém rovnic prvniho fadu, pro néj jsme tvrzeni o globalni existenci a jednoznac-
nosti dokézali (pficemz nehréala roli specialni struktura tohoto systému, ktera byla
dusledkem pfepisu rovnice n-tého fadu) a pak jsme se vrétili opét ke skalarni rov-
nici n-tého fadu. Proto je dikaz nasi véty jen lehce pozménénou verzi diikkazu Véty
8.5.1. Odhad ||ul|¢([e,s)) < C ziskdme postupem z prvniho kroku dikazu Véty o
globalni existenci a jednoznac¢nosti pro rovnici n-tého fadu (Véta 8.5.1). O
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Lemma 13.6.3 (Spojita zdvislost FeSeni ODR na datech alohy). Necht u: [a,b] —
R™ fesi systém linedrnich ODR 1. ¥ddu v [a,b] (13.6.3), kde A, F a ug splriuji
predpoklady Véty o globdlni existenci a jednoznacnosti teseni systému ODR 1.
fadu (Véta 13.6.2). Potom u zdvisi spojité na datech tlohy, tedy na A, F a uy.
Presnéji, necht u' 7esi (13.6.3) sA=A", F=F' aug =u), i = 1,2. Pak ezistuje
C zavislé na datech ilohy tak, Ze

[u! —u?[logan < CUA = A%llogan) + [IF' = F2[lo(ae) + g —ujl). (13.6.4)
Diikaz. Oznaéme v = u! — u? a predpokladejme, Ze v je netrivialni. Vektorova
funkce v spliiuje pro kazdé i € {1,...,n}

Cuila) = 3 A e) + D (A (@) - A @)eda) + F )~ Fi(a)
j=1 j=1

vi(a) = (ug)i — (ud)i-
(13.6.5)
Povsimnéme si, ze diky jednoznacnosti feSeni uvedené rovnice se v nerovné nule
nikde na [a, b]. Nasobme i-tou rovnici v (13.6.5) funkci v;. Po seéteni pfes ¢ mame
diky Cauchy—Schwarzové nerovnosti (Véta 11.1.12)

s V@ S A @)@ A (@) =A% @) |[u®(@)[[v(2)| + [F (2) = F2 ()[]v ()]

Civ(@) < A @)lIv()] + 1AL E) — A [0 (a) + P () — F()]
Aplikaci Gronwallovy nerovnosti (13.6.2) z Lemmatu 13.6.1 dostdvame
v(@)| < (Jub - ud|
+ / (1A (5) = A2(5)][u?(s)] + [F" () = F2(s)[ o™ Ji W (D197 qg) el W (1,

Odtud jiz (13.6.4) plyne diky definici ||v||c([q) @ diky tomu, ze kazdé Teseni
(13.6.3) je omezené konstantou, kterd zavisi jen na datech tlohy, coz davé posledni
Cast Véty o globalni existenci a jednoznacnosti fesen{ systému prvniho fadu (Véta
13.6.2). O

Vysledek predchoziho lemmatu Ize jednoduse pfevést na linearni rovnici n-tého
radu.

Dusledek 13.6.4 (Spojita zavislost feseni ODR na datech tlohy II). Necht u fesi
Cauchyovu wlohu pro rovnici n-tého Tdadu

Y a; (T U(Z) xTr) = €T
> aia)u(e) = f(o), 566)
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Necht a; € C([a,b]), i =0,...,n, f € C([a,b]), u) €R,i=0,....n—1 aa, #0
na [a,b]. Potom u zdvist spojité na datech tlohy. Presnéji, necht u*, u? jsou resent
dlohy (13.6.6) s daty al, f' a (u))', respektive a2, f% a (u})?, i =0,...,n a
j=0,...,n—1. Potom existuje konstanta C, zdvisld na a, b a na vyse uvedenych
datech ulohy tak, Ze

cn=1(ap) < C(IF =1 HC’(ab])"‘Z llaj —al||0(ab)+Z| (up)? —(ug)]).

=0 7=0

lu’ —u?|

(13.6.7)

13.6.3), kde
, Ug pomoci
). O

Diikaz. Protoze kazdou tlohu typu (13.6.6) 1ze pfepsat na tillohu typu (
A(z) lze vyjadtit pomoci a;(x), i = 0,...,n, F(z) pomoci f(x) a a,(z)
uh,i=0,...,n—lav,=uY i=1,... n, plyne (13.6.7) z (13.6.4

Na zavér si ukazme, ze pokud data tlohy zavisi na jistém redlném parametru p,
pri¢emz jsou podle tohoto parametru diferencovatelna, pak totéz plati i pro feseni.
Nejprve si zavedme novy pojem. Budeme fikat, ze funkce G(z; ) je diferencova-
telnd dle p v bodé g stejnomérné vzhledem k z € [a, ], jestlize pro kazdé € > 0
existuje ¢ > 0 tak, ze pro kazdé pu € Ps(uo) a x € [a, b] je

G(maﬂ) - G(!E,NO) _ %(wuo) <e.
1 — Ho op

Lemma 13.6.5 (Diferencovatelnost feseni ODR podle parametru I). Necht u
7esi (13.6.3), pFicemz A, F a ug zdvisi na parametru p € R tak, Ze v — g—ﬁ(x; o),
T g—l;(x;uo) jsou spojité funkce na [a,b], funkce A(z;p) a F(x;pn) jsou diferen-
covatelné dle p v bodé pg stejnomérné vzhledem k x € [a,b] a derivace ﬂ(,uo)
ezistuje. Potom téZ u je diferencovatelnd dle p bodé pg. Jsou-li data ulohy spo-
jité diferencovatelnd dle u na néjakém intervalu I C R (stejnomérné vzhledem
kx € [a,b] pro A a F), pak téZ u je spojité diferencovatelnd dle p na tomto
intervalu.

Diikaz. Dokazme nejprve, Ze nase feseni je diferencovatelné dle p v bodé pg. Pro
e lezici v jistém okoli bodu py oznaéme u(x; p1) FeSeni odpovidajici dattim A(z; ),
F(x; u) aug(z; p). Diky Lemmatu o spojité zévislosti feSeni ODR na datech tlohy I
(Lemma 13.6.3) vime, Ze u(x; 1) je v bodé 1 spojité dle parametru p, protoZe data
ulohy jsou v tomto bodé téz spojita dle pu. Dale pro p lezici v jistém prstencovém
okoli bodu py oznac¢me

h(ai ) = M=) )

kde w(z) Tesi tlohu

dv:iliix) = A(z; po)w(z) + g%(wa po)u(z; o) + %(x’ Ho)
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Toto feseni zjevné existuje a je jednoznacné, diky predpokladiim lemmatu a Vété
o globalni existenci a jednoznacnosti FeSeni systému prvniho fadu (Véta 13.6.2).
Potom nasSe funkce h(x; u) fesi pro pu € Ps(uo)

%(ﬂs; w) = Alz, “Z — ':ng; uO)U(Jr; ) — gi(ﬂs; fro)u(z; po)
+ A(; po)h(w; ) + it 12 — zo(:c ro) _ g%(x;uox (13.6.8)
h(a,,u) _ uO(N’) - uO(MO) o @(NJO)

K= Ho dp

Pouzitim analogickych tivah jako v Lemmatu o spojité zavislosti integralu na pa-
rametru I (Lemma 13.6.3) dokdzeme, Ze h(x; ) lze spojité dodefinovat v bodé
L = po, coz by ndm mohlo stacit, pokud by nas zajimala jen otizka existence
derivace, nebot zfejmé

. ou(x;
H(z: i) == lim h(z:pr) = (au“‘)) — w(z).

Ukazme jeSté, ze g—z(x; o) = w(zx), coz budeme potfebovat k ditkazu spojitosti
derivace dle p na [a,b]. Protoze pravou stranu rovnice (13.6.8) lze spojité dodefi-
novat v bodé pu = pg, totéz plati i pro %(:c; u). Pokud bychom védéli, Zze mizeme
prohodit derivaci a pfislusnou limitu, dostavame diky limitnimu prechodu na pravé
strané rovnice (13.6.8), Ze

(@) = Al o) H(2)

H(a) = 0.

(13.6.9)

Diky Vété o globalni existenci a jednoznacénosti feseni systému prvniho fadu (Véta
13.6.2) je feSeni (13.6.9) jednoznac¢né, a proto nulové. Odsud dostévame, ze

du(z; po) _
TO = w(z).

Prohozeni limit respektive limity a integralu 1ze zdtivodnit nasledovné. Piepisme
soustavu diferencidlnich rovnic na soustavu integralnich rovnic, podobné, jak jsme
to délali v dikazu Picard-Lindelsfovy existenéni véty (Véty 11.11.1). Oznacme
pravou stranu rovnice (13.6.8) jako G(x; 1) a pocateéni podminku jako hy. Do-
stavame tedy

h(s: ) = o(p) + (R) [ Glssn) ds.

Protoze vime, ze h lze spojité dodefinovat v bodé u = g, totéz plati o funkci
G(z; u). Potfebujeme tedy dokéazat, zZe mtZeme prohodit limitu pro p jdouci k pg
a integral. To vyzaduje stejnomérnou limitu vzhledem k x, tedy to, ze prislusna
volba § (velikost okoli pg) v definici limity, kterd zévisi na volbé e a také na
obecné = € [a,b], ve skutefnosti na x nezavisi. Z tvaru pravé strany G plyne,
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Ze toto bude splnéno, pokud pfislusna volba § v definici derivace A a F podle pu
nezévisi na z, nebot z (13.6.4) plyne, Ze totéz plati jak pro h(x; ) tak i pro u(z; ).
Potom zakonceni dikazu prvni ¢asti plyne z Lemmatu o stejnomérné spojitosti a
integralu (Lemma 13.6.6 niZe). Spojitost derivace feSeni podle parametru je potom
dtsledkem Lemmatu o spojité zavislosti feSeni ODR na datech tlohu (Lemma
13.6.3) aplikované na formalné zderivovanou pfislusnou rovnici dle parametru p a
dikaz je hotov. O

Lemma 13.6.6 (Stejnomérna spojitost a integral). Necht lim,_,,, G(z;pu) =
G(z; o) je stejnomérnd vici x € [a,b], tedy pro kaidé e > 0 existuje § = (e)
tak, Ze pro kazdé x € [a,b], 1 € Us(po) je |G(z; p) — G(x; no)| < €. Necht funkce
x +— G(z; ) je spojitd na [a,b] pro vSechna p z Ua (o) pro néjaké A > 0. Potom

iim (%) | "G de = (R) / " Gt o) dr

H—> 1o

Diikaz. Protoze x — G(x; ) je spojitd na Ua(uo), vyrazy nalevo i napravo vyse
maji smysl. Déle lim,,_,,, G(x; u) = G(x; po) stejnomérné vzhledem k . Zvolme
g0 > 0. Potom diky pfedpokladu o stejnomérnosti lim,_,,, G(x; ) existuje 0 <
do < A tak, ze pro kazdé x € [a, b] a pro kazdé u € Us, (110) je |G (z; ) —G(z; po)| <
7. Proto pro takova ;1 mame

® [ (Glask) - Glaso) de| < (R) / |Gl p) — Gl o) d

< go(b—a)

:60
b—a ’

odkud plyne tvrzeni lemmatu. O

Poznamka 13.6.7. Poznamenejme jesté, ze stacilo predpokladat, ze  — G(z; )
je spojitd na [a,b] pro p € Ps(po) pro néjaké § > 0. To spolu s predpokladem o
stejnomérné limité implikuje spojitost G(z; o) v  na [a,b]. Protoze se budeme
vénovat podrobnéji této teorii v dalsim dilu skript a pfedpoklady Lemmatu 13.6.6
méme v nasem piipadé splnény, nebudeme je ted zeslabovat.

Analogicky jako v pfipadé Lemmatu o spojité zavislosti feSeni ODR na datech
tlohy I (Lemma 13.6.3) plyne z Lemmatu o diferencovatelnosti feSeni ODR, podle
parametru I (Lemma 13.6.5) analogicky vysledek pro skaldrni rovnici n-tého fadu.

Dusledek 13.6.8 (Diferencovatelnost feSeni ODR podle parametru II). Necht
ai(z;pn), 1=0,...,n, f(x,un) jsou spojité v x na [a,b] pro p € Us(uo) a an(x; @) je
nenulové na [a,b] x Us(uo). Necht u 7esi Cauchyovu dlohu pro rovnici n-tého tddu

; ai(@; p)u (z; p) = f(a;
; i(@s pu? (s 1) = f(z; ), (15.6.10)

u(ap) =uj(p), i=0,1,...,n—1
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pricemz a;(x;p), 1 =0,...,n, f(x;u) jsou diferencovatelné dle p v bodé pg (stej-
nomérné vzhledem k x € [a,b], analogicky jako v Lemmatu 13.6.5) a prislusné
derivace jsou spojité dle x na [a,b], uh(n), i = 0,...,n — 1 jsou diferencovatelné
dle i v bodé .

Potom u je téZ diferencovatelné dle p v bodé pu = pg. Jsou-li data ulohy spojité
diferencovatelnd dle j1 na intervalu I C R (stejnomérné vzhledem k x € [a,b]) a
prislusné derivace jsou spojité dle x na [a,b], potom téZ u je spojité diferencova-
telné dle p na intervalu I.
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Pfiloha A

Vyznamni matematici 2

Tato priloha obsahuje zakladni informace o nékterych matematicich a fyzicich,
jejichz vysledky se tykaji druhého dilu skript. Pro ¢tenarfovu pohodlnost jsme
ponechali i ta jména, kterd se tykaji pouze predchoziho dilu.

Niels Henryk Abel (1802 Frindde, ostrov Finngy—1829 Arendal)

Vystudoval univerzitu v Oslo, poté diky finanéni podpofe jednoho z profesoru
mohl pobyvat v Kodani. Vladni stipendium mu pozdéji umoznilo stravit dva roky
v Berling, Freiburgu a Pafizi, finan¢ni problémy ho ale donutily vratit se zpét. Na-
kazil se tuberkul6zou a zemfel dva dny predtim, nez ptisel dopis oznamujici ziskani
profesorského mista v Berliné. Vénoval se FeSeni algebraickych rovnic (dokézal, ze
rovnice vyssich nez ¢tvrtého stupné nelze fesit pfesné pomoci algebraickych ope-
raci), objevil teorii grup a vénoval se eliptickym integraliim. Jeho jméno je také
spojeno s kritériem pro neabsolutné konvergentni rady a integraly. Je po ném také

vvvvv

Aristoteles ze Stageiry (384 pf.n.l. Stageira—322 p¥.n.l. Chalkida)

Aristoteles je povazovan za zakladatele logiky jako védy. Navazal predev§im na
svého ucitele Platéna a jeho ucitele Sokrata. Studoval v Platénové Akademii,
pozdéji tam i vyucoval. Filip Makedonsky ho povolal na sviij dvir, aby se stal
vychovatelem Alexandra Makedonského. Po Filipové smrti pak v Aténéach zalozil
vlastni filozofickou skolu. Pokusil se obsdahnout celé tehdejsi védecké poznani a
k tomu potfeboval mit presné formulovano, jak spravné uvazovat. Hlavnim dilem
je Organon, Cesky Néstroj.

Cesare Arzela (1847 Santo Stefano di Magra—1912 Santo Stefano di
Magra)
Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Po dokonceni studii u¢il na stfedni

skole, ale vratil se zpét do Pisy a pokracoval ve studiich. Pusobil kratce na Insti-

271



272 PRILOHA A. VYZNAMNI MATEMATICI 2

tuto Tecnico ve Florencii, na univerzité v Palermu a v roce 1880 se pfestéhoval do
Bologné, kde piisobil po zbytek své kariéry. Je znamy predevSim svym zobecné-
nim Ascoliho véty tykajici se vztahu stejné spojitosti a stejnomérné konvergence
posloupnosti funkci.

Giulio Ascoli (1843 Terst—1896 Milan)

Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Poté ptisobil cely zivot v Milané.
Vénoval se teorii redlnych funkci a Fourierovym fadam, zavedl pojem stejné spoji-
tosti a byl autorem prvni verze tzv. Arzela—Ascoliho véty tykajici se stejnomérné
konvergence posloupnosti funkci, kterou pozdéji zobecnil C. Arzela.

Stefan Banach (1892 Krakov—1945 Lvov)

Nejslavnéjsi polsky matematik, viidéi osobnost lvovské matematické skoly, zakla-
datel funkcionélni analyzy. Matka po jeho narozeni zmizela, otec ho pfilis nepod-
poroval. Vychovaval ho nejprve babicka, poté Franciszka Plowa. Studoval na tech-
nice ve Lvové, teprve po setkani s H. Steinhausem se zaméril na matematiku. Jeho
doktorska prace obsahovala definici iplného normovaného prostoru, ktery se diky
Fréchetovi nazyva prostorem Banachovym. Poté ptisobil na univerzité ve Lvové.
Za sovétské okupace si diky dobrym vztahtim se sovétskymi matematiky zachoval
své misto, za némecké okupace byl véznén a poté se zivil mimo jiné krmenim vsi
svou vlastni krvi v némeckém vyzkumném tstavu. Po skonceni valky se vratil na
univerzitu, setkal se se Sobolevem, ale brzy umira na rakovinu plic. Jeho hlavnim
pfinosem bylo systematické vybudovani funkcionédlni analyzy. Kromé Banacho-
vych prostort jsou po ném pojmenovany Banachovy algebry, Hahn—-Banachova
véta, Banach—Steinhausova véta, Banach—Alaogluova véta, Banach—Tarského véta
¢i Banachova véta o pevném bodu.

Jacob Bernoulli (1655 Basilej—1705 Basilej)

Byl vynikajicim matematikem, profesorem na basilejské univerzité, clenem fran-
couzské Kralovské akademie véd a berlinské Pruské akademie véd. Pochézel z ro-
diny bohatého obchodnika, proti vili otce se misto teologie vénoval matematice
a fyzice. Studoval infinitezimalni pocet z Leibnizova ¢lanku a pozdéji se Leibnize
zastéval ve sporu s Newtonem. Byl také ucitelem svého mladsiho bratra Johanna
(a také svého synovce Nikolause), ale pozdéji se s nim rozesel a na védeckém
poli vedli ¢etné spory. Vénoval se nekoneénym fadam, diferencidlnim rovnicim (je
mimo jiné autorem metody separace proménnych a nalezl zptsob feseni tzv. Ber-
noulliho rovnice), pfi studiu spojitého troceni dospél k ¢islu e, formuloval dikaz
pomoci matematické indukce, rozvinul variaéni pocet (problém brachystochrony a
izoperimetricky problém) a je pokldadan za jednoho ze zakladateld teorie pravdé-
podobnosti a statistiky.
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Johann Bernoulli (1667 Basilej—1740 Basilej)

Mladsi bratr Jacoba, téz jeho zak, ale pozd€ji se s nim rozesel a vedl s nim cetné
védecké spory. V Pafizi se seznamil s markyzem de I’Hospitalem, kterého vyucoval
Leibnizové pojeti diferencialniho poctu a ktery ve své knize publikoval Johannovy
vysledky; mimo jiné i slavné tzv. ’'Hospitalovo pravidlo. Nastoupil na misto profe-
sora matematiky do Groningenu a po bratroveé smrti pak na jeho misto do Basileje.
Ve sporu s Newtonem podporoval Leibnize, coz ale vedlo k odmitani vsech Newto-
novych myslenek. Stal se ¢lenem akademii v Pafizi, Berlin€é, Londyné, Petrohradé
a Bologni. Byl ucitelem mladého Eulera. Vénoval se diferencidlnim rovnicim, va-
ria¢nimu poctu, ale i praktickym problémtm jako je matematicky popis pohybu
plachetnic ¢i optika. Napsal jednu z prvnich ucebnic hydrodynamiky, soucasné se
svym synem Danielem, na kterého ale zarlil a i s nim se dostal do sporu.

Felix Bernstein (1878 Halle-1956 Curych)

Némecky matematik zidovského ptivodu. Ptsobil na univerzité v Géttingenu, po
nastupu Hitlera k moci emigroval do USA. Po 2. svétové valce se vratil do Evropy,
7il v Rimé a Freiburgu. Jeho hlavnim vysledkem je tzv. Cantor-Bernsteinova véta,
(téz nazyvana Schroder—Bernsteinova véta) z teorie mnoZin. Vénoval se i matema-
tickym zakladim genetiky.

Bernard Bolzano (1781 Praha—1848 Praha)

Cesky, ale némecky mluvici matematik. Jeho otec pochézel z Italie, matka byla
Némka. Studoval soukromé matematiku a filozofii, na prazské univerzité vystu-
doval teologii. Neuspél ve snaze ziskat profesorskou pozici po Vydrovi, poté byl
vysvécen na knéze a na prazské univerzité prednasel filozofii naboZenstvi a byl
univerzitnim kazatelem v kostele Nejsvétéjsitho Salvatora. Pro své radikalni na-
zory byl v roce 1819 suspendovan a odesel z Prahy. Ztistal vsak ¢lenem Kralovské
Ceské spolecnosti nauk, pro kterou pracoval i jako sekretaf. Byl filozofem i ma-
tematikem soucasné, zabyval se problémy zakladi matematiky (logiky i matema-
tické analyzy). Dokézal mnohé vysledky, které se dnes u¢i v zdkladnich kurzech
analyzy, sestrojil dokonce spojitou funkci, kterd nemé derivaci v zadném bodé.
Jako jeden z prvnich si uvédomil, ze vSechny vysledky je tfeba dokazovat a ne je
brat jako zrejmé. Bohuzel, kviili problémtm s publikovanim jeho vysledky nebyly
v matematické komunité piilis znamé a byly ocenény az po roce 1930, kdy byly
vydany pod nazvem Functionenlehre. Svou posmrtné vydanou praci Paradozien
des Unendlichen ovlivnil mimo jiné G. Cantora.

Emile Borel (1871 Saint-Affrique-1956 Paiiz

Francouzsky matematik a politik, jeden ze zakladatell teorie miry.Vystudoval na
Ecole Normale Supérieure v Paiizi, jeho uéitelem byl G. Darboux. T¥i roky piisobil
v Lille, poté na Ecole Normale Supérieure a od roku 1909 se stal profesorem na
parizské Sorbonné. V letech 1924-1936 byl poslancem francouzského parlamentu a
1925-1940 ministrem namornictva. V dobé vichistického rezimu byl véznén, poté
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se zapojil do hnuti odporu proti némecké okupaci. Spolu s Henri Lebesguem je
zakladatelem teorie miry, vénoval se jeji aplikaci v teorii pravdépodobnosti. Prispél
také k teorii her a vénoval se propojeni geometrie a obecné teorie relativity. Jeho
jméno je spojeno s borelovskymi mirami, borelovskymi mnozinami ¢i borelovskymi
o-algebrami.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 Petrohrad—1918 Halle)

Némecky matematik a logik. Studoval v Curychu a Berliné, ptsobil na univerzité v
Halle. Vénoval se zédkladim teorie mnozin, jako prvni si uvédomil, Ze je tieba roz-
lisSovat mezi riznymi nekonec¢nymi mnozinami. Ukazal, Ze nekonecné podmnoziny
prirozenych ¢isel jsou spocetné, ale redlnd cisla jsou nespocetna. Zavedl pojmy
kardinalni a ordinalni ¢isla, formuloval hypotézu kontinua, predstavil tzv. Canto-
rovo diskontinuum. Kvili tomuto pojeti matematiky se dostal do ostrého sporu
s L. Kroneckerem. Vénoval se také matematické analyze, naptiklad reprezentaci
funkci pomoci trigonometrickych fad. Posledni 1éta jeho Zivota byla poznamenana
dusevni chorobou.

Augustin Louis Cauchy (1789 Pafiz—1857 Sceaux)

Jeden z nejvyznamnéjsich matematikti vSech dob. Je autorem témér 800 matema-
tickych ¢lank, které se vénovaly riznym oblastem matematiky a fyziky: mechanice
kontinua, optice, teorii ¢isel, matematické analjze. Studoval na Ecole Polytech-
nique a na Ecole des Ponts et Chaussées. V knize Cours d’Analyse se mu podafilo
rigorézné zformulovat zaklady matematické analyzy funkci jedné realné proménné.
Ptisobil ale na parizské polytechnice a spise prakticky orientovani studenti nebyli
z takové vyuky nadseni. Navic byl Cauchy pomérné konfliktni typ a i kvtli svému
nabozenskému zamétreni musel nakonec misto opustit. Poté mél velké problémy se-
hnat misto, o to vice se vSak vénoval védecké praci. Zabyval se pfedevsim funkcemi
komplexni proménné, kde dokdzal mnohé fundamentalni vysledky (Cauchyova véta
pro k¥ivkovy integrél holomorfni funkce a pfibuzné vysledky). Vyznamné jsou téz
jeho préace z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic (Cauchy—Kovalevské véta).

Ernesto Cesaro (1859 Neapol-1906 Torre Annunziata)

Studoval matematiku na Ecole des Mines v Liege. Po navratu do Italie ptisobil
nejprve v Palermu a poté na univerzité v Neapoli. Vénoval se pfedevsim geometrii
(je po ném pojmenovan popis k¥ivek nezdvisly na soufadném systému). S jeho
jménem se poji také s¢itani fad pomoci limity aritmetickych primeéru ¢asteénych
souctd. Zahynul tragicky pfi zachrané syna, ktery se topil v mofi.

Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717 Pa¥iz—1783 Pafiz

Francouzsky matematik, fyzik, mechanik, hudebni teoretik a filozof, redaktor slav-
né Encyklopedie. Byl nemanzelskym synem markyzy de Tencin a délostieleckého
distojnika Louis-Camus Destouches. Matka ho po narozeni odlozila na schody
kostela Saint-Jean le Rond, odkud pochézi jeho jméno. Jméno d’Alembert pfijal
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teprve pozdéji. Jeho otec ho finanéné podporoval na studiich. Studoval v Pafizi
préavo, ale vynikal pfedevsim v matematice. Proslavil se dilem Traité de dynamique
z roku 1743, které se vénovalo zakontiim pohybu. Vyfesil jednorozmérnou vlnovou
rovnici (Fesici operdtor nese jeho jméno, stejné jako diferencidlni operator z vlnové
rovnice). Pracoval také na otdzkich konvergence ¢iselnych fad (podilové, nebo-li
d’Alembertovo kritérium). Vénoval se také teorii hudby. Od roku 1740 az do roz-
trzky s D. Diderotem v roce 1757 ptisobil jako jeden z editori slavné Encyklopedie.
Redigoval vice nez tisic hesel. Byl ¢lenem francouzské, pruské a ¢estnym clenem
Americké akademie umeéni a véd. Pruskou akademii véd odmitl po Eulerové od-
chodu do Petrohradu vést, prusky kral mu ale vyplacel dichod. Odmitl se také
stat vychovatelem déti ruské carevny Kateriny.

Jean-Gaston Darboux (1842 Nimes—1917 Pafiz

Vyznamny francouzsky matematik, profesor parizské Sorbonny. Vénoval se piede-
vsim diferencidlni geometrii, matematické analyze a teorii diferencialnich rovnic.
Ja autorem ekvivalentniho pristupu k definici Riemannova integralu. Byl Poin-
carého zivotopiscem a usporadal dilo J. Fouriera. Byl také vynikajicim ucitelem a
mezi jeho studenty patfili napiiklad E. Borel, E. Cartan ¢ E. Picard.

Richard Dedekind (1831 Braunschweig—1916 Braunschweig)

Némecky matematik, pusobil na univerzité v Gottingenu, ETH v Curychu, ale
vétsinu casu stravil na univerzité v rodném Braunschweigu. Je zndmym pfedevsim
diky konstrukci realnych ¢isel pomoci tzv. Dedekindovych fezt, prispél ale také
k teorii mnozin a algebfe. Pratelil se s G. Cantorem a podporoval ho ve sporu s
L. Kroneckerem.

René Descartes (1596 La Haye, dnes Descartes—1650 Stockholm)

Francouzsky matematik, fyzik a filozof. Je autorem analytické geometrie, ¢imz
pfispél k propojeni algebry a geometrie. Zavedl oznaceni proménnych x, y a z a
z latinského prekladu jeho jména (Cartesius) pochdzi nazev kartézské soufadné
soustavy. Byl ale pfedevsim filozofem a byva dokonce nazyvan ,otcem moderni
filozofie*.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 Diiren—1859 Géttingen)

Némecky matematik, jeho pfedkové pochéazeli z Belgie, proto mél francouzsky
znéjici jméno. Vystudoval v Pafizi, poté piusobil ve Vratislavi (tehdejsi Bres-
lau), Berliné a Géttingenu. Jeho manzelka byla sestrou hudebniho skladatele F.
Mendelssohna-Bartholdyho. Jeho jméno je spjato s mnoha oblastmi matematiky,
kterym se vénoval. Pfedevsim $lo o teorii ¢isel, v analyze patfil mezi prvni, ktefi
presné definovali pojem funkce, a Dirichetova funkce byla prvni ,exoticka“ funkce,
kterd byla matematiky piijata. Déle se vénoval konvergenci Fourierovych fad (Di-
richletovo jadro), parcidlnim diferencidlnim rovnicim (Dirichletova okrajova pod-
minka), jeho jméno se objevuje spolu s Abelovym u konvergen¢éniho kritéria ne-
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absolutné konvergentnich fad a integralti. Vyznamnych vysledkd dosahl i v mate-
matické fyzice a teorii pravdépodobnosti.

Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831 Berlin—1889 Freiburg)

Némecky matematik, jeho bratr Emil byl slavnym lékafem a fyziologem. Vystudo-
val v Curychu a Konigsbergu, poté ucil na stfedni skole. Teprve pozdéji nastoupil
do Heidelbergu a poté ptisobil ve Freiburgu, Tiibingenu a Berliné. Vénoval se
teorii funkci, Fourierovym fadam a dokazal zjemnéni fundamentalniho lemmatu
varia¢niho poctu, se kterym se poji jeho jméno. Publikoval priklad spojité, ni-
kde nediferencovatelné funkce. Objevil myslenku dikazu zndmého jako Cantortv
diagonalni argument. Rozvijel také teorii infinitezimalné malych veli¢in.

Leonhard Paul Euler (1707 Basilej—1783 Petrohrad)

Svycarsky matematik, jeden z nejvyznamnéjsich matematikt viech dob. Napsal
rovnic (metoda variace konstant, Eulerova rovnice aj.) a teorie grafii (problém ko-
nigsbergskych mosti), ale i mechaniky (Eulerovy rovnice idedlni tekutiny). Zavedl
také pojem imaginarni ¢islo a komplexni exponencidlu, zavedl I'-funkci a vénoval
se také problematice varia¢niho poctu. Vystudoval na basilejské univerzité, kde na
néj mél velky vliv Johann Bernoulli. Pasobil v Petrohradu, v Berliné a poté opét
v Petrohradu, kde je i pohrben.

Maurice René Fréchet (1878 Maligny—1973 Pariz

Francouzsky matematik, zdk Hadamardiv. Vystudoval v Pafizi, ptisobil na rtz-
nych francouzskych univerzitich (Besangon, Nantes, Poitiers, Strasbourg) aZ na-
konec zakotvil v Pafizi. Vénoval se teorii metrickych prostori, které zavedl, topo-
logii, statistice a funkcionalni analyze. S jeho jménem se poji totalni diferencial
zobrazeni nad Banachovymi prostory.

Galileo Galilei (1564 Pisa—1642 Arcetri)

Toskansky astronom a fyzik. Studoval v Pise, z finan¢nich divodt studia nedo-
koncil. Pozdéji ale pusobil na univerzité v Pise a v Padové. Od roku 1610 byl na
zékladé cirkevniho procesu, ktery se tykal heliocentrického modelu, odsouzen k do-
méacimu vézeni, ve kterém ziistal az do konce zivota. Vénoval se astronomii, diky
zdokonaleni dalekohledu objevil 4 Jupiterovy meésice, studoval sluneéni skvrny a
povrch mésice. Vénoval se problémtim kinematiky, studoval volny pad. Formuloval
téz nékolik problémi, které podnitily rozvoj varia¢niho poctu.

René Eugéne Gateaux (1889 Vitry-le-Francois—1914 Rouvroy)

Francouzsky matematik. Studoval v Reims a poté na Ecole Normale Supérieure.
Po dokonceni studia ucil na stfedni Skole, zacal se ale vénovat doktoratu. Zis-
kal stipendium a pobyval jeden rok v Rimé, kde pracoval s V. Volterrou. Na za-
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¢atku prvni svétové valky narukoval do armédy a pomeérné brzy byl zabit. Diky
J. Hadamardovi obdrzel po smrti prestizni cenu Prix Francoeur. Vénoval se ne-
kone¢nédimenzionalni integraci, na jeho vysledky navéazal N. Wiener pfi své praci
o Brownové pohybu. Jeho jméno je spojeno se smérovou derivaci zobrazeni mezi
Banachovymi prostory.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 Braunschweig—1855 Gottingen)

Vyznamny némecky matematik, fyzik a astronom, feditel gottingenské hvézdarny.
Vystudoval na univerzité v Gottingenu. Vénoval se magnetismu, vynalezl magne-
tometr. Dokézal zakladni vétu algebry, je povazovan za zakladatele teorie Cisel, je
autorem tzv. normalniho (Gaussova) rozdéleni, vénoval se i diferencidlni geometrii
a zabyval se myslenkou neeukleidovskych geometrii.

Kurt Gédel (1906 Brno—1978 Princeton)

Rakousky matematik a fyzik. Studoval fyziku a matematiku na videnské univerzité,
kde po doktoratu ptsobil. Zde také publikoval své dvé hlavni véty o netplnosti. Po
anslusu Rakouska se automaticky stal némeckym ob¢anem, pfed nacismem uprchl
do USA, kde ptisobil na Institutu pokrocilych studii v Princetonu. Zde se vénoval
mimo jiné i obecné teorii relativity. V zdvéru zivota se vénoval filozofii.

Thomas Hakon Gronwall (1877 Dylta bruk—-1932 New York)

Studoval v Uppsale a Stockholmu, poté opustil Svédsko a pies Némecko odesel
pozdéji do USA. Zpocatku pracoval v riznych ocelarnach jako inZenyr, teprve po
desetiletém pobytu se vratil k matematice. Nejprve ptisobil v Princetonu, pozdéji
pak na katedfe fyziky na Columbia University v New Yorku. Patnact let byl edito-
rem prestizniho ¢asopisu Annals of Mathematics, kde také publikoval podstatnou
¢ast svych matematickych praci. S jeho jménem se poji Gronwallova nerovnost,
pouzivana v teorii diferencidlnich rovnic. Vénoval se ale také teorii Fourierovych
fad, teorii ¢isel, teorii funkci komplexni proménné a matematické fyzice.

William Rowan Hamilton (1805 Dublin—1865 Dublin)

Irsky matematik, zndmy predevsim objevem kvaterniont. Byl typem zézra¢ného
ditéte, v détstvi umél nekolik cizich jazykt. Pozdéji dal prednost matematice, ale
¢asto psal i poezii. Studoval na Trinity College v Dublinu, po dokonceni dokto-
ratu pusobil na Trinity College jako Kralovsky irsky astronom, i kdyz se vénoval
prakticky jen matematice. Kromé kvaterniont se vénoval preformulovani newto-
novské mechaniky (dnes je zndm4 jako hamiltonovskd mechanika), optice i teorii
elektromagnetismu. Jeho matematické vysledky hréaly velkou roli v matematické
formulaci kvantové teorie. Jeho jméno se také poji s Cayley—Hamiltonovou vétou.
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Heinrich Eduard Heine (1821 Berlin—1881 Halle)

Studoval na univerzitach v Gottingenu a Berliné. Pisobil v Kénigsbergu, Bonnu
a Halle. Vénoval se matematické analyze, zejména specidlnim funkcim. Znama je
také jeho véta davajici do souvislosti limitu funkce a posloupnosti a jeho alterna-
tivni definice spojitosti.

Ludwig Otto Hesse (1811 Konigsberg—1874 Mnichov)

Vystudoval na univerzité v Konigsbergu, ucil na stfedni skole a pozdéji pod ve-
denim C. Jacobiho obhajil doktorat. Pusobil pak v Konigsbergu, Heidelbergu a
Mnichové. Vénoval se teorii algebraickych funkci, algebraickych invariantt a va-

riaénimu poctu, kde rozsifil Jacobiho vysledky. Jeho jméno je spojeno s matici
druhych derivaci funkce vice proménnych.

Guillaume Feancois Antoine, Marquis de I’Hospital (1661 Pafiz—1704
Pariz)

Francouzsky matematik, markyz. Kviali problémim se zrakem opustil vojenskou
kariéru a vénoval se matematice, ke které mél zvlastni nadani. Jeho osobnim ucite-
lem byl Johann Bernoulli, ktery pozdéji souhlasil, ze za ro¢ni poplatek 300 zlatych
muze 'Hospital publikovat Bernoulliho vysledky ve své knize Analyse des infi-
niment petits pour lintelligence des lignes courbes, kterd se stala prvni ucebnici
diferencialniho poc¢tu na svété. Mimo jiné v ni bylo uvedeno tzv. ’'Hospitalovo pra-
vidlo. Po markyzové smrti zacal Bernoulli bojovat za to, aby byl uznan za autora
tohoto pravidla, coz se dnes pfijimé jako velmi pravdépodobné.

Hérén Alexandrijsky (Méchanikos) (10 n.l.—70 n.l.)

Recky matematik a fyzik, piisobil v Museiu v Alexandrii. Popsal itera¢ni metodu
urcovani druhé a tfeti odmocniny. Jeho jméno je také spojeno se vzorcem na vy-
pocet obsahu trojuhelniku (Héréntv vzorec), i kdyz je pravdépodobné, Ze vzorec
znal jiz Archimédés a Hérén ho pouze uvedl ve své knize Metrika. Jesté vyznam-

vz

néjsi jsou jeho vynalezy, naptiklad sestrojil pravdépodobné prvni parni stroj.

David Hilbert (1862 Wehlau, dnes Zamensk-1943 Gottingen)

Jeden z nejslavnéjsich matematikt vSech dob. Vystudoval matematiku v Konigs-
bergu, pusobil zde na pocatku své kariéry, poté odesel do Gottingenu, kde pra-
coval na univerzité az do své smrti. V Konigsbergu se spratelil s Hermannem
Minkowskim. Jejich pratelstvi se odrazelo také v matematické praci obou veli-
ként matematiky. Hilbert se vénoval algebfe, funkcionélni analjze (zavedl tplné
nekonecné dimenzionalni prostory se skaldrnim soucinem, dnes nazyvané Hilber-
tovy prostory), teorii Gisel, ale také fyzice (obecné teorii relativity a matematické
formulaci kvantové mechaniky). Na Mezindrodnim matematickém kongresu v Pa-
Tizi v roce 1900 ve své prednasce predstavil 23 zajimavych otevienych problémii,
z nichz jsou nékteré oteviené dodnes. Ve dvacatych letech se snazil o formulovani
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matematiky na pevnych a uplnych logickych zakladech, coz bylo kvuli Gédelovym
vysledkim o netiplnosti odsouzeno k nezdaru. Mezi jeho studenty (mél téméf sedm-
desat doktorandid) patfili napiiklad pozdéji svétozndmi matematici F. Bernstein,
H. Weyl, R. Courant ¢i H. Steinhaus.

Christiaan Huygens (1629 Haag—1695 Haag)

Nizozemsky fyzik, astronom mechanik a matematik. Studoval v Leidenu a Bredé.
Velkou ¢ast zivota prozil v Pafizi, stykal se s nejslavnéjsimi védci své doby (Des-
cartes, Leibniz, Newton aj.). Diky zdokonaleni dalekohledu objevil prvni Saturniv
mésic a Saturnovy prstence, sestrojil kyvadlové hodiny bez tlumeni, véril ve vl-
novy charakter svétla (Huygenstiv princip). V matematice se pfedev§im vénoval
otazkam pohybu rotujicich téles.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 Postupim—1851 Berlin)

Némecky matematik zidovského pivodu. Studoval v Berliné, kde také zah&jil svou
kariéru. Pozdéji se presunul do Konigsbergu, kde ptisobil 15 let. Po zhrouceni
7 prepracovani a navstévé Italie se prestéhoval do Berlina, kde zil jako kralov-
sky penzista. Zemfel na nestovice. Vénoval se teorii ¢isel a jako prvni ji studo-
val pomoci eliptickych funkci. Vénoval se také analytické mechanice, variaénimu
po¢tu a diferencidlnim rovnicim. S jeho jménem se poji Jacobiho determinant,
Hamilton—Jacobiho rovnice, ¢i Jacobiho rovnice ve varia¢nim poc¢tu. Znovu zavedl
také znaceni 0 pro parcialni derivaci.

Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 Nakskov—1925 Kodan)

Dansky matematik, pracoval jako inzenyr u kodanské telefonni spolec¢nosti a ma-
tematice se vénoval ve svém volném case. Je znamy diky (Jensenové) nerovnosti
pro konvexni funkce redlné proménné a nékolika vysledkiim v komplexni analyze
(Jensenova formule a nerovnost).

Leopold Kronecker (1823 Liegnitz (dnes Legnica)-1891 Berlin)

Némecky matematik a logik. Predstavitel finitismu, uznaval jen to, co se da do-
kéazat konecnym poc¢tem krokd pomoci prirozenych ¢isel, odmital dukaz sporem.
Proto odmital pouzivat iraciondlni ¢isla, ta transcendentalni dokonce dle néj viibec
neexistovala. Odmital také pojem limity, nepiijal Weiestrassovu konstrukci spojité
nikde nediferencovatelné funkce. Pochézel z bohaté Zidovské rodiny, jeho obchodni
aktivity mu umoznili vénovat se matematice jako konicku. Vystudoval v Berliné,
kde také po cely zivot pusobil. Vénoval se teorii ¢isel, eliptickym funkcim a vyssi
algebfe. Po odchodu svého ucitele Kummera do dichodu nastoupil na jeho misto
na berlinskou univerzitu. Zemfel par mésici po smrti své zeny. S jeho jménem se
poji nékolik vét v rliznych oblastech matematiky, ale také naptiklad Kroneckerovo
delta.
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Joseph-Louis Lagrange, comte de ’Empire (1736 Turin—1813 Pariz
Francouzsky matematik a fyzik italského ptivodu. Vystudoval univerzitu v Turiné
a na tamni univerzité také ptisobil. Na doporuceni Eulera byl pozvan do Berlina,
kde ptisobil 20 let. Na pozvani Ludvika XVI. se premistil do PafiZze. Po francouz-
ské revoluci prednasel na nové zalozenych skoldch (Ecole Normale Supérieur a
Ecole Polytechnique). Pohiben byl v Paiizi v Panthéonu. Vénoval se predevsim
variaénimu poétu (Euler-Lagrangeovy rovnice) a je povazovan za jednoho z jejich
zakladatelti. Jeho jméno nesou i Lagrangeovy multiplikdtory (vdzané extrémy funk-
cionalil). Déle se vénoval algebfe (Feseni polynomidlnich rovnic vyssich stupmi),
teorii ¢isel a nebeské mechanice.

Adrien-Marie Legendre (1752 Pariz—1833 Pariz

Pochézel ze zamozné rodiny, studoval na pafizské univerzité. Poté ptisobil na Ecole
Militaire a od roku 1795 na Ecole Normale Supérieure. Byl ¢lenem francouzské aka-
demie véd, rok pred smrti se stal také ¢estnym c¢lenem americké akademie véd. O
svij majetek pfisel pii francouzské revoluci. Z finan¢nich problémi mu pomohl
snatek v roce 1793. V roce 1824 odmitl volit vladniho kandidata do Narodniho
shroméazdéni a prisel o penzi. Zemiel v chudobé. Vénoval se eliptickym funkcim,
jeho prace byla zédkladem pro praci Abelovu. Zformuloval poprvé metodu nejme-
nsich étverciu, kterou pouzival na vypocet drah komet. Zavedl I'- a B-funkce, stu-
doval teorii ¢isel i varia¢ni pocet. S jeho jménem se poji Legendreova transformace
¢i Legendreovy polynomy.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 Lipsko—1716 Hannover)

Némecky filozof, matematik, fyzik a teolog, povaZovany za posledniho opravdu uni-
verzalniho védce. Studoval v Lipsku a Jené. Odmitl profesorské misto, aby mohl
byt nezavisly, a pracoval jako diplomat a knihovnik. ZaslouzZil se o zfizeni prvni
némecké spolecnosti véd v Prusku, kterd se pozdéji prejmenovala na Kralovskou
akademii véd. Jeho zasadnim matematickym vysledkem je zavedeni diferencial-
niho a integralniho kalkulu, ke kterému dospél nezavisle ve stejné dobé jako I.
Newton. Na rozdil od I. Newtona pracoval s infinitezimélné malymi veli¢inami,
které pozdéji z analyzy odstranil K. Weierstrass; zpét je pak v souvislosti s tak
zvanou nestandardni analyzou vratil ve druhé poloviné 20. stoleti A. Robinson.
Dalsi jeho matematické vysledky se tykaly naptiklad feSeni soustav linearnich rov-
nic (v podstaté zavedl Gaussovu eliminaci), nalezl ¢iselnou fadu, kterd mé soudet
7, na jeho vysledky o samopodobnosti navazal B. Mandelbrot pti vysledcich tyka-
jicich se fraktalni geometrie. Zkonstruoval také prvni mechanickou kalkulacku.

Ernst Leonard Lindelsf (1870 Helsinki—1946 Helsinki)

Finsky matematik, studoval i cely zivot ptisobil na helsinské univerzité. Jeho otec
byl také matematik. Jeho jméno je spojeno s Picard-Lindeléfovou vétou tyka-
jicl se existence Feseni pro obycejné diferencidlni rovnice. Vénoval se dale funkcim
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komplexni proménné (Phragmén—Lindel6ftv princip) a topologii (Lindeléfovy pro-
story).

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 Konigsberg—1903 Bonn)

Némecky matematik, studoval v Konigsbergu, doktorat dokoncil pod vedenim L.
Dirichleta v Berlin€. Pisobil v Berling, Vratislavi (Breslau), profesorské misto
ziskal v Bonnu. Jeho studentem byl F. Klein. Vénoval se teorii ¢isel, Besselovym
funkcim, Fourierovym fadam, obycejnym i parcidlnim diferencidlnim rovnicim, ne-
zévisle na Cliffordovi objevil Cliffordovu algebru. Jeho jméno je zndmé v souvislosti
s lipschitzovsky spojitymi funkcemi.

Nikolaj Ivanovié Lobacevskij (1792 Niznij Novgorod—1856 Kazari)

Slavny rusky matematik, zakladatel neeuklidovské geometrie. Vystudoval na uni-
verzité v Kazani, kde pak cely zivot piisobil. Zabyval se pfedevsim geometrii,
zejména otazkou nezavislosti patého Euklidova postulatu. Toto studium vedlo
k objevu tzv. hyperbolické geometrie. Jako prvni také definoval pojem funkce
jako zobrazeni mezi dvéma obory realnych ¢isel. Tuto definici pak zpopularizoval
L. Dirichlet. Jeho jméno nese téz kondenzacni kritérium konvergence ¢iselnych rad.

Isaac Newton (1642 Woolsthorpe by Colsterworth—1727 Londyn)

Anglicky fyzik, matematik, filozof a alchymista a teolog. Vystudoval na univerzité
v Cambridgi. V dobé, kdy byla uzaviena kvuli moru, na domécim statku ptisel na
teorii gravitace a vytvoril diferencidlni pocet. Jeho hlavni vysledky byly shrnuty
v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica vydané v roce 1687. New-
tonovo jméno je také spojeno s numerickou metodou feSeni nelinedrnich rovnic.
Daéle zobecnil binomickou vétu na obecny (redlny) exponent. Jeho piinos fyzice
je také obrovsky, kromé teorie gravitace formuloval zdkony mechaniky a vénoval
se optice. Newton patfil nepochybné mezi ty védce, ktefi posunuli rozvoj védy o
nejvétsi krok kuptedu.

Giuseppe Peano (1858 Spinetta—1932 Turin)

Italsky matematik, zakladatel matematické logiky a teorie mnozin. Jeho dilo For-
mulario Mathematico vyrazné ovlivnilo B. Russella a A. Whiteheada pii psani
Principia Mathematica. VEétSinu svého profesniho Zivota (véetné studif) stravil na
univerzité v Turiné. Jeho jméno je spjato s axiomy pfirozenych ¢isel, s kiivkou
vypliiujici ¢tverec, s existenéni vétou pro obycejné diferencidlni rovnice, se tvarem
zbytku pro Taylortiv rozvoj a se tvarem zbytku pro numerické kvadraturni vzorce.

Charles Emile Picard (1856 Paiiz—1941 Paiiz

Vyznamny francouzsky matematik, jeho jméno nesou véty z teorie funkei kom-
plexni proménné i existencni véta pro obycejné diferencialni rovnice. Vystudoval
na Ecole Normale Supérieure, byl nejlepsim studentem ve svém roc¢niku. Kromé
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kratkého pobytu v Toulouse ucil cely svij zivot na riznych pafizskych univerzi-
tach. Byl také ¢lenem Francouzské akademie véd.

Joseph Ludwig Raabe (1801 Brody—1859 Curych)

Vystudoval na videnské polytechnice, ptsobil v Curychu. Jeho jméno je znamé
diky kritériu konvergence ¢iselnych tad.

Jacopo Francesco Riccati (1676 Benatky—1754 Treviso)

Benatsky matematik a pravnik. Studoval v Brescii a Padové. Diky majetku se mohl
vénovat matematice jako konicku, odmitl nabidky z Petrohradu, Vidné i Padovy.
Jeho jméno je spojeno s ndzvem obycejné diferencialni rovnice, jejichz feSeni se
vénoval.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 Breselenz—1866 Selasca)

Studoval v Gottingenu a Berlingé, ptisobil v Goéttingenu. Prispél k mnoha oblastem
matematiky. Je autorem neeukleidovské geometrie (tzv. Riemannova geometrie),
vyrazné ovlivnil komplexni analyzu (Cauchy-Riemannovy podminky, Riemannova
véta o konformnim zobrazeni), redlnou analyzu (Riemanntv integral), ale i teorii
¢isel (slavna Riemannova hypotéza). Zemiel pomérné mlady na tuberkulézu.

Michel Rolle (1652 Ambert—1719 Pa¥iz

Francouzsky matematik, jeho jméno je spojeno s vétou o stiedni hodnoté. Zpocat-
ku vystupoval jako kritik infinitezimalniho poctu, pozdéji jej pfijal. Ve své knize
Traité d’Algebre poprvé v Evropé predstavil Gausstv eliminaéni algoritmus, zavedl
oznadeni ¥/ pro n-tou odmocninu a predstavil Eulertiv algoritmus pro nalezeni
nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomii. Pracoval na Akademii véd jako
, Pensionnaire Géometre®.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 Hermsdorf, dnes Jerzmanowa—
1921 Berlin)

Némecky matematik, za manzelku mél dceru jiného slavného matematika Kum-
mera (oponent jeho doktorské prace). Vystudoval v Berling, ptsobil v Halle, Cu-
rychu, Gottingenu a v Berliné. Vénoval se pfevazné komplexni analyze, jeho jméno
je také spjato se slavnou nerovnosti, dnes nazyvanou Cauchy—Schwarzovou.

James Joseph Sylvester (1814 Londyn—1897 Londyn)

Anglicky matematik zidovského puvodu. Studoval v Londyné a Cambridgi, kvili
svému puvodu ale nemohl studia dokonéit. Kratce pusobil v USA, pak se vratil
do Londyna a vénoval se pojistovnictvi. K matematice se vratil po roce 1855, kdy
se stal profesorem matematiky na Kralovské vojenské akademii ve Woolwichi. Byl
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druhym prezidentem Londynské matematické spolecnosti, byl zvolen i do fran-
couzské Kralovsské akademie véd. V roce 1877 pfijal misto na Univerzité Johna
Hopkinse v Baltimore, kde zalozil prvni americky matematicky casopis. Pozdéji
nastoupil do Oxfordu a posledni roky zivota stravil v Londyné. Vénoval se pre-
devsim linedrni algebfe (Sylvestrovo kritérium), spolu s Cayleym je povazovan za
zakladatele teorie invariantii. Vyrazné ptispél i do teorie ¢isel a eliptickych funkci.

Brook Taylor (1685 Edmonton—1731 Londyn)

Anglicky matematik, ¢len a pozdéji sekretar Kralovské védecké spolecnosti. Misto
infinitezimalné malych veli¢in pracoval s koneénymi veli¢inami, coz je zdkladem
slavné Taylorové véty a Taylorovych rozvoji. Byl také ¢lenem komise, kterd roz-
hodovala o prvenstvi Newtona ¢i Leibnize pfi vytvoreni diferencialniho poctu.

Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 Pafiz—1796 Pariz

Francouzsky hudebnik, chemik a matematik. Byl houslistou, matematice se vénoval
az pozdéji. S jeho jménem se poji jeden determinant, zda se ale, Ze to je spiSe
omylem. Byl ¢lenem Krélovské akademie véd, uéil na Ecole Normale Supérieure.
Vénoval se kombinatorice a teorii determinantii.

Francois Viete (1540 Fontenay-le-Comte—1603 Pa¥iz

Francouzsky matematik, autor algebraické notace, kteréd se prakticky pouziva do-
dnes. Pusobil na francouzském dvofe jako poradce, vénoval se Sifrovani a prolomil
tajny spanélsky kod.

Karl Theodor Wilhel Weierstrass (1815 Ostenfelde—1897 Berlin)

Némecky matematik, mél velky vliv na formovani matematické analyzy. Studoval
na univerzité v Bonnu (pravo, finance a ekonomii), kviili l4sce k matematice studia
nedokondil a vystudoval univerzitu v Miinsteru. Poté nékolik let ucil na stfedni
skole, ale po publikovani vysledkt o abelovskych funkcich obdrzel ¢estny doktorat
na univerzité v Konigsbergu a ziskal misto na univerzité ve Vratislavi (Breslau).
Poté ptisobil na Gewerbeinstitutu (dnes Technické univerzita Berlin) a na Univer-
zité Friedricha-Wilhelma (dnes Univerzita Humboldtova) v Berling. Zavedl tzv.
e-0 gymnastiku v definicich limit funkci a spojitosti, ¢imz zmodernizoval vyklad
zakladu analyzy. Dokéazal mnoho vét, které se dnes prednasi v zakladnich kurzech
analyzy funkei jedné redlné proménné (napiiklad vétu o nabyvani extrému spo-
jitou funkci na omezenych uzavienych intervalech). Déle studoval stejnomérnou
konvergenci posloupnosti funkci, analytické prodlouzeni funkci i varia¢ni pocet.
Zkonstruoval také funkci, ktera je na celé realné ose spojita, ale neni diferencova-
telnd v zadném bodé.
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Jozéf-Maria Hoéné de Wrorniski (1776 Wolsztyn—1853 Neuilly-sur-Seine)

Polsky filozof, matematik a fyzik, pravnik a ekonom. Jeho rodice byli ¢eského
puvodu, i kdyz zili v Polsku. Jako vojak se zucastnil Kosciuszkova povstani, poté
studoval na riznych univerzitach v Némecku a v Marseille. Piisobil na hvézdarné
v Marseille, kterou musel opustit po publikaci svého dila, které se ukazalo byt
plné nesmysli. To plati o mnohych jeho dilech, véetné toho, které obsahovalo
determinant, ktery nese jeho jméno. Dnes je oceriovana jeho metafyzika.

Max August Zorn (1906 Krefeld—1993 Bloomington)

Némecko—americky matematik, vénoval se algebie, teorii grup a numerické analyze.
Studoval v Hamburgu, ptsobil v Halle, na univerzité v Yale, na UCLA a v Bloo-
mingtonu. Je po ném pojmenovéano tvrzeni ekvivalentni axiomu vybéru (Zornovo
lemma), které dokdzal nezévisle na pfedchozim dtkazu.

Antoni Zygmund (1900 Varsava—1992 Chicago)

Polsko—americky matematik, vénoval se pfedevsim harmonické analyze. Studoval
na univerzité ve Varsavé, kde poté i ptisobil, stejné jako na varsavské polytechnice.
Po deseti letech ve Vilniusu se piestéhoval do USA, kde pracoval na univerzité
v Chicagu. Jeho kniha Trigonometric series, a¢ poprvé vysla v roce 1935, stale
patfi mezi klasické knihy harmonické analyzy.
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o ekvivalentnich norméch v konecné
dimenzi, 114
o globalni existenci a jednoznac¢nosti
feSeni linedrni ODR n-tého fadu,
34
o charakterizaci absolutni a neab-
solutni konvergence, 80
o charakterizaci konvergence neko-
necnych soucint, 87
o charakterizaci vnitiku a uzavéru
pomoci inkluze, 118
o implicitni funkci, 177
zakladni verze, 170
o inverzi
globalni verze, 205
lokalni verze, 204
o konvergenci aritmetickych pramér,
83
o konvergenci mocninné fady, 89
o Lagrangeovych multiplikatorech,
197
pro funkcionaly, 239
o limité slozeného zobrazeni, 134
o nabyvéani extrémd na kompaktu,
135
o nejednoznacnosti potencialu na ob-
lasti, 165
o postacujici podmince globalniho
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minima, 242 kontraktivni, 131

o postacujici podmince pro existenci pevny bod, 131
totalniho diferencialu, 155 regularni, 203

o prostoru feseni homogenni rov-
nice, 37

o pferovnani absolutné konvergentni
fady, 80

o regularité minimizéru, 218

o feSeni rovnice ve tvaru totalniho
diferencialu, 181

o sjednoceni a priniku otevienjych
a uzavienych mnozin, 116

0 spojitém obrazu kompaktu, 137

o spojitosti slozeného zobrazeni, 134

o stfedni hodnoté, 160

0 vzoru otevienych mnozin spoji-
tych zobrazeni, 136

o vztahu hromadnych a hrani¢nich
bodi, 119

o vztahu mocninnych a Taylorovych
fad, 94

o vztahu wronskianu a linearni ne-
zéavislosti feseni linearni ODR,
40

o zdménnosti parcidlnich derivaci,
161

Peanova o existenci feSeni ODR, 7,
146

Picard-Lindelsfova o existenci a jed-
noznacnosti feSeni ODR, 7, 142

postacujici podminka existence po-
tencialu, 165

postacujici podminka pro konvexni
funkcionél, 213

postacujici podminka pro lokalni ex-
trém, 190

Riemannova o prerovnani neabso-
lutné konvergentni fady, 80

Weierstrassova aproximacni, 139

)%
wronskian, 38
derivace, 39

Z

zobrazeni
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