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1 EUKLEIDOVSKY PROSTOR

V priibéhu minikurzu budeme pracovat ve vektorovém prostoru R” se standardnim skaldrnim soucinem

(v, y) =Y xivi, @D
i=1

kde x = (x1,...,%1),y = (y1,...,yn) € R". Pfipomenime, Ze skaldrni soudin je pozitivné definitni
bilinedrni symetrickd forma. Kone¢né-dimenziondlnimu vektorovému prostoru se skalarnim sou¢inem
se Fika také Eukleidovsky.

Skalarni sou¢in (I) indukuje normu

[ = /(% x), €

tedy zobrazeni ||« || : R” — [0, o0) splitujici pro kazdé x,y € R"a A € R
(N1) ||x]| =0 <= x=0,

(N2) [|Ax]| = |A[[x],

(N3) [lx +yll < [l + [lvll-

Tyto vlastnosti vyjadfuji kompatibilitu normy se zdkladnimi strukturami na vektorovém prostoru (nu-
lovy vektor, ndsobeni skaldrem, s¢itdni vektorii). Vlastnost (N3) se nazyvé trojihelnikova nerovnost.
Pfipomenime, Ze existujf dal$i normy na R", ne vSechny jsou v8ak indukovany néjakym skalarnim sou-
¢inem. Da se ukazat, Ze napfiklad ||x||; = Y/, [xi| nebo ||x||, = max{|x1|,...,|x|} spliuji (N1) -
(N3), ale nejsou indukovédny Zddnym skaldrnim sou¢inem ve smyslu rovnice (2).

Eukleidovska norma (2) dale indukuje (Eukleidovskou) metriku

plxy) = llx =yl ®)
tedy zobrazeni p : R"” x R" — [0, o) spliiujici pro kazdé x,y,z € R"
M1) p(x,y) =0 <= x =y,
M2) p(x,y) = p(y, x),
M3) p(x,y) < p(x,2) +p(z,y)-

Domaci tkol 1.1 (1 bod). DokaZte, Ze zobrazeni p definované pomoci (3) je metrika pro libovolnou
normu || - || na R”, tedy, Ze spliiuje (M1) — (M3), pokud || || splriuje (N1) — (N3).

Dale bude ||-|| oznatovat vyhradné Eukleidovskou normu definovanou pomoci (2). Pfipomerime
na zaveér, ze geometricky udava ||x| délku vektoru x € R" (pokud ho uvazujeme jako $ipku) nebo jeho
vzdélenost od potatku (pokud ho uvaZzujeme jako bod). ||x — y|| pak vyjadfuje vzdéalenost bodu x a y.

2 KONVEXNI TELESA

Definice 2.1. Neprazdnd podmnozina K C R” se nazyva konvexni téleso, pokud je

(i) konvexni, tedy pokud pro vSechna x,y € Ka A € [0,1] plati Ax + (1 —A)y € K;

(ii) omezend, tedy pokud existuje R > 0 takové, Ze ||x|| < R pro vSechna x € K;

(iii) uzavfend, tedy pokud pro libovolnou posloupnost {x, } bodt z K konvergujici k x € R" plati x € K.



Mnozinu vSech konvexnich téles v IR zna¢ime K (RR").
Pozndmka 2.2.
(a) Mnozina {Ax + (1 —A)y | A € [0,1]} je usetka spojujici body x a y. Podmozina vektorového pro-
storu je tedy konvexni pokud s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i tise¢ku, ktera je spojuje.
(b) Posloupnost {x,} v R" konverguje k x (pieme x, — x,n — o0), pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N takové, Ze ||x, — x|| < € pro véechna n > nj.
(c) Omezené uzaviené mnoZiny v R" se také nazyvaji kompaktni.
Ptiklad 2.3.
(a) Zakladnimi ptiklady konvexnich téles v IR? jsou (libovolny) trojahlenik &i ¢tverec, v IR pak krychle,
jehlan nebo vélec.
(b) Kazd4 jednobodova mnozina je zfejmé konvexnim télesem, tedy {x} € K(IR") pro kazdé x € R".
(c) Konvexni télesa na pfimce jsou pravé uzaviené intervaly, tedy C(R) = {[a,b] | a,b € R,a < b}.
(d) Jednotkové Eukleidovskd koule
B" = {x e R" | |lx|| <1}
je konvexnim télesem. Skute¢né, zaprvé pro véechna x,y € B" a A € [0,1] plati
1A%+ (1= Ayl < [[Ax[] + 11 = AMyll = Al + 1 = A) [ly[l = 1.
Zadruhé je B" ziejmé omezend, poloZme napifklad R = 2. Zatteti, uvazujme libovolnou konver-
gentni posloupnost x, — x, ||x,|| < 1 a pfedpoklddejme, Zze x > 1. Pak existuje ¢ > 0 spliujici
[|x]| > 1+e¢, adéle pak ny € IN takové, Ze || x — x,|| < € pro kazdé n > ng. Pro takovd n pak ale plati
Le < [lxfl = flx = xn A+ xul| < flx = xa]l + [lxn] <e+1,
coZ je zfejmé spor, a proto x < 1.
Domaci tikol 2.4 (1 bod). Dokazte, Ze pokud K, L € KC(IR") splituji KN L # @, pak plati KN L € K(R").
MnoZina konvexnich téles je tedy uzaviend na priniky. Neni vSak uzaviend na sjednoceni, protoze
sjednoceni konvexnich mnozin zjevné nemusi byt konvexni. Pokud je sjednoceni konvexnich téles kon-

vexni, pak je toto sjednoceni konvexnim télesem. V néasledujici definici (a tvzeni) si pfedstavime dalsi
zplisob, jak ze dvou konvexnich téles vytvofit dalsi konvexni téleso.

Definice 2.5 (Minkowského soucet). Pro obecné podmoziny K, L C IR"” definujeme
K+L={x+y|xeKyelL}
Tvrzeni 2.6. Pokud K, L € IC(R"), pak K+ L € K(R").

Diikaz. Zaprvé, bud’te x1 +y1,x2 +y2 € K+ LaA € [0,1]. Pak
Axr+y1) + (1= A) (2 +y2) = [Ax1 + (1= A)x2] 4+ [Ay1 + (1 = A)yz] € K+ L,
protoze K i L jsou konvexni, a tedy K + L je konvexni.

Zadruhé, omezenost K + L plyne snadno z omezenosti K a L a z trojahelnikové nerovnosti.

Pro duikaz uzavienosti uvazujme posloupnost {x, + 1, } bodt z K+ L konvegujicik z € R". Chceme
ukdzat, ze z € K+ L. MnozZina K je omezen4, a proto je {x,} omezena posloupnost. Podle Bolzano-
Weierstrassovy véty tedy existuje vybrana posloupnost {x,, } konvergujici k x € R". Z uzavienosti K
plyne x € K. Podobné existuje posloupnost {yy, } vybrana z {yy }, konvergujicik y € L. Mame tedy
Xny, + Yy, — X +Yy,i — 0. ProtoZe je tato posledni posloupnost vybrand z konvergentni posloupnosti
{xn + yn }, musi mit stejnou limitu, a tedy plati, ze z = x +y € K+ L. O

Domaci tkol 2.7. Ukazte, Ze

K+L=JK+{y}
yeL

Definice 2.8. Pro K C R" a A € R definujeme
AK = {Ax | x € K}.
Domaci tikol 2.9. Dokazte, ze AK € K(R"), pokud je K € K(R").



Piiklad 2.10.

(a) Pokud je L = {y} jednobodova mnozina, pak K + y := K+ {y} je posunutim télesa K o vektor y.
Specidlné plati K 4- 0 = K.

(b) —K := (—1)K je reflexi (pfevracenim) télesa K podle pocatku.

(c) Bud'tex,y € R"aK = [0,x] := {Ax | A € [0,1]} usetka spojujici x s potatkem a podobné L = [0, y].
Pak [0, x] + [0,y] je rovnobéznik s vrcholy 0, x,y, x + y.

(d) Proe > 0jeeB" = {x | ||x|| < e} Eukleidovska koule o poloméru .
(e) K+ eB" je rovno e-okoli télesa K € K(R"), tedy mnoziné {z € R"” | 3x € K, ||x — z|| < €}.

Konvexni télesa tedy miiZzeme séitat a ndsobit skalarem. Existuje dokonce nulovy prvek (vzhledem
ke s¢iténi), protoze K 4 0 = K. MnoZina K vsak neni vektorovym prostorem, protoZe by muselo platit
K+ (—K) = {0}, coz zjevné obecné neni pravda (najdéte protipfiklad).

Eukleidovska metrika v R” méff vzdalenost mezi dvéma body. ProtoZe jednobodové mnoziny jsou
specidlnimi pfiklady konvexnich téles, umime tedy méfit vydalenost mezi témito specidlnimi télesy.
Nasledujici definice rozsifuje pojem vydalenosti na vSechny dvojice konvexnich téles.

Definice 2.11 (Hausdorffova metrika). Pro K, L € K(R") polozme
dy(K,L) = min{e > 0| K C L+¢B",L C K +¢B"}.
Tvrzeni 2.12. dp je metrika na KC(R").
Diikaz. Mame zobrazeni dy : K(R") x K(R") — [0, c0). Musime ukazat, Ze spliiuje vlastnosti (M1) —
(M3). Zaprvé ziejmé plati dy (K, K) = 0. Naopak, pokud je dy (K, L) = 0, pak je
KCL+0-B"=L+0=L

a podobné L C K, tedy K = L. To dokazuje (M1). Déle zfejmé (K, L) = dy(L, K), coz dokazuje (M2).
Nakonec pro K, L, M € K(R") méme L C K+ dy(K,L)B" a M C L+ dy(L, M)B". Dohromady tedy

M C K+dy(K,L)B" +dy(L, M)B" C K+ [dy(K,L) +du(L, M)|B".
Analogicky dostaneme
KC M+ [dy(K, L) +dy(L, M)|B"
a plati tedy dy (K, M) < dy(K,L) +dy(L, M), coz je (M3). O

Dals$im dtleZitym zplisobem konstrukce konvexnich téles je aplikace linedrnich zobrazeni.
Lemma 2.13. Bud'te K € K(R") a ® : R” — R™ linedrni zobrazeni. Pak ®(K) € IC(R™).
Domaci kol 2.14 (2 body). DokaZte pfedchozi lemma.

3 VALUACE NA KONVEXNICH TELESECH

Definice 3.1. Zobrazeni ¢ : K(R") — R se nazyva valuace, pokud pro vSechna K, L € IC(IR") takova,
ze KUL € K(R"), plati

P(KUL) = ¢(K) + (L) = p(KNL).
Poznamka 3.2. Snadno si uvédomime, Ze pokud KUL € K(R"), pakje KNL # @, atedy KNL €
K(R") podle tvrzeni dokdzaném v domdacim tkolu.

Definice 3.3. Valuace ¢ : IC(R") — R se nazyva
(a) translac¢né invariantni, pokud pro kazdé K € K(R") a x € R" plati
$(K+x) = ¢(K);
(b) spojitd, pokud pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 spliujici
du(K,L) <6 = |p(K) —¢(L)| <e.
Mnozinu v8ech transla¢né invariantnich spojitych valuaci na (R") zna¢ime Val(RR").
Pfiklad 3.4.



(a) Tzv. Eulerova charakteristika x, definovand jako x(K) = 1, K € K(R") je prvkem Val(R"). Obecné
kazda konstantni valuace je zfejmé spojita a transla¢né invariantni.

(b) Funkce L(K) = |[KNZ"| potitajici potet bodt m¥izky Z" obsazenych v K € K(R") je valuace, kterd
neni ani spojitd, ani transla¢né invariantni.

(c) Obsah rovinného konvexniho télesa K € K(IR?) je prvkem Val(IR?), podobné objem prostorového
konvexntho télesa K € K(IR3) je prvkem Val(R3).

(d) Obecné n-dimenziondlni objem vol, konvexniho télesa K € IC(IR") (tzv. Lebesguova mira, kterd bude
rigor6zné zkonstruovana v Teorii miry ve druhém ro¢niku), je prvkem Val(RR").

(e) Bud' 7 : R" — RF ortogondlni projekce. Pak zobrazeni ¢(K) = vol(7K), K € K(IR") je prvkem
Val(R"). Véimnéme si, ze 7K € K(IRF), protoze 7 je linearni.

Doméci tkol 3.5. Ukazte, Ze Val(R") je vektorovym prostorem vzhledem ke s¢itdni a ndsobeni skala-
rem definovanym pro kazdé ¢, ¢ € Val(R"), A € Ra K € K£(R") jako

(@ +9)(K) := ¢(K) + ¢ (K),
(A9)(K) = A¢p(K).
Véta 3.6. Val(R) = LO{y, vol }.
Diikaz. Uz vime, Ze x,vol; € Val(R), stadi tedy ukézat Val(R) C LO{yx, vol; }. Vezméme si proto libo-
volnou valuaci ¢ € Val(RR) a polozme
=¢({0}) €R,
d:=¢([0,1]) —c € R,
Yp:=¢—c-x—d-vol; € Val(R).
UkéaZeme v nékolika krocich, Ze i je nulovd valuace. Tim bude dokazano, Ze ¢ lze psat jako linedrni
kombinaci x a voly. Zaprvé, pro kazdé x € R mame

p({x}) = p({0}) = ¢({0}) — cx({0}) —dvoli({0}) =c —c-0=0,
kde jsme v prvnim kroku vyuzili transla¢ni invariance ¢. Zadruhé,
$([0,1]) = ¢([0,1]) = cx([0,1]) = dvoli([0,1]) =d +c—c—d = 0.
Zatteti, protoZe je ¢ valuace, pro kazdé N € IN mdme
$([0,N]) = ([0, N =1JU[N —1,N])

—lP [0, N =1]) +9([N -1 N]) —p({N —1})

= ([0, N =1]) +9([0,1])

= y([0,N =1]),
kde jsme opét vyuzili transla¢ni invariance. Indukci pak snadno dostaneme

¥([0,N]) = ¢([0,1]) = 0.
Podobné pro kazdé M, N € IN mame
0= p((0,N]) = ([0, 3]) + ([ B + -+ w (M5 N) = My (o, i),

a tedy ¢([0,9]) = 0 pro kazdé g € Q,q > 0. Kone¢né, pro kazdé x € R, x > 0 existuje posloupnost
pozitivnich raciondlnich ¢isel g, — x. Pak zfejmé plati di; ([0, 4], [0, x]) — 0 a ze spojitosti ¢ dostavame

$(10,2]) = lim ([0,q,]) = im0 = 0,
coz spolu s transla¢ni invariantnosti implikuje ¢([a, b]) = 0 pro kazdd a < b. O
Definice 3.7. Valuace ¢ : (R") — R se nazyva k-homogenni, pokud pro kazdé K € L(R")aA > 0
plati

P(AK) = Mg (K).

Podprostor vSech k-homogennich valuaci v Val(R") znalime Vali (R").
Piiklad 3.8.
(a) x € Valp(R").



(b) vol,, € Val,(R").
(c) Obvod rovinnych konvexnich téles je prvkem Val; (R?).
(d) Povrch prostorovych konvexnich téles je prvkem Val, (R3).

Bez diikazu si uvedeme nésledujici dtileZitou vétu.
Véta 3.9 (McMullen, 1977).
n
Val(R") = € Val,(R").
k=0
Domaci tikol 3.10 (1 bod). Dokaze direknost McMullenova rozkladu v pfedchozi vété.
Tvrzeni 3.11. Valy(R") = LO{x}.
Diikaz. Staci ukdzat, Zze libovolna valuace ¢ € Valy(R") je konstantni. Pfedpoklddejme, Ze ¢(K) # ¢(L)
pro n&jaka télesa K, L € IC(IR"). Polozme K, := %K al, := %L. Protoze dy(Ky, {0}) — 0, n — oo, ze
spojitosti ¢ plati ¢(K,) — ¢({0}). ProtoZe ¢ je 0-homogenni, plati ¢ (K, ) = ¢(K), a tedy ¢p(K) = ¢({0}).
Stejné se ukaze ¢(L) = ¢({0}), coz je ve sporu s piedpokladem ¢(K) # ¢(L). O

Podobné tvrzeni plati pro podprostor na opacném kraji McMullenova rozkladu, v porovnani s pfed-
chozim tvrzenim je vSéak mnohem t€zsf dokézat, a proto ho uvadime opét bez dtikazu.
Véta 3.12 (Hadwiger, 1957). Val,(R") = LO{vol, }.

Poznamka 3.13. Méme tedy dim Valy(R" = dim Val,(R") = 1. V kontrastu s tim plati (opét bez di-
kazu)

dim Val (R") = co.

Specialné tedy dim Val(IR" )oo pro n > 2.
Lemma 3.14. Bud' A € K£(R"). Pak ¢(K) = vol, (K + A), K € K(R") je prvkem Val(R").
Diikaz. Transla¢ni invariance je zfejmé splnéna diky transla¢ni invarianci vol,,. Spojitost se snadno do-
stane ze spojitosti valuace vol, a ze spojitosti Minkowského souctu (bez diikazu). To, Ze ¢ je valuace
plyne ihned z identit dokdzanych v nasledujicim domdcim tkolu. O
Domici tikol 3.15 (2 body). Dokazte, Ze pro kazdd K, L, A € K(R") plati

(KNL)+A=(K+A)N(L+A)
apokud KUL € (R"), pak také

(KUL)+ A= (K+A)U(L+ A).

Poznamka 3.16. Dilezitym dtisledkem McMullenova rozkladu je, Ze prostor Val(R") je normovany.
Skutecné, d4 se ukdazat, ze

9]l = sup [p(K)|
KCBr

definuje normu na Val(IR"), viz. také nésledujici doméci akol.

Domaci tikol 3.17. UkaZte pomoci Véty 3.9 Ze ||¢|| = 0 implikuje ¢ = 0.

Poznamka 3.18 (McMullenova doménka a Aleskerova algebraickd teorie valuaci). V roce 1980 pub-
likoval P. McMullen doménku, Ze linedrni libovolné ¢ € Val(R") lze libovolné pfesné aproximovat
linedrni kombinaci valuaci z Lemmatu Pfesngji, ze pro kazdé ¢ > 0 existuji Ay,..., Ay € L(R") a
A, ..., AN € R takové, Ze

<E&.

N
¢ — Z)\i vol, (- +A4;)
i=1

O 21 let pozdéji, v roce 2001, byla tato doménka potvrzena S. Aleskerem. Ten ve skute¢nosti dokazal
jesté mnohem silnéjsi tvrzeni a jeho diikaz byl na pocatku celé fady dal$ich vyznamnych vysledkd, které
vyrazneé prispély k pochopeni prostoru spojitych trankslaéné invariantnich valuaci. Mezi nejvyznaméjsi



dtisledky Aleskerova diikazu patii objev produktu (nasobeni) na Val(IR"). Ten 1ze snadno definovat na
valuacich typu vol, (+ +A) jako

vol, (+ +Aq) xvol,(+ +A3) = vol,(+ +A1 + A3),

jeho existence je vSak velice netrividlni a plyne prévé z Aleskerovy préce.

4 INVARIANTNI VALUACE

Disledek 4.1. Bud’ K € K(R"). Pak funkce f(¢) = vol,(K + ¢B"), tedy objem e-okoli télesa K, je
polynom v e > 0.

Diikaz. Uvazujme funkci ¢(L) = vo l(K + L), L € K(R"). Podle Lemmatu je ¢ € Val(R"). Podle
Véty[3.9|tedy existuji ¢; € Val;(R"),i =0,...,n, spiiujici ¢ = ¢o + - - - + ¢y. Proto je

vol, (K +eB") = ¢p(eB") 24)1 (eB") —sz(B”)
i=0

polynom v e. O
Ptiklad 4.2. Pro K € K(IR?) mame
voly (K + eB?) = vol(K) + per(K)e + 7te?,
kde per(K) znaci obvod K.
Definice 4.3. Bud' K € K(R") a poloZzme

vol, (K + ¢B") Z Vi (K . (4)

Koeficienty Vj(K), ..., V,,(K) se nazyvaji vnitini ob]emy telesa K.

Poznimka 4.4.

Vi(K) —
val, (5 K= 0
lované objemem jednotkové (n — k)-dimenziondlni koule.

(a) V literatufe se vétSinou vnitfnimi objemy nazyvaji ¢isla ., 1, jsou tedy preska-

(b) Rovnice @) se nazyva Steinerova formule podle §vycarského matematika Jakoba Steinera, ktery ji do-
kazal pro n < 3jiz v devatendctém stoleti. V plné obecnosti byla pak dokdzdna Hermannem Min-
kowskim na pfelomu devatendctého a dvacatého stoleti, tedy ddvno pfedtim, nez Peter McMullen
dokézal Vétu[3.9] ktera, jak jsme vidéli, je mnohem obecn&jsi.

Piiklad 4.5.
(a) Provedeme-li v (4) limitu ¢ — 0, dostaneme snadno
Vn (K) - Voln(K).

(b) Vynasobime-li (4) ¢ ", dostaneme na levé strané ¢ " vol,, (K + eB") = vol, (¢ "K + B"). Provedeme-
li pak limitu € — oo, dostaneme

Vo(K) = vol,(B").
Vsimnéme si, Ze Vj je tedy konstanta nezavisla na K.
(c) Porovnanim s Pfikladem [4.2]dostavamem, Ze v dimenzi n = 2 plati V; (K) = per(K).

Vidime, Ze tedy alespon v téchto specidlnich pfipadech jsou vnitfni objemy, jakoZto funkce na kon-
vexnich télesech, transla¢né invariantni valuace. Ve skute¢nosti plati nasledujici

Tvrzeni 4.6. Pro kazdé k = 0,...,n plati V; € Val(R").

Diikaz. Dokazeme, Ze vnitini objemy jsou valuace. Podle Lemmatu plati pro kazdé K, L € K(R")



akazdée >0
0 =vol,((KUL)+eB")+vol,((KNL)+eB") —vol,(K+ eB") — vol, (L + eB")

_ka KUL)”k—l—ZVkKﬂL ka —in(L)s”’k
k= k= k=

f [Vi(KUL) + Vi (KNL) — Vi(K) — Vi(L)]e" "

Tento polynom musi byt tedy nutné nulovym polynomem, jinak fe¢eno, ma nulové koeficienty, a tedy
plati

Vi(KUL)+ Vi (KNL) = V((K) = V(L) =0, k=0,...,n
Transla¢ni invariance a spojitost se ukazi podobné. Konetné, k-homogennity valuace Vi plyne z toho,
Ze pro kazdé A > Oje
0 = vol, (A(K+¢eB")) — A" vol, (K + ¢B")
= vol, (AK 4+ AeB") — A" vol, (K + ¢B")

n n
= Y Vi(AK)A KR — A N V(K)e
k=

o

= f [Vk(/\K) - /\ka(K)])\”*ksnfk
k=0

je opét nulovy polynom v £ > 0. O

Objem vol,; neni invariantni pouze viidi translacim, ale také vii¢i vSem rotacim. Pfipomerime, Ze
rotaci se nazyva linedrni zobrazeni ® : R" — IR" zachovévajici Eukleidovskou normu a Ze mnoZina
vsech rotaci tvoti grupu, kterou znac¢ime O(n).

Definice 4.7. Valuace ¢ : C(IR") se nazyva rotacné invariantni, pokud pro vSechna télesa K € KL(R") a
vsechny rotace ® € O(n) plati

$(PK) = ¢(K).
Podprostor viech rotaéné invariantnich valuaci ve Val(R") znatime Val(R")°(").
Poznimka 4.8. Pfipomenime, Ze podle Lemmatu je ®K € KC(R™).

Pak tedy plati nasledujici tvrzeni, které je opét intuitivné jasné v nizkych dimenzich (obsah v R?,
objem v IR3), ale rigor6zné bude dokézéano a v rdmci teorie miry, kde bude zavedené Lebesguova mira.

Véta 4.9. vol, € Val(IR")O("),

Uplné stejnym zptisobem jako v diikazu Tvrzeni [4.6{implikuje rotaéni invariance objemu vol, ro-
ta¢ni invarianci vSech ostatnich vnitinich objemfi. Plati tedy nasledujici

Diisledek 4.10. V; € Val(R")O"),

Je pozoruhodné, zZe kromé vnitinich objemi (a jejich libovolnych linedrnich kombinaci) jiz Zddné
dalsi spojité transla¢né a rota¢né invariantni valuace neexistuji. Plati nasledujici dtilezita

Véta 4.11 (Hadwiger, 1957). Val(R")O") = LO{V,,...,V,}.
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