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UvoDp
1 NORMOVANE ALGEBRY

Vsechny vektorové prostory budeme uvazovat nad télesem realnych ¢isel.

Definice 1.1. Vektorovy prostor A spolu s bilinedrnim zobrazenim m : A x A — A nazyvame algebrou.
Zobrazeni m pak nazyvame ndsobenim nebo produktem. Pro x,z € A piSeme m(x,y) = x-y = xy.
Budeme pfedpoklddat, Ze algebra vzdy obsahuje jednotku, tedy prvek 1 € A spliujicil-x = x-1 = x
pro kazdé x € A.

Poznamka 1.2. Jednotka, pokud existuje, je pravé jedna. Skutetné, pro kazdé jednotky 1,1’ € A plati
1=1-1"=1"
Vsimnéme si, Ze nepozadujeme, aby ndsobeni bylo komutativni nebo asociativni. Naopak, pravé
algebry, které tyto vlastnosti nemaji, nas budou nejvice zajimat.
Priklad 1.3. Nésledujici algebry jiz zndme:
(a) R se standardnim nasobenim.

(b) R? = C s ndsobenim komplexnich &isel, kde 1 := () je jednotka a i := () spliiuje i> = —1. Pro

vSechna a,b,c,d € R tedy mame
a c ac — bd
(b) ' (d) = (bc ¥ ad> : M)

(c) R* = H s ndsobenim kvaterniond, které je uréeno pozadavkem asociativity a relact
==K =ijk= -1, )
kde (1,1, ],k) je (standardni) baze R*.
(d) R"*"* s maticovym ndsobenim.
Domaci tkol 1.4. UkaZte, Ze asociativita a (2) jiZ definuji ndsobeni na H, tedy Ze ij = —ji = k, atd.

Prestoze zde budeme uvaZovat pouze algebry kone¢né dimenze, zmitime, Ze existuji i nekone¢né-
dimenziondlni algebry, nap¥. prostor vSech polynomti se standardnim produktem polynomt.

Specialné nds budou zajimat algebry, na kterych lze méfit velikost vektorti a tato velikost je kompa-
tibilni s ndsobenim. Takovym algebrdm se ¥ika normované.

Definice 1.5. Bud’' V vektorovy prostor. Zobrazeni ||-|| : V — [0,o0) nazyvdame normou, pokud pro
kazdé x,y € R" a A € R plati

(N1) [|x]| =0 < x =0,

(N2) [[Ax]| = [A] [|x]l

(N3) [[lx +yll < [lx]l + llyll-

Priklad 1.6. Standardni (Eukleidovskd) norma na R" je definovéna jako

n
i=1



Na R" vsak existuji dal$i normy, napf. se da ukézet, Ze pro kazdé p > 0 mame normu

" v
I, = Yol |
i=1

Definice 1.7. Normovand algebra je algebra A s normou ||-|| takovou, Ze pro kazdd x,y € A plati

eyl = Iyl - )
Poznidmka 1.8. V normované algebfe zfejmé nutné plati
@ [ =1,
(b) xy =0 <= x =0neboy = 0.
Priklad 1.9.

(a) R, C a H jsou normované algebry vzhledem k Eukleidovské normé na R” pron =1,2,4.

(b) Algebra R"*" pro n > 2 neni normovand vyhledem k Eukleidovské normé na R™, protoze zfejmé
nema vlastnosti z Poznamky [1.8|

Véta 1.10 (Hurwitz). Normované algebry existuji pouze v dimenzich 1, 2, 4 a 8. Navic v kaZdé této dimenzi
existuje (aZ na isomorfismus) prdvé jedna takové algebra.

Definice 1.11. 8-dimenziondlni normovanou algebru zna¢ime O a nazyvame algebrou oktonionii.

Explicitné 1ze oktonionické ndsobeni zadat napf. nasledujicim zptisobem. Jako vektorovy prostor
méame O = RR® se standardni bazi (ey, . .., e7). Ndsobeni pak definujeme pomoci nésledujicich pravidel:

(i) epjejednotka, znatime ¢y = 1;

(i) e =-lproi=1,...,7;

(iii) ejej = —ejejproi,j=1,...,7ai #j;
(iv) erex = eq, e2eq = €1, €401 = €3,

€263 = €5, €365 = €2, €562 = €3,
atd., coz si lze snadno zapamatovat pomoci tabulky

1 2 4
2 35
3 4 6
4 5 7
5 6 1
6 7 2
71 3

ve které kazdé ¢islo dostaneme tak, Ze k ¢islu nad nim pfi¢teme 1 modulo 7.
Domaci tikol 1.12. UkaZte, Ze O je normovand algebra vzhledem k Eukleidovké normé na RS, tedy Ze pro kazdé

7 7
x=) xie;, y=) yie; €O
i=0 i=0

Iyl = (io 2) (ioyz) |

Vsimnéme si, Ze R C C C H C O, napt.
LO{l} C LO{l,El} C LO{1,€1,62,€4} c O.

Specidlné plati, Ze oktoniony jsou nekomutativni. Ve skute¢nosti nejsou ani asociativni! V nésledujici
kapitole uvidime, Ze vsak stéle spliuji alespon urcitou slabsi formu asociativity a také vice konceptualni
pohled na to, pro¢ oktoniony nejsou asociativni.

plati

Domici tikol 1.13. Naleznéte x,y,z € O spliiujici (xy)z # x(yz).

Pozndmka 1.14. Plati dokonce, Ze pokud md kone¢né-dimenzionalni algebra A vlastnost z Poznamky
[L.8(b), pak nutné dim A € {1,2,4,8}. Takovych algeber je vSak mnohem vice a toto tvrzeni je mnohem



hlubsi vysledek nez Hurwitzova véta.

2 CAYLEYHO-DICKSONOVA KONSTRUKCE

Definice 2.1. Algebra je alternativni, pokud kazda jeji podalgebra generovand maximélné dvéma ele-
menty je asociativni.

Véta 2.2 (Artin). Alegebra A je alternativni prdvé tehdy, kdyz pro kazdd x,y € A plati
(x)y =x(xy) a  x(yy) = (xy)y. ®)
Poznamka 2.3. VSimnéme si, Ze (5) implikuje také
x(yx) = (xy)x.
Skute¢ng, podle (B) mame
0= (x+y)[(x+y)x] = [(x +y)(x +y)lx
= x(xx) 4+ x(yx) +y(xx) +y(yx) — (ex)x — (xy)x — (yx)x — (yy)x
= x(yx) = (xy)x.

Vrat'me se nyni na chvili ke komplexnim &islim. Kromé produktu (I) mdme na C = R? také operaci

(komplexniho) sdruzeni
(5) = (%) ®

Komplexni sdruZeni je linedrni isomorfismus na R? a pro x,y € C spltiuje (x*)* = xa (xy)* = y*x*. Na
R formélné mame také takovou operaci, pokud polozime a* := a. Pokud navic vyuZzijeme komutativity
realnych &isel, mtizeme zakladni operace s komplexnimi &isly (1) a (6) zapsat jako

() (5) = (e ) -
(Z)* - (ib> ‘ 8)

Pokud bychom nyni uvazovali a,b,¢,d € R? = C, definuji ndm (7) a (8) produkt a sdruZeni na R*.
Snadno se nahlédne, Ze (7) pak neni nic jiného nez produkt kvaternionti a (8) kvaternionické sdruzeni.
Pokud bychom pokracovali déle s 4,b,c,d € H dostali bychom algebru oktonionti. Tomuto procesu,
pfi kterém v kazdém kroku dostaneme algebru dvojnasobné dimenze se ¥ika Cayleyho—Dicksonova kon-
strukce.

Definice 2.4.
(a) *-algebra je algebra A spolu s linedrnim zobrazenim * : A — A, zvanym sdruZeni, které pro kazda

x,y € A splituje

) =x a () =y
(b) Rikdme, Ze x-algebra je redlnd, pokud pro kazdé x € A plati x* = x.
(c) Rikdme, Ze x-algebra je pékné normovand, pokud pro kazdé 0 # x € A plati
xx*=xx>0 a x+x"cR
V tomto ptipadé pak pro x € A definujeme

x| = Vx*x, )
Re(x) = %(x—i—x*),
Im(x) = %(x —x")

Poznimka 2.5.

(a) Uptesnéme, Ze R = LO{1} a Ze a4 > 0 znamena a € LO{1} a a = a1 pro n&jaké o > 0.



(b) Zfejme plati

X = [lxl-
(c) VSimnéme si, Ze x = Re(x) +Im(x) aze x =0 <= Re(x) =Im(x) =0.
Tvrzeni 2.6. Pokud A je pékné normovand alternationi x-algebra, pak definuje normu a A je normovand algebra

ve smyslu Definice (L.7).

Diikaz. DokaZeme nejprve, Ze zobrazeni ||-|| mé vlastnost (). Diky alternativité méme pro x,y € A

lxyl? = (xy) * (xy) = (") (xy) = y* (x"x)y = (x)("y) = <[P |y,
protoze x = Re(x) - Im(x)? + Im(x) a podobné pro y, a x, y tedy le#{ v podalgebie A generované dvéma
elementy Im(x), Im(y).

Dale si viimnéme, Ze || x||* = Re(x)? —Im(x)%a ze Im(x)? = Ta—x")?=—2(x—x")(x—x")* <0.
Odtud ihned plyne, ze ||x|| =0 <= x =0, a také
Re(x) < ||

S vyuZitim této nerovnosti a pfedchoziho kroku pak pro kazdé x,y € A méme
Jx+yl? = (x+9)"(x +)
=xx+yy+ (Y +yt)
= [la]* + ly]* + 2Re(x"y)
< [l + llyl* + 210111 x*y)
= [l + llyll® + 2|1l v

= (Il + llyI*.
Nakonec pro kazdé A € Ra x € A zfejmé plati || Ax|| = |A] ||x]|. O
Véta 2.7. Bud' A x-algebra a uvazujme x-algebru A’ := A x A s nisobenim definovanym pomoci (7) a sdruze-
nim definovanym pomoci (8), kde a,b,c,d € A. Potom plati ndsledujici torzen:
(@) A je pekné normovand <= A’ je pekné normovani.
(b) A’ neni redlnd.
(c) A je redlnd (a tedy komutationi) <= A’ je komutationi.
(d) A je komutativni a asociativni <= A’ je asociationi.
(e) A je asociationi a pekné normovand <= A’ je alternationi a pékné normovand.
Poznamka 2.8. Je-li1 € Ajednotka v A, pak (}) € A’ jejednotka v A’.

Diikaz. (a) Pokud je A pékné normovand, pak pro kazdé x = () € A’ plati

o= ()2 ) - () (1) (47) o

Pokud je navic x # 0, pak je podobné

o= (5) ()= (%) () -("a") >0
= (0) () - () () = (") >0

a zfejmé také x*x = xx*. Pokud je naopak A’ pékné normovana, pak z técht tivah snadno plyne, Ze pro
kazdéa € Aplatia+a* € R, resp. a*a = aa* > 0 pokud a # 0.
(b) Pokud by A’ byla redln4, pak by specialné platilo

0\ [0 0\ (0 B
() =) = (3)= () = 1=
COZ je spor.

(c) Pokud je A redlnd, pak pro vSechna a,b € A plati
ab = (ab)* =b*a* = ba,



a A je tedy komutativni. Dale pro vSechna x = (3 ),y = (§) € A’ médme

(5) (2) = () = Gazes) = (2) 5):

Naopak, pokud je A’ komutativni, pak stejnou tvahou ve specidlnim p¥ipadé b = ¢
dostaneme a* = a proa € A.

Domaci tkol 2.9. Dokazte cist (d) Veéty[2.7}
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