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Uvob

Je dobie zndmo, Ze kazdé dva rovinné mnohotihleniky (polygony) o stejném obsahu lze pfevést jeden
na druhy tak, Ze jeden ,rozstfthame” na kone¢ny pocet mensich mnohothelnikti a ty pak vhodné pre-
suneme a bez piekryvti slepime, abychom opét dostali mnohotihelnik. Rikdme také, Ze mnohothleniky
o stejném obsahu jsou ,ntizkové ekvivalentni”.

Otazka, jestli nlizkova ekvivalence existuje i ve vyssich dimenzich, tedy mezi trojrozmérnymi mno-
hostény (pfipadné vicerozmérnymi polytopy) stejného objemu, byla svého ¢asu tak aktudlni, Ze ji David
Hilbert v roce 1900 zafadil na svij slavny seznam 23 velkych problémt pro dalsi stoleti. Tento (tfetf)
Hilberttv problém byl jako jeden z prvnich vyfeSen hned roku 1901 Hilbertovym studentem Maxem
Dehnem, ktery ukdazal, Ze takové tvrzeni obecné neplati, pfesnéji Ze krychle a ¢ty¥stén o stejném ob-
jemu nejsou nizkové ekvivalentni. Dehn tuto skute¢nost demonstroval konstrukci funkce ¢ na mno-
ziné mnohosténd, ktera pro kazdy libovolné ,rozstithany” mnohostén M = M; U - - - U My spliuje

$(M) = ¢(M1) + - - + $(My).
Takovymto funkcim dnes v konvexni geometrii fikdme valuace (pfesnéji prosté valuace). ProtoZe je De-
hnova valuace zaroveti invariantni vi¢i vSem posunutim a prostorovym rotacim, musela by nabyvat, v
piipadeé Ze by krychle a ¢tyf'stén o stejném objemu byly ntizkové ekvivalentni, na obou téchto télesech
stejné hodnoty. Jednoduchym vypoctem se vsak ukdZe, Ze se tyto hodnoty lisi. Konstrukce tohoto tzv.
Dehnova invariantu je velmi pékné vysvétlena nap¥. v této epizodé kandlu Numberphile:

https://www.youtube.com/watch?v=eYfpSAxGakI,

V pribéhu 20. stoletf se studium valuaci stalo dtileZitou soucasti konvexni geometrie s mnoha pa-
ralelnimi vyzkumnymi sméry. I v soucasnosti je tato oblast matematiky velmi aktivni a pfes mnoZzstvi
hlubokych strukturdlnich vysledkt, kterych bylo v pribéhu let dosaZeno a které maji ¢asto pfesah
mimo valuace a konvexni geometrii obecné, nabizi mnoho nevyfeSenych problémi.

V nasi pfednésce se budeme podrobnéji zabyvat pfedevsim klasickymi vysledky, které se pozdé&ji (v
priibéhu poslednich 25 let) staly zdkladem pro moderni, tzv. algebraickou teorii valuaci. Tato teorie stu-
duje algebraické struktury na valua¢nich prostorech (pfikladem je ndsobeni valuaci) a jejich aplikace,


https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_problems
https://www.youtube.com/watch?v=eYfpSAxGakI

zejména v integralni geometrii a ve studiu geometrickych nerovnosti. P¥esnéji si dokdZeme McMulle-
novu vétu o rozkladu prostoru spojitych transla¢né invariantnich valuaci a ddle Hadwigerovu vétu o
charakterizaci podprostoru rota¢né invariantnich valuaci. Také si ukaZeme, jak z Hadwigerovy véty
plynou klasické tzv. kinematické formule z integralni geometrie, které ve specidlnim pfipadé urcuji s ja-
kou pravdépodobnosti se protnou dva ndhodné umisténé (konvexni) geometrické objekty. Bez vétsich
podrobnosti si také ukdZeme, jak se definuje ndsobeni valuaci a jak toto nasobeni souvisi s kinema-
tickymi formulemi a s geometrickymi nerovnostmi, napfiklad isoperimetrickou nerovnosti a dalsimi
nerovnostmi dokdzanymi v kurzu Konvexni télesa.

Obsah pfednasky volné navazuje na kurz Konvexni télesa (dale jen KT) v tom smyslu, Ze vyuziva
nékterd tvrzeni dokdzana v rdmci tohoto kurzu. P¥edchozi absolvovéni kurzu je tedy vyhodou, ale
urcité ne nutnou prerekvizitou. Pozndmky prof. Rataje jsou dostuné online na

https://www.karlin.mff.cuni.cz/"rataj/konv_telesa/prednaska_KT_2025.pdf,

NaSe pfednaska cdstetné vychazi z piednasky Konvex- und Integralgeometrie vyucované v roce 2022
na Goethe-Universitdt Frankfurt prof. Bernigem, kterému timto dékujeme za poskytnuti poznamek, a
vyuziva také standardnich monografif [[1-4], které p¥ipadné doporucujeme pro dalsi studium.

1 ZAKLADY KONVEXNI GEOMETRIE

1.1 KONVEXNI MNOZINY

Definice 1.1. MnoZina K C R”" se nazyva konvexni, pokud pro vSechna x,y € Ka A € [0,1] plati
Ax+(1—A)y € K.

Priinik libovolného systému konvexnich mnozin je konvexni, coZ zfejmé neplati pro sjednoceni (ani
dvou mnoZin). Platf v8ak, Ze pokud K; C Ky C - - - jsou konvexni mnoziny, pak |J; K; je také konvexni.

Bod Ax+ (1 —A)y € R", kde A € [0,1], se nazyva konvexni kombinaci bodt x a y. Obecnéji, linedrni
kombinace YN | A;x; bodt xq,...,xy € R” se nazyva konvexni kombinaci, pokud plati A; € [0,1] a
YN A =1

Definice 1.2. Bud’ X C R". Nejmensi konvexni mnoZinu obsahujici X, pfesnéji priinik vsech konvex-
nich podmnozin R" obsahujicich X, nazyvadme konvexnim obalem X a zna¢ime conv(X).

Specialné pro K C R" konvexni je conv(K) = K. Snadno se ukdze (viz. také KT), Ze konvexni obal
obecné mnoziny je roven mnoziné vSech konvexnich kombinaci:

Tvrzeni 1.3. Pro X C R" plati

N N
conv(X) = {Z)\ixi | x; € X,A€[01],) A= 1}.

i=1 i=1

Diikaz. Ozna¢me mnoZinu na pravé strané M. Zfejmé plati, ze X C M: Stadi vzit N = 1a Ay = 1.
Zaroven je okamzité vidét, Ze M je konvexni. Proto tedy conv(X) C M.

Pro dikaz opacné inkluze si vezméme libovolnou konvexni mnozinu K O X. Indukcina N € N
ukdZeme, Ze pro kazdd xq,...,xy € X a Aq,...,Ax € [0,1] spliujici Y ; A; = 1 plati }; A;x; € K. Pro
N = 1 je toto tvrzeni trividlni, pfedpoklddejme tedy, Ze plati pro N —1 > 1. Pokud Ay = 1, pak
A = -+ = Ay—1 = 0 a tvrzeni je opét trividlni. Pfedpokladejme tedy dale, Ze Ay < 1. S vyuZitim
konvexity K a indukéniho pfedpokladu pak mame

N N-1 Ai

;/\ixi = (1 - /\N) g 71 — )\in + Anxn € K,

i=1 i=1
protoze YN ! 13‘—)‘”\, = 1. Plati tedy M C K a z libovolnosti K pak plyne M C conv(X). O
Véta 1.4 (Carathéodory). Bud’ X C R". Pro kazdé x € conv(X) existuji x; € XaA; € [0,1],1 <i<n+1,

takové, ze Y A = 1a T Aixg =


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rataj/konv_telesa/prednaska_KT_2025.pdf

Diikaz. Podle Tvrzenilze psat x = YN, wy; prongjaké N € N, y1,...,yn € X a iy, ...,y > 0
spliwjici YN | 4; = 1. Mezi vemi takovymi zapisy vyberme n&jaky s nejmensim moznym N. Pokud je
N < n+1,je dtikaz hotov. Pfedpokladejme tedy, Ze N > n + 1. Pak md soustava n + 1 linedrnich rovnic

N N
Y 1 =0, Y Ky =0
i1 i1

alespoti jedno netrivialni feSeni (x1,...,xy) € RN. Diky prvni rovnici navic pro n&aké i plati x; > 0.

Bud' m € {1,..., N} takovy index, Ze £ > 0 je minimalni. Potom je ale

N i
x=), (Vi - KKi) Yi
i=1 m

konvexni kombinaci s méné nez N kladnymi koeficienty, coz je ve sporu s volbou N. O

1.2 KONVEXNI TELESA
Definice 1.5. Neprazdnou kompaktni konvexni mnozinu K C R” navyvame konvexnim télesem. Mno-
zinu v8ech konvexnich téles znac¢ime IC(R").

Pfipomenime, Ze podmozina R” je kompakini pravé tehdy, kdyz je uzavfend a omezend. Nékdy se
za konvexni téleso povaZuje i prazdnd mnozina. Uved'me zkladni p¥iklady konvexnich téles:

(a) bod {x} pro kazdé x € R";

(b) segment (interval) [x,y] := {Ax+ (1 —A)y | A € [0,1]} mezi body x,y € R";
(c) jednotkovd Eukleidovskd koule B" := {x € R" | ||x|| < 1} (ukazte!);

(d) standardni (n — 1)-simplex A"~1 := {(x1,...,x,) € R" | Ljx; =1,x; > 0}.

Je snadné nahlédnout, Ze simplex A"~ je konvexni. ProtoZe pro kazdé (x1,...,x,) € A" ! platix; €
[0,1], 1 < i < n, je také omezeny. Konetng, uzavienost plyne z toho, Ze A" ! je priinikem uzavienych
poloprostorti {x; > 0} a (uzaviené) affinni nadroviny {); x; = 1}.

Mnoho dal$ich prikladd konvexnich téles 1ze zkonstruovat pomoci nédsledujiciho jednoduchého, ale
dilezitého dtsledku Carathéodoryho véty.

Dusledek 1.6. Konvexni obal kompaktni mnoZiny X C R" je kompaktni. Pokud je tedy navic X neprdzdnd, pak
plati conv(X) € IC(R").
Diikaz. Podle Véty [[.4mizeme psat
conv(X) = ®(A" x X",
kde @ : R"*! x (R")"*! — R" je zobrazeni definované predpisem

n+1
b . ((Al,...,An+1),x1,...,xn+1) — Z /\,'x,'.
i=1

Protoze @ je zfejmé spojité a mnozina A" x X"*! kompaktni, je kompaktn i jeji obraz conv(X). O

Definice 1.7. Konvexni obal kone¢né mnoha bodt nazyvame polytopem. Polytop, ktery je konvexnim
obalem afinné nezavislych bodt nazyvame simplexem.

Pfipomenime, Ze x1,...,x; € R" jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz md soustava linedrnich
rovnic Z{-‘Zl Aixi = 0, Zi-‘:l A; = 0 pouze trividlni feSeni. VSimnéme si, Ze standardni (n — 1)-simplex
A" je konvexnim obalem kanonické baze R". Polytopy tvoti dfileZitou tfidu konvexnich téles. Blize
se jimi budeme zabyvat v kapitole[I.5] Budeme zna¢it

conv(xy, ..., xm) :=conv({xy, ..., xm}).
Definice 1.8. Dimenzi konvexniho télesa K € IC(R") definujeme jako dimenzi jeho afinniho obalu
aff(K), tedy nejmensiho afinniho podprostoru R” obsahujiciho K, a zna¢ime dim(K).

Ztejmé plati dim({x}) = 0, dim([x,y]) = 1 pro x # y, dim(B") = n a dim(A""!) = n — 1. Obecng,
pokud jsou xq, ..., x; € R" afinné nezavislé, pak simplex conv(xy, ..., xx) ma dimenzi k — 1.

Na zavér této kapitoly si zavedeme dvé elementarni operace na mnoziné konvexnich téles.



Definice 1.9. Minkowského souctem konvexnich téles K, L € IC(IR") nazyvdme mnoZinu
K+L:={x+y|xeKyelL}
Podobné pro K € L(R") a A € R definujeme
AK := {Ax | x € K}.
Tvrzeni 1.10. ProK,L € K(R")a A € R plati K4+ AL € K(R").

Diikaz. Kompaktnost plyne podobné jako v dtikazu Dtisledku K + L je obrazem kompaktni mno-
ziny K x L C R" x R" pfi spojitém zobrazeni (x,y) — x + Ay. Pro diikaz konvexity si vezméme
X1+ Ay1, X2+ Ay, € K4+ ALap € [0,1]. Z konvexity téles K a L plyne

p(xr+ Ayr) + (1= p) (a2 + Ayz) = [pxg + (1 — p)xa] + Alpys + (1 — p)ya] € K+ AL. m

P¥iklad 1.11.
(a) Pokud je L = {y} jednobodovd mnozina, pak K +y := K+ {y} je posunutim télesa K o vektor y.

Speciédlné plati K 4+ 0 = K.
(b) —K := (—1)K je reflexi (pfevracenim) télesa K podle pocatku.
(c) Prox,y € R"je [0,x] + [0, y] rovnobéznik s vrcholy 0, x,y, x + .
(d) Proe > 0jeeB" = {x | ||x|| < e} Eukleidovska koule o poloméru .
(e) K+eB"={z € R" | 3x € K, ||x — z|| < &} je (uzaviené) e-okoli télesa K € IC(R").

Pro vizualizaci Minkowského souétu je vyhodné si udédomit, ze

K+L=[J(K+y).
yeL

Minkowského soucet je zfejmé asociativni i komutativni. Distributivita vzhledem k ndsobeni skaldrem
vSak obecné plati pouze pro A > 0. Mnozina K(IR") vybaven4 operacemi z Definice[l.9|tak neni vekto-
rovym prostorem.

1.3 HAUSDORFFOVA METRIKA

Definice 1.12. Hausdorffova vzddlenost konvexnich téles K, L € K(R") je definovana jako
dy(K,L) =inf{e >0| K C L+e€B",L C K+e€eB"}.
Véta 1.13. (K(R"),dy) je tiplny metricky prostor.

Diikaz. To, Ze je dy metrika, bylo dokazano v KT. DokaZeme tedy tplnost. Bud’ (K ) libovolnd Cauchy-
ovskd posloupnost v £ (R"). UkdZeme, Ze mnozina

K:={xeR"|Ve>0,VN € N,3k > N,3x; € K : ||x — x¢|| < €}

vech hromadnych bodt vSech posloupnosti (xi) spliiujicich x; € Kj je limitou posloupnosti (Ky) v
K(R").

Ukézeme, Ze K je konvexni. Zvolme x,y € K,e > 0a N € IN. Z Cauchyovskosti (K ) plyne existence
Ny € N takového, ze dy(K;, K]-) < § proi,j > Np. Z definice K dale existuji k > max{N,Np} a
xp € Ki splitujici ||x — x¢|| < § a podobné I > max{N,No} ay; € K; spliujici ||y —y;|| < §. Protoze
dy (K, Kp) < §, existuje také z; € K spliiujici ||z — ;|| < 5. S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti pak
pro kazdé A € [0,1] dostdvame

[Ax + (1= Ay = (Axe+ (1= A)ze) | < Allx = xell + A=) (ly —will + lly = zl) <e.

Protoze Kj je konvexni, mdme Axy + (1 — A)zx € Kj. Pro libovolné € a N jsme tedy nasli k > N a
bod Axy + (1 — A)z, € Ky, jehoz vzdalenost od Ax + (1 — A)y je mensi nez €. Z definice K tedy plati
Ax+(1-A)y €K

ProtoZe je (Ki) Cauchyovska, existuje N € N takové, Zze d(K;, K;) < 1 proi,j > N. Specidlné
tedy K; C K; + B". Z definice K déle plati, ze K C K, + B" pro n&aké jo > N. Dohromady je tedy
K C K; 4+ 2B" omezena.

Déle dokazeme, ze R" \ K je oteviend mnozina. Bud’ x ¢ K. Pak existuji e > 0 a N € IN takové, ze
pro vdechna k > N a x; € K je ||x — x| > €. Tvrdime, ze B(x,5) := {y € R" | |[x —y| < §} C R"\ K.



Skute¢né, pokud by néjaké y € B(x, 5) zédroven spliiovalo y € K, pak by existovala! > N ay, € K
spltwjici ||y — y;|| < §, a dohromady bychom dostali
€ €
e<lx—yl < -yl +ly—ul < 5+5=¢

coz je spor. R" \ K je tedy oteviend a K uzaviena.

Zbyva dokazat dy(K;, K) — 0 pro i — oo. Zvolme libovolné € > 0. Podobné& jako vySe existuje
N € N takové¢, ze d(K;, K;) < 5 pro vSechna i,j > N. Specidlné tedy K; C K; + §B". Z definice K
dale plati, Zze K C Kj, + 5B" pro né&aké jo > N. Dohromady je tedy K C K; + €B" pro kazdé i > N.
Tvrdime, Ze pro dostate¢né velka i plati také K; C K + eB". Pokud by tomu tak nebylo, mohli bychom
zkonstruovat posloupnost bodt x;, € K, iy — oo, tak, ze x;, ¢ K+ €B". Z dlikazu omezenosti K vyse
plyne, Ze tato posloupnost je omezend, a ma proto hromadny bod, ktery podle definice K lezi v K. Z
konstrukce posloupnosti v8ak tento hromadny bod lezi ur¢ité mimo K + §B", coZ je spor. Dohromady
tedy mame dp(K;, K) < € pro vSechna dostate¢né velka i a dukaz je dokoncen. O

Véta 1.14 (Blaschkeho véta o vybéru). Kazdd omezend posloupnost konvexnich téles md konvergentni podpo-
sloupnost.

Diikaz. Bud’ (K;) C K(R") takova posloupnost a pfedpokladejme, ze Ky C Ky pro n&jaké Ky € C(R")
a kazdé k € IN. Protoze je Ky kompakini, miizeme ji pokryt kone¢nym poctem kouli o poloméru % V4
posloupnosti (Kj) miizeme vybrat podposloupnost (K1) takovou, Ze pro kazdou pokryvajici kouli B
plati bud’ BN K} # @ pro kazdé k, nebo BN K} = @ pro kazdé k. V&imnéme si, Ze pak pro viechna
k1 plati K} C K} 4+ B" a K] C K{ + B", dohromady tedy dy (K}, K}) < 1.V dal3f kroku pokryjeme
Ko koulemi o poloméru § a z (K}) analogicky vybereme posloupnost (K?) spltiujici dpy (K2, K?) < 1.
Obecné v m-tém kroku pokrytim koulemi o poloméru 2%,1 takto dostaneme posloupnost (K} )i s vlast-
nosti di (K", K") < 2'~™. Nyni uvaZujme diagondlni vybranou posloupnost (Klli) a ukdZeme, Ze je
Cauchyovska. Pro libovolné e > 0 vezméme N € IN splitujici 2~V < e. ProtoZe pro véechna i,j > N
jsou K;,K; specidlng také ¢leny posloupnosti (KY)y, opravdu plati d H(K:,K; ) < 217N < ¢, Podle Véty

m4 tedy posloupnost (KF), které je vybrand z posloupnosti (Ky), limitu v KC(R"). O

1.4 OPERNA FUNKCE

Definice 1.15. Opérnou funkci hx : R" — R konvexniho télesa K € IC(IR") definujeme jako

hg(x) :==sup(x,y), xeR"
yeK

Z kompaktnosti K je toto supremum ve skute¢nosti maximem. Snadno se ukdZe, Ze opérna funkce
ma nésledujici vlastnosti (viz. také KT):

(@) KCL = hg < hg;

(b) hgyar = hx + Ahp pro A > 0;

(c) pozitivné homogenni: hg (tx) = thg(x) prot > 0ax € R";
(d) subaditioni: hg(x +y) < hg(x) + hg(y) pro x,y € R™.

Pozitivné homogenni subaditivni funkce f : R” — IR se nazyva sublinedrni. Sublinedrni funkce jsou
ziejmé konvexni, tedy spliuji

fltx+(1—1t)y) <tf(x)+(1-1f(y), xyeR,te01].
Lemma 1.16. KaZdd konvexni funkce f : R" — IR je spojitd.
Diikaz. KT. O
Opérné funkce jsou tedy spojité. Ne kazdd spojitd funkce je opérnou funkci, pfesnéji ne kazda kon-
vexni funkce je opérnou funkci. Nicméné plati

Véta 1.17. Pro kaZdou sublinedrni funkci h : R" — R existuje prdvé jedno konvexni téleso K € IC(R") takové,
Ze hk =h.



Diikaz. Opét bylo dokézano v KT. Pfipomenime pouze, ze K = {y € R" | (x,y) < h(x),x € R"}. O

Diusledek 1.18. Bud'te K,L, M € K(R").
(a) hx = hy nastdvd prdvé tehdy, pokud K = L.
(b) Pokud K+ M = L + M, pak plati K = L.

Diikaz. (a) plyne ihned z Véty Pokud K+ M = L+ M, pak hx + hp = hp + hpy neboli hg = hy, a
(b) tak plyne z (a). O

Kazd4 afinni nadrovina v R" je tvaru Hy o := {x € R" | (x,u) = a} prongaké u € R"aa € Ra
ohrani¢uje dva (uzavtené) poloprostory H,f, := {x € R" | (x,u) > a} aH, , := {x € R" | (x,u) < a}.

Definice 1.19. Bud'te K € L(R") a x € dK. Afinni nadrovina H,, C R" se nazyva opérnou nadrovinou
ke K v bodé x, pokud x € Hy, 4 a zdroven plati bud’ K C H;[,,X, nebo K C H, ,.

Lemma 1.20. Bud' K € K(R"). V kaZdém bodé x € JK existuje (alespori jedna) opérnd nadrovina ke K.
Diikaz. KT. O

Poznamenejme na zavér, Ze diky pozitivni homogenité mtiZeme na opérnou funkci nahliZet jako
na funkci na jednotkové sféfe S"~! := {x € R"|||x|| = 1} = 9B". Opérn4 funkce ma pak nasledujici
jednoduchy geometricky vyznam: Pro u € S"~! je zfejme H, j(u) op€rnou nadrovinou ke K. Pokud je

Mo

0 € K, pak je tedy hg(u) rovno vzalenosti potatku od opérné nadroviny ke K s vng&jsim normélovym
vektorem u. Toto plati i pro télesa s 0 ¢ K, pfijmeme-li konvenci, Ze tato vzalonost je zapornd, pokud 0
a K lezi na opa¢nych strandch nadroviny.

1.5 POLYTOPY

Pfipometime z Definice Ze polytopem nazyvame konvexni téleso, které je konvexnim obalem ko-
neéné mnoha bodii v R”. MnozZinu vech polytopt v R"” budeme znacit P (R").

DileZitost polytopti tkvi v tom, Ze umoZnuji, jak uvidime, pfevést fadu konvexné-geometrickych
problémti na problémy diskrétniho charakteru, linedrné algebraické problémy ¢i kombinatorické tlohy.
Hlavnim d@ivodem, proc te toto mozné, je, Ze polytopti je v ndsledujicim smyslu , dostate¢né mnoho*:

Tvrzeni 1.21. Pro kazdé K € K(R") a kazdé € > 0 existuje P € P(IR") splitujici d (K, P) < e.

Rikdme, ze mnozina P(IR") C K(R") je hustd vzhledem k Hausdorffové topologii.
Diikaz. Pokryjme K systémem otevienych kouli B(x, 5), x € K. ProtoZe je K C R" kompaktni, existuje
kone¢né podpokryti B(x1,5),..., B(xm, 5). Polozme P := conv(xy,...,X,). Pak zftejmé plati K C P +
$B". Protoze zaroven plati P C K, dostavame tak dy (K, P) < 5. O
Lemma 1.22. Bud'te ¢ : R™ — R" linedrni zobrazeni a P = conv(xy,...,xyN) € P(R™) polytop. Pak je

®(P) = conv (®(x1),...,P(xn)) € P(R")

také polytop.
Diikaz. Jednoduché vyuziti linearity. O

Disledek 1.23. Pro P,Q € P(R") plati
(@) Px Qe P(R" x R");
(b) P+ Q € P(R").
Diikaz. Ptepokladejme, Ze P = conv(xy,...,xp) ay = conv(yy,...,yn). DokdZeme nejdiive (a). Ptes-
né&ji, dokdzeme, Ze P x Q je rovno
R:=conv ({(x;,y;) [1<i<M,1<j<N}).
Pro (x,y) € P x Qexistuji Ay, ..., App, H1, ..., uN > 0 takové, ze Y ; A; = Zj #j = 1. Protoze

(x,y) = (x,0) + (0,y) = Y Ai(xi, 0) + 3 pi(0,y7) = 3 Aipj (x5, 0) + (0,)) = D Ainj (xi, )
! ] L) L]



a protoze Ajpj > 0a Y ;i Au; = 1, mdme P x Q C R. Naopak pro }; ;0;j(x;,y;) € R, kdec;; > 0a
Y.ij0ij =1 polozme A; :=} ;05 a ;=)0 Pakplati A;, pj > 0a };; Aj = }; j = 1. Proto

Zaij(xiryj) = Zaij((xi/ 0 3/] Z/\ x;,0 +ZV] 0 y] (Z)\ xllz;”l]y]> ePx Q/
ij ij

atedy také R C P x Q.
(b) pak ihned plyne z (a) s vyuzitim Lemmatu pro®:R" x R" — R": (x,y) — x +y. O

Definice 1.24. Bud’ P € P(R") polytop a H C R" libovolna opérna nadrovina k P. Pak mnoZzinu P N H
nazveme sténou P. 0-dimenziondlni stény P se nazyvaji vrcholy.
Za sténu polytopu obvykle povazujeme i polytop samotny, pfipadné prazdnou mnoZzinu.
Lemma 1.25. Bud' P € P(R") polytop a V C P mnoZina jeho vrcholii. Pak plati
(@) P = conv(V).
(b) Pokud je H opérnd nadrovina k P, pak PN H = conv(V N H). Specidlné, kaZdd sténa P je sama polytopem.

Diikaz. KT. O

Definice 1.26. Triangularizaci polytopu P € P(IR") nazyvame rozklad P = |J"; A;, kde A; € P(R")
jsou simplexy dimenze dim P takové, Ze pro kazdé i # jje A; N A; bud’ praznd mnoZina, nebo simplex
dimenze mens$i nez dim P.

Véta 1.27. Pro kazdy polytop existuje jeho triangularizace.

Niznak ditkazu. Bud' P = conv{xy,...,xy} € P(R"). Bez tjmy na obecnosti mtzeme piedpoklddat
dim P = n. Jinak bychom postupovali stejn&, pouze bychom uvazovali P € P(RY™P), kde n&akou
volbou soufadnic ztotoznime aff(P) = R P,

UkéZeme nejprve, Ze pro vhodnou volbu parametrti ¢; € IR md polytop

Q :=conv ((x1,1),...,(xn,tN)) € P(R" X R)

néasledujici vlastnost: Kazda n-dimenziondlni sténa Q, jejiZ projekce na IR” ma rovnéZ dimenzi n, je sim-
plex. Bud’ tedy F C P takové sténa. Ziejmé muZeme predpokladat, ze F ma vrcholy (x1,t1),..., (xp, tm)
a zebody x1,...,x,41 € R" jsou affiné nezavislé. Protoze dim F = n, plati M > n + 1. Stacf ukézat, Ze
M = n 4+ 1. Pfedpokladejme tedy, Ze M > n + 2 a uvazujme nésledujici soustavu linearnich rovnic pro
(A, -eey Apgn) € RMH2:

n+2 n+2 n+2

Z Aixi =0, Z Ait; =0, Z A =0. @)
i=1 i=1 i=1

Pro matici této soustavy A € R("+2)%("+2) pak det A = ¥; ¢;t;, kde ¢; € R zévisi pouze na x1, ..., X, 12.

Protj =+ =ty41 =0atysr = ljenutné A, 4> = 0, a tudiz (1) nema Zadné netrividlni feSeni, protoze
podle predpokladu jsou body X1, .. an € R” affiné nezdvislé. Plati tedy det A # 0. Jinymi slovy,
linearni funkcional (t4,...,tN) — Z? { citi je netrivialni, a jeho jadrem je tedy néjakd nadrovina Hr C

RN.Prokazdét € RN\ H rje tedy stile det A # 0, coZ znamend, Ze (1) nemd netrividlni feSent, a vrcholy
(x1,t1), .-, (Xp42,tyusn) € F jsou tak afinné nezdvislé, coz je spor s dimF = n. Takto postupujeme
pro kazdou takovou sténu F C Q a protoze je stén kone¢ny pocet, dostaneme neprdzdnou mnozinu
vhodnych parametrt (p (RN \ Hp) = RN \ Ur Hr.

Pro kazdy bod x € int(P) protind afinni pfimka {(x,t) | t € R} hranici 0Q ve dvou bodech. Takto
rozdélime 0Q na ,spodni” a ,horni” polovinu. Hledanou triangularizaci pak dostaneme jako projekci
n-dimenziondlnich stén Q v libovolné poloviné 0Q na R".
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2 VALUACE NA KONVEXNICH TELESECH

2.1 DEFINICE A ZAKLADNI PRIKLADY

Definice 2.1. Zobrazeni ¢ : IC(R") — R se nazyva valuace, pokud pro vechna K, L € K(R") takov4,
ze KUL € K(R"), plati
P(KUL) +¢(KNL) = ¢(K) + o(L). @

Nékdy se misto vsech konvexnich téles uvazuji valuace na polytopech, na polytopech s vrcholy na

YN

miizce Z" C IR" & na konvexnich télesech (polytopech) obsahujicich poc¢atek. Naopak, jak uvidime v
nésledujici kapitole, 1ze nékteré valuace rozsifit na specialni nekonvexni mnoziny.

Velmi ¢asto se také uvazuji valuace (at’ uz na jakékoliv tfidé mnoZin) majici hodnoty v jiném pro-
storu neZ R, napfiklad v C, R", R"*" nebo K(RR") (v poslednim p¥ipadé mluvime o tzv. Minkowského
valuacich). Obecné mé definice (2) smysl pro ¢ zobrazujici do libovolné mnoziny vybavené néjakou
komutativni a asociativni bilinedrni operaci + (tedy tzv. Abelovské pologrupy).

My se vSak v tomto kurzu budeme zabyvat pouze valuacemi ve smyslu Definice tedy redlnymi
valuacemi na KC(IR"). I takovych valuaci je (v uréitém smyslu) ,pfili§ mnoho”, a tedy, pokud chceme
vyslovit néco smysluplného o prostoru ,vSech” valuaci, musime se omezit jen na specidlni (ale, jak
uvidime, pofad velmi bohatou) t¥idu valuaci spliiujicich nasledujici dvé p¥irozené vlastnosti.

Definice 2.2. Valuace ¢ : (R") — R se nazyva
(a) translacné invariantni, pokud pro kazdé K € K(R") a x € R" plati
¢(K+x) = ¢(K);
(b) spojitd, pokud pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 spliujici
du(K,L) <6 = |p(K) —¢(L)| <e.
Mnozinu vech transla¢né invariantnich spojitych valuaci na K(R") zna¢ime Val(R").

Mnozina Val(R") je zfejmé vektorovym prostorem se s¢itdnim a ndsobenim skaldrem definovanym
bodové, tedy pro kazdé ¢, € Val(R"), A € RaK € K£(R") mdme

(@ +9)(K) := ¢(K) + 9 (K),
(A9)(K) := A (K).
Pfiklad 2.3.

(a) Eulerova charakteristika x, definovand jako x(K) = 1, K € IC(IR") je prvkem Val(R"). Obecné kazda
konstantni valuace je zfejmé spojitd a transla¢né invariantni.

(b) Kazda Borelovskd mira na R"” ztiZend na K(R") je zfejmé valuace.

(c) Lebesguova mira A" = vol, je prvkem Val(R"), viz. TMI a KT.

(d) Povrch S(K) konvexniho télesa K € K(R") je prvkem Val(IR"), viz KT a §?? niZe.

(e) Bud’ 7 : R" — IR¥ ortogonélni projekce. Pak zobrazeni K — voli (1K) je prvkem Val(R").

(f) Funkce L(K) = |[KNZ"| potitajici potet bodtt m¥izky Z" obsazenych v K € K(R") je valuace, ktera
nenf ani spojitd, ani transla¢né invariantni.
Konvexni télesa na pfimce jsou ziejmé pravé uzaviené intervaly (eventuelné zdegenerované do

bodu), tedy K(R) = {[a,b] | a,b € R,a < b}, kde [a,a] = {a}. Je snadné popsat vSechny spojité

transla¢né invariantni valuace na této mnoziné.
Véta 2.4. Val(R) = LO{y, vol; }.

Diikaz. Uz vime, Ze x,vol; € Val(R), stadi tedy ukézat Val(R) C LO{y, vol; }. Vezméme si proto libo-
volnou valuaci ¢ € Val(RR) a polozme

c:=¢({0}) R,
d:=¢([0,1]) —c € R,
p:=¢—c-x—d-vol; € Val(R).



Ukazeme v nékolika krocich, Ze i je nulova valuace. Tim bude dokdzano, Ze ¢ lze psat jako linedrni
kombinaci x a voly. Zaprvé, pro kazdé x € R mame

p({x}) = 9({0}) = p({0}) — cx({0}) —dvol;({0}) =c—c—0=0,
kde jsme v prvnim kroku vyuzili transla¢ni invariance ¢. Zadruhé,
P([0,1]) = ¢(]0,1]) — cx([0,1]) —dvol1([0,1]) =d+c—c—d =0.

Zatteti, protoZze je ¢ valuace, pro kazdé N € IN mame

- w 0 N—u <[N—1,N1> —p({N-1})

— ([0, N = 1)) + $([0,1])

=([0,N —1]),
kde jsme opét vyuzili transla¢ni invariance. Indukci pak snadno dostaneme

¥([0,N]) = 9([0,1]) = 0.

Podobné pro kazdé M, N € IN mame

0 = ([0, N]) = ([0, N]) + ([, 2]) + - - + ([ YN, N]) = My([0, M),

a tedy ¢([0,9]) = 0 pro kazdé g € Q,q > 0. Kone¢né, pro kazdé x € R, x > 0 existuje posloupnost
pozitivnich raciondlnich &isel g, — x. Pak z¥ejmé plati dy ([0, g4, [0, x]) — 0 a ze spojitosti i dostdvame

$((0,]) = lim 9((0,q.]) = lim0 =,

coz spolu s transla¢ni invarianci implikuje ¢([a, b]) = 0 pro kazdd a < b. 0O

2.2  PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE
Pokud je ¢ : (R") — R valuace a K, L € K(IR") konvexni télesa takova, ze KU L € IC(R"), plati
P(KUL) = ¢(K) +¢(L) —p(KNL).

Mame-li K1, Ky, K3 € C(R") splitujici K3 U Ky, Ky U K3, K3 U Ky, K3 UKy UK3 € (IR"), pak dostaneme
$(K1 UKy UK3) = ( K1 UK;) UK3)

P(K1 UKy) +¢(Ks) — (K1 UK2) NKs3)

¢(K1 UKa) +¢(K3) — ¢((K1 NK3) U (K2 NK3))
= 4’(K1) +¢(K2) + ¢(K3) — p(K1 N Kp) — ¢(K1 NKz) — (K2 NK3) + ¢(Ky N K2 N K3).
Tyto formule se snadno zobecni indukci pro libovolny pocet konvexnich téles:

Tvrzeni 2.5 (Princip inkluze a exkluze). Bud'te ¢ : K(R") — R valuace a Ky, ..., K; € K(R") konvexni
télesa, jejichz libovolné sjednocent je opét konvexnim télesem. Pak plati

Pk U---UK) = Y(-1)p( N K, ®)

I iel
kde s¢itdme pres vSechny neprazdné podmnoZiny I C {1,...,1}.

Vsimnéme si, Ze pravd strana (3) mé smysl pro libovolnd konvexni télesa K, ...,K; € K(R"), at
jsou jejich sjednoceni konvexni nebo ne. Princip inkluze a exkluze tedy naznacuje, jakym zplisobem by
se valuace ¢ mohla dat rozsifit na kone¢na sjednoceni konvexnich téles. Problémem vsak je, Ze takova
sjednoceni mtizeme zfejmé reprezentovat vice zptisoby. Nésledujici véta ukazuje, Ze pokud je ¢ spojita,
nezavisi prava strana (3) na této reprezentaci.

Mnozinu v8ech kone¢nych sjednoceni konvexnich téles budeme znacit ¢/ /C(R"). Tato mnoZina se
nékdy nazyva konvexni okruh (z némeckého pojmu , Konvexring” zavedeného H. Hadwigerem).

Pro libovolnou podmnozinu X C R" uvazujme ddle jeji charakteristickou funkci 1x : R” — {0,1}

definovanou jako
1, xeX,
1 =
x(%) {0, x ¢ X.



Vsimnéme si, Ze pro X, Y C R” plati 1xyy + 1xny = 1x + 1y.

Lemma 2.6. Pro kazdi Ky,...,K; € K(R") a aq,...,0; € R splitujici 25:1 ailx, = 0 a kaZdou valuaci
¢ € Val(R") plati Y} _; a;p(K;) = 0.

Diikaz. Budeme postupovat indukci na n. Pro n = 0 je tvrzeni trividlni, pfepoklddejme tedy, Ze plati v

dimenzin —1 > 0. Pfedpokladejme déle, Ze pronéjakd Ky, ... K; € IL(R"), aq,...,4; € Ra¢ € Val(R")
plati

l
Z ailKi =0, (4)
i=1

I
Y aip(K;) =1 ©)
i=1

a zel € N je nejmensi moZné (specidlné tedy, Ze a; # 0 pro kazdé i). UkdZeme, Ze tento pfedpoklad
vede ke sporu.
Bud' H C R" ngjaké afinni nadrovina spliiujici K; C int H'. ProtoZe je ¢ valuace, z (5) plyne
[ !

l
Y aip(KiNH')+ ) aip(KiNH™) — ) aip(K;NH) = 1. (6)
i=1 i=1 i=1

Vynéasobime-li (4) funkci 15—, dostaneme s vyuZitim K1 N H™ = @

l l

0=) algrn- = Y ailgon-
i=1 i—2

Z toho plyne, Ze druha suma v (6) je nulova, tedy 2521 wp(KiNH™) = 2522 a;p(K; N H™) = 0, jinak
bychom vhodnym pfeskdlovanim parametrd a; dostali spor s minimalitou [. Vynasobenim (4) funkci
1y dostaneme podobné 0 = 25':1 a;1g,nH, coZ dle indukéiho predpokladu implikuje Zle a;p(K; N H).
Celkem se tedy (6) zredukuje na

l
Z a;p(K; N H+) =1
i=1
Zvolme déle posloupnost afinnich nadrovin H; C R” takovych, Ze K; C int H;r aKi =0 Hl+
Iteraci argumentu z pfedchoziho odstavce dostaneme pro kazdé g € IN

l
Y wp(KiNH N---NH) =1
i=1
ProtoZe je valuace ¢ spojitd, limitnim pfechodem g — oo pak dostaneme

1
Y aip(KiNkKy) = 1.
i=1

Stejny postup pak mtizeme opakovat i pro ostatni télesa Ky, ..., K;. Takto dostaneme
l
Y wip(Kyn---NKy) =1.
i=1

To je vSak ve sporu s rovnici Zle ailg,n...nx, = 0, kterou dostaneme vynasobenim @) funkei 1 KiN--NK,
a kterd ika, zebud’ ) ;a; = 0,nebo K1 N---NK; = Q.

Lemma 2.7. Pro konecnou neprdzdnou mnoZinu L plati

Yo (=K = (—pylei @)

JUK=L
kde scitdme ptes vSechny neprdzdné podmnoZiny |, K C L takové, Ze ] UK = L.

Diikaz. Budeme pfedpokladat, ze L = {1,...,1}, a dokdZeme tvrzeni indukcina! € IN. Pro ! = 1 mame
nutné | = K = L = {1} a (7) plati. Pfedpokladejme tedy I > 1 a platnost (7) pro I — 1. Uvazujme
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nejprve tu &ast sumy (7), pro kterou plati | = {I}. Potom nutné K = {1,...,/} neboK = {1,...,1 — 1}.
Pfislusna ¢ast sumy je tedy rovna

(_1)1+l + (_1)1+171 —0.
To samé plati pro ¢ast sumy spliujici K = {I}. Po zbytek dtikazu oznaéme J' := ] \ {I} a podobné pro
K’ a L'. Podle indukéniho pfedpokladu je ¢ast sumy odpovidajici/ ¢ Ja {I} C Krovna
Z (71)UI+|K’|+1 _ 7(71)\L’\+1 _ (71)l+1
JUK'=L/
To samé plati pro &ast sumy odpovidajici I ¢ K a {I} C ]. Zbyva tedy uvazovat sumandy spliujici
J,K 2 {I}. Ty se, opét podle indukéniho pfedpokladu, se¢tou na
Y (SRR = (L) + 1= (1)
I/UK/:L/

Se¢tenim véech 5 &asti sumy Y x—p (—1) II+IKI dostaneme (—1)/*1. O

Véta 2.8 (Groemer). Pro kazdou valuaci ¢ € Val(R") existuje pravé jedno zobrazeni ¢ : UK(R") — R
takové, Ze pro kazdd Ky, ..., K; € K(R") plati

P(KyU---UK)) =Y (=1 (ﬂK) ®)
I i€l
Specidlné tedy plati ¢|i(gny = ¢. Toto zobrazent je navic valuace, tedy pro kazdé X,Y € UK(R") plati

PXUY) +p(XNY) = ¢(X) +(Y). ©)

Diikaz. Pro dukaz prvni ¢asti stadi ukézat, Ze ¢ je predpisem (8) dobfe definované. Jednoznacnost je
pak zfejma. Uvazujme tedy Ky,...,Kj, Ly,..., Ly takova, ze X := |J; K; = Uj L]-. Protoze X¢ = N); K¢
plati

(1-1x) =1 - 1)

i

Odtud snadno plyne
Ix = Z (_1)‘I‘+1H1Ki = Z (_l)‘l‘+11ni61Ki
I1c{1,...1} iel I1c{1,...1}
Stejné dostaneme
— +1
k=Y (i Tryer Ly
Jc{1,...m}
a dohromady tak mame
Z (_1)‘I‘+1lmielKi - Z (_1)|]|+llﬂje]Lj =0.
I1c{1,..,1} Jjc{1,...m}

Dle Lemmatu 2.6 pak plati
Z m+1 (ﬂK) Z |]|+1 (ﬂL)
Ic{1,..1} icl Jc{1,..m }
Pro dukaz (O) uvazujme X = U!_;K;a Y = iLyLjaprol C {1,...1}a] C {1,...,m} oznatme
Ki =NierKia Ly =Nje L. Indukci na m € N dokazeme
p(xny) =Y (-1 Vgk;NLy). (10)
L]
Odtud jiz (9) snadno plyne, protoZe podle definice (§) mdme
P(XUY)=¢p(K3U-- UK UL U---ULy)
_Z \IHl KI _|_Z UHl(P(L])+Z(—1)“HU|+1¢(K1QL1)
L]

= F(X) + (V) - (-1 >W+UI¢<KmL,>.
L]
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PoloZme tedy m = 1. Potom
1

gxnY) =¢( UKnL)) = LDk nLy) = Y=gk nLy),

i=1 I L
protoze sumace napravo je zfejmeé netrividlni pouze pro | = {1},a tedy plati. Pfedpokladejme nyni
m > 1 a platnost (I0) pro m — 1. Potom s vyuzitim

XNY=(KyU---UK)N(LyU---ULy)
= ((KjU---UK)N(LyU---ULy_1)) U ((KyU---UK;) N Ly)

! I m-1
i=1 i=1 j=1
dostaneme
XY = Y (-D)IMeKiN L)+ )3 DK (N (ki)
Ic{L,..1} K {1l % {1,.m—1 } (i,j)ek
+ Y (=l y (_1)\K|+1¢(K10me N (KlﬂL])>
Ic{L,..1} K {1y x {1, m—1} ()€K
I m—-1
- v (_1)|1|+14,(1<mLm)+$(U U (Kl-ij))
I1c{1,..1} i=1 j=1
I m—1

+ Z 1)“@( U U (KmmeKimL]-)).

Ic{1,.. i=1 j=1

Druhy a tfeti ¢len mizeme nyni upravit podle indukéniho predpokladu a na tfeti ¢len déle pouzit
Lemmal[2.7] &imZ dostaneme

pxnY)= Y (DN Ly)+ Y (—)HgknLy)
Ic{1,...1} Ic{1,...1}
Jc{1,...m—1}
+ Y (- N Ly NKaNLy)
LAC{1,..,1}

Jc{1,.,m—1}
= Y )HexinL,y+ Y (nllek nLy)
Ic{1,...1} Ic{1,..1}
Jc{1,...m—1}
+ Y Y (—)HA(K N L)
Bc{1,..,1} IUA=B
Jc{1,.,m—1}
= Y vHexinL,y+ Y (nlllek nLy)
Ic{1,...1} Ic{1,..1}
Jc{1,...m—1}
+ Y (DI A L)
Ic{1,..1}
Jc{1,.,m—1}
= Y (0einLy)
Ic{1,..1}
Jc{1,...m}

Ve skute¢nosti 1ze spojité valuace rozsifit jesté déle, a sice na mnoZinu
BEK(R"):={X\Y|X,YeUKLR"),Y C X}.
Disledek 2.9. Pro kazdou valuaci ¢ € Val(R") existuje pravé jedno zobrazeni ¢ : BIC(R") — R takové, Ze
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pro kazdé X,Y € UK(R"), Y C X plati
P(X\Y) =p(X) — (Y).

Diikaz. Uvazujme libovolné mnoziny X;,Y; € UK(R"),i = 1,2, splijici Y; C X;a X3\ Y1 = Xo \ Ya.
Opét staci ukazat, ze
P(X1) — (Y1) = p(X2) — p(Y2).
Snadno se v8ak ukéze, zZe
X1NY,=XNY; a XjuY, =XUYy,
a odtud s vyuzitim (@) ihned plyne

P(X1) +o(Y2) = ¢(X1UY2) +p(X1 NY2) = p(Xa U Y1) + (X2 N Y1) = p(X2) + p(V1).

Pro jednoduchost budeme znatit ¢ = ¢ = ¢.

LITERATURA

[1] S. Alesker, Introduction to the Theory of Valuations, American Mathematical Soc., 2018.

[2] P. Gruber, Convex and Discrete Geometry, Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 2007.

[3] D. A. Klain and G. C. Rota, Introduction to Geometric Probability, Cambridge University Press, 1997.
[4] R. Schneider, Convex Bodies: The Brunn—Minkowski Theory, Cambridge University Press, 2014.

13



	Základy konvexní geometrie
	Konvexní množiny
	Konvexní tělesa
	Hausdorffova metrika
	Opěrná funkce
	Polytopy

	Valuace na konvexních tělesech
	Definice a základní příklady
	Princip inkluze a exkluze


