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Co bylo: Algoritmus 21

Data: f, g € Z[x] primitivni polynomy
Result: NSDy;,4(f, g)

1 d := NSDz(lc(f), Ic(g));

p := nejmensi prvolislo > 2d - LM(f, g);

N

3 h:=NSDgz_(f%p, g%p), aby Ic(h) = d%p;
4 h:=pp(h);

5 if h|f,g then

6 ‘ return h;

7 else

8 ‘ zvol vétsi prvodislo p, jdi na 3;

9 end
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Co bylo: Algoritmus 21

Data: f, g € Z[x] primitivni polynomy
Result: NSDy;,4(f, g)

1 d := NSDz(lc(f), Ic(g));

2 p := nejmensdi prvoiislo > 2d - LM(f, g);

3 h:=NSDgz_(f%p, g%p), aby Ic(h) = d%p;
4 h:=pp(h);

5 if h|f,g then

6 ‘ return h;

7 else

8 ‘ zvol vétsi prvodislo p, jdi na 3;

9 end

@ Algoritmus funguje, ale neni snadné ukazat &asovou sloZitost
@ Je to nepraktické, protoZe naSe prvolislo bude hodné velké

@ Vylepseni: Misto jednoho p budeme poditat modulo nékolik malych p;
chceme soutit > 2d - LM(f, g)
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Algoritmus 22

Data: f, g € Z[x] primitivni polynomy
Result: NSDZ[X](f7 g)
1 d := NSDz(le(f), lc(g));

p = nejmensi dosud nepouZité pouZitelné prvotislo;
3 h:= NSDZP[X](f%p,g%p), ze Ic(h) = d%p;
4 if degh =0; // Stupeni NSD je <0
5 then
6 | retunl;
7 end
8 H:=h P:=p; // H je odhad NSD, po&itame modulo P
9 while P < 2d - LM(f, g) do
10 p := nejmensi dosud nepouZité pouZitelné prvolislo; // Pozorovani: P,p jsou nesoud&lna
1 h:= NSDZp[x](f%Pv g%p), ze Ic(h) = d%p;
12 if degh < deg H; // Vsechna pfedchozi prvotisla byla smolna
13 then
14 jdi na 4
15 end
16 if deg h = deg H; // Zkombinujeme h, H do odhadu modulo P - p
17 then
18 Spotti H’, aby H' = H (mod P)a H' = h (mod p); // Hodi se Garneruv algoritmus pro CZV
19 H:=H' P:=P.p; // Pro nové H, P plati: H je NSDZP[X](f%P,g%P), Ic(H) = d (mod P)
20 end
21 end
2 h:= pp(H);
23 if h|f, g then
| return b
25 else
% | jdina2;
27 end
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CZV pro koeficienty polynomd

Lemma

Necht p, P € Z jsou nesoudélnd. Necht f € Z[x] h, r € Zp[x],
H,R € Zp|x], H" € Zpp[x] jsou takovd, Ze p, P [lc(H') a

H=H%P f%P = HR
h=H%p f%p = hr

Potom H'|f%(Pp).
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dvojice koeficientll R;, r;.
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CZV pro koeficienty polynomd

Lemma

Necht p, P € Z jsou nesoudélnd. Necht f € Z[x] h, r € Zp[x],
H,R € Zp|x], H" € Zpp[x] jsou takovd, Ze p, P [lc(H') a

H=H%P f%P = HR
h=H%p f%p = hr

Potom H'|f%(Pp).

o CZV nam dévé isomorfismus okruhii Zp x Z, a Zpp; pouZijeme ji na
dvojice koeficientll R;, r;.

o Dostaneme polynom R’ € Zpp[x], 2e R"%p =r, R"%P =H
@ Ze vzoretku pro nasobeni polynomi a ismomorfismu H'R' = f

@ Pozorovéni: deg h = deg H' = deg H, proto Algoritmus 22 porovnavd
stupné
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Spravnost Algoritmu 2
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Spravnost Algoritmu 22

o Pokud na ¥adku 4 vritime 1, bylo to proto, Ze NSDyz, 4(f,g) md
stupefi 0 pro p pouzitelné, tedy NSDy(f, g) je konstantni
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Spravnost Algoritmu 22

o Pokud na ¥adku 4 vritime 1, bylo to proto, Ze NSDyz, 4(f,g) md
stupefi 0 pro p pouzitelné, tedy NSDy(f, g) je konstantni

@ Pokud na ¥adku 8 zvolené P je vé&tsi nez 2d - LM(f, g), je to jako
Algoritmus 21

@ Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

@ Pozor: Zp neni obor integrity
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Spravnost Algoritmu 22

@ Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

o Diikaz indukci: d (mod Pp) je unikani ¥e$eni CZV tilohy d%p = d%p
a d%P = d%P
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Spravnost Algoritmu 22

Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

o Dukaz indukci: d (mod Pp) je unikani fedeni CZV dlohy d%p = d%p
a d%P = d%P

H'|f, g podle lemmatu o slajd d¥iv

Pokud Q|f, g a lc(Q) = d, tak Q%p|f%p, tedy

deg(Q%p) = deg(Q) < degh

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 22. kvétna 2020 6/16



Spravnost Algoritmu 22

Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

o Dukaz indukci: d (mod Pp) je unikani fedeni CZV dlohy d%p = d%p
a d%P = d%P

H'|f, g podle lemmatu o slajd d¥iv

Pokud Q|f, g a lc(Q) = d, tak Q%p|f%p, tedy

deg(Q%p) = deg(Q) < degh

AZ while cyklus skon&i: H|f, g a potitdme modulo P > 2d - ML(f, g),
tedy se Ize vratit do Z[x]

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 22. kvétna 2020 6/16



Spravnost Algoritmu 22

@ Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

o Dukaz indukci: d (mod Pp) je unikani fedeni CZV dlohy d%p = d%p
a d%P = d%P

e H'|f, g podle lemmatu o slajd dFiv

e Pokud Q|f,g a lc(Q) = d, tak Q%p|f%p, tedy
deg(Q%p) = deg(Q) < degh

e AZ while cyklus skonti: H|f, g a po&itdme modulo P > 2d - ML(f, g),
tedy se Ize vratit do Z[x]

@ Na konci opét trik s primitivni &asti

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 22. kvétna 2020 6/16



Spravnost Algoritmu 22

@ Invariant pro while cyklus: H je polynom nejvétsiho stupné mezi
dé&liteli f, g modulo P, Ze Ic(H) = d (mod P)

o Dukaz indukci: d (mod Pp) je unikani fedeni CZV dlohy d%p = d%p
a d%P = d%P

e H'|f, g podle lemmatu o slajd dFiv

e Pokud Q|f,g a lc(Q) = d, tak Q%p|f%p, tedy
deg(Q%p) = deg(Q) < degh

e AZ while cyklus skonti: H|f, g a po&itdme modulo P > 2d - ML(f, g),
tedy se Ize vratit do Z[x]

@ Na konci opét trik s primitivni &asti

@ Jako v Alg 21 testujeme, zda v8echna prvodisla nebyla smolna a
stupent H moc velky
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Priklad
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Priklad

o f=x3—x2+x-1g=x3+2x>—x—2, LM(f,g) = 16
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Priklad
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Priklad

o f=x3—x2+x-1g=x3+2x>—x—2, LM(f,g) = 16
e d=1
o p:=2
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Priklad

o f=x3—x2+x-1g=x3+2x>—x—2, LM(f,g) = 16
ed:=1

o p:=2

o hi=x>+1, H:=x*+1, P:=2
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Priklad
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Priklad

o f=x3-x2+x-1,g=x3+2x2—x -2, LM(f,g) = 16
e d:=1

o p:=2

e hi=x>+1, Hi=x>+1, P:=2

e p:=3 h=x-1

o deg h < deg H, tedy 2 bylo smolné
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Priklad
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Priklad
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Priklad

o f=x3—x2+x-1g=x3+2x>—x—2, LM(f,g) = 16

e d:=1

o p:=2

o hi=x*+1,Hi=x>+1,P:=2
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Priklad

o f=x3—x2+x-1g=x3+2x>—x—2, LM(f,g) = 16

e d:=1

o p:=2

o hi=x*+1,Hi=x>+1,P:=2
e p:=3 h=x-1

o deg h < deg H, tedy 2 bylo smolné
e H=x—-1,P:=3

e p:i=5h=x>+x-2

@ deg h > deg H, volime nové p

e p:=7,h=x-1
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Priklad

f=x-x>+x—-1,g=x>+2x>—x—2, LM(f,g) =16

d:=1
p:=2

hi=x?+1, H:=x>+1, P:=2
p:=3 h=x-1

deg h < deg H, tedy 2 bylo smolné
H=x-1,P:=3

p:=5 hi=x*4x—2
deg h > deg H, volime nové p
p=7h=x-1
H=x-1,P=3-7=21
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P¥iklad dokon&eny

o H=x-1,P=3-7=21
e 2d - LM(f,g) =232
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P¥iklad dokon&eny

o H=x-1,P=3-7=21
e 2d - LM(f,g) =232
e p=11, h=x-1
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P¥iklad dokon&eny

H=x-1,P=3.7=21

2d - LM(f,g) =32

p=11, h=x-1
H=x-1,P=11-21=221 > 32
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P¥iklad dokon&eny

H=x-1,P=3-7=21

2d - LM(f,g) =32

p=11, h=x-1

H=x-1,P=11-21=221 > 32

Vsimnéme si, Ze jsem mohli skond&it d¥iv, kdybychom méli odvahu
otestovat H pro P =21
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P¥iklad dokon&eny

H=x-1,P=3-7=21

2d - LM(f,g) =32

p=11, h=x-1

H=x-1,P=11-21=221 > 32

Vsimnéme si, Ze jsem mohli skond&it d¥iv, kdybychom méli odvahu
otestovat H pro P =21

MoZn3 heuristika: Pokud H = H’, tak testuj, zda pp(H)|f, g a pokud
ano vrat pp(H)

ProtoZe deg H > deg NSDz[x](f, g), tak to neovlivni korektnost

o Ale dé&leni polynomi je drahé, tak to nechcem zkouSet bezhlavé
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SloZitost Algoritmu 22 (velmi zhruba)
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SloZitost Algoritmu 22 (velmi zhruba)

@ Znatme n = degf > degg (bdno)

o Lze dokazat slozitost O(n3(log n+ /)2, kde | = max(mc(f), mc(g)
o My nazna&ime sloZitost O(n?log?(n)) pro / malé

Pro jednoduchost ptedpokladame, Ze smolna prvoéisla jsou vzacna
Odhadneme LM(f, g) = O(2"/n)

P roste vic nez exponencialng, tedy while cyklus prob&hne zhruba
O(log,(LM(f, g)) = O(n)-krat
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NSD v R[x,y] (orienta&ng&)

Reprezentujeme R[x,y] jako (R[y])[x]

Stupefi je stupefi v x

Koeficienty (v&. vedouciho &lenu) jsou polynomy v y
Moduldrni metoda tu vitézi nad pseudodé&lenim
Potitdme modulo polynom z R[x]

Mala prvodisla <» malé ireducibilni polynomy y — «
Vzpomeiime si f(x,y)%(y — o) = f(x, @)

Priklad: (x + x2y + y2)%(y — 7) = x + 7x? + 49

CZV bude vé&ta o interpolaci polynomu
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Priklad

o f=y+(1-y)x—y=(v+1)(x~y)
g=yC+1+y)x+y=(v+1)(x+y)

Stupeit f,g v y (bacha!) je 2, tedy po&itdme modulo
y—on,y—ay—a3

Volme a3 = 1, NSD(x®> — 1,x® +2x + 1) = x + 1

Volme ap = 2, NSD(2x% — 3x — 2,2x% + 5x + 1) = 2x + 1
Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x? +10x +3) =3x + 1
Ted to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + co(y), kde co, a1
jsou nejvy$ kvadratické

o o(l)=a(2)=c(3) =1

(] Cl(].) = ]., C1(2) = 2, C1(3) =3

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 22. kvétna 2020 11/16



Priklad

o f=yl+(1-y)x—y=(y+1)(x—y)
g=y+(1+y)x+y=(y+1)(x+y)

Stupeit f,g v y (bacha!) je 2, tedy po&itdme modulo

y -0,y —a2,y —Qa3

Volme a3 = 1, NSD(x®> — 1,x® +2x + 1) = x + 1

Volme ap = 2, NSD(2x% — 3x — 2,2x% + 5x + 1) = 2x + 1
Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x? +10x +3) =3x + 1

Ted to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + co(y), kde co, a1
jsou nejvy$ kvadratické

o o(l)=a(2)=c(3) =1
o Cl(].) = ]., C1(2) = 2, C1(3) =3
o Je vidét ¥eSeni xy + 1

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 22. kvétna 2020 11/16



Priklad

o f=yl+(1-y)x—y=(y+1)(x—y)
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y -0,y —a2,y —Qa3

Volme a3 = 1, NSD(x®> — 1,x® +2x + 1) = x + 1

Volme ap = 2, NSD(2x% — 3x — 2,2x% + 5x + 1) = 2x + 1
Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x? +10x +3) =3x + 1

Ted to chceme zkombinovat do polynomu c1(y)x + co(y), kde co, a1
jsou nejvy$ kvadratické

Co(].) = C0(2) == C0(3) =1
Cl(].) = ]., C1(2) = 2, C1(3) =3
Je vidét FeSeni xy + 1

Polynom y — 0 by byl nepouzitelny: Dé&li vedouci &leny f i g
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deg NSDR[X,y](f7g)(X7 CE) = deg NSDR[X](f(Xa Oé),g(X, CY))

@ Pouzitelnd hodnota je smolnda, pokud

deg NSDR[x,y](fag)(Xa CV) < deg NSDR[X](f(Xa Oé),g(X, Ck))

@ Smolnych hodnot je jen kone¢n& mnoho (ditkaz vynechdme)
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@ Toto je analogie Landau-Mignottovy meze a je snadna

@ Smolné hodnoty daji vysoké stupné v x, tedy se daji snadno otestovat
(obzvldst, pokud zndme aspoii jednu $tastnou hodnotu)
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Kolik potfebujeme $tastnych hodnot?

At nejvy&si stupefi f,g v y je k

Protoze chceme interpolovat koeficienty — polynomy v R[y], tak
potfebujeme k + 1 $tastnych hodnot

Toto je analogie Landau-Mignottovy meze a je snadnd

Smolné hodnoty daji vysoké stupn& v x, tedy se daji snadno otestovat
(obzvldst, pokud zndme aspoii jednu $tastnou hodnotu)

Co se naopak oproti Z[x] zhor3i je problém vedouciho koeficientu
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Problém v pfikladu

o f=y+(1-y*)x—y=(y+1)(x~y)

o g =y +(1+y*)x+y=(xy+1)(x+y)

o Volme ag =1, NSD(x®> = 1,x® +2x + 1) = x + 1

e Volme ap = 2, NSD(2x? — 3x —2,2x% + 5x + 1) = —2x — 1
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Problém v pfikladu

f=yl+(1=y)x—y=(y+1)(x—y)
g=y+(1+y)x+y=(xy+1)(x+y)

Volme a3 = 1, NSD(x®> — 1,x®2 +2x + 1) = x + 1

Volme ap = 2, NSD(2x? — 3x — 2,2x% + 5x + 1) = —2x — 1
Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x? + 10x +3) =3x + 1
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Problém v pfikladu

f=y+ 1=y )x—y=0y+1)(x—y)
g=yC+1+y)x+y=(xy+1)(x+y)

Volme a3 = 1, NSD(x®> — 1,x®2 +2x + 1) = x + 1

Volme ap = 2, NSD(2x? — 3x — 2,2x% + 5x + 1) = —2x — 1
Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x? + 10x +3) =3x + 1
Ted to chceme zkombinovat do polynomu ci(y)x + co(y)
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o f=y+(1—y*)x—y=(xy+1)(x—y)

0o g =y + (1 +y)x+y=(y+1)(x+y)

o Volme ag =1, NSD(x®> = 1,x® +2x + 1) = x + 1
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Problém v pfikladu

o f=y+(1—y*)x—y=(xy+1)(x—y)

0o g =y + (1 +y)x+y=(y+1)(x+y)

o Volme ag =1, NSD(x®> = 1,x® +2x + 1) = x + 1

e Volme ap = 2, NSD(2x? — 3x —2,2x% + 5x + 1) = —2x — 1

e Volme a3 = 3, NSD(3x? — 8x — 3,3x?> +10x +3) =3x + 1

@ Ted to chceme zkombinovat do polynomu ci(y)x + co(y)

o ,Regeni" (4y? — 15y + 12)x + (2y%> — 8y +7)

o Uff...

e Pro spravny vypolet v Z[x, y] musime védét, jak volit +; mame 2k+1
moznosti
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Co lze dokazat

e Moduldrni algoritmus v Z[x, y] |ze zformulovat tak, aby mél sloZitost
O(n®(log n + 1)?), kde I je maximalni koeficient f, g
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Co lze dokazat

e Moduldrni algoritmus v Z[x, y] |ze zformulovat tak, aby mél sloZitost
O(n®(log n + 1)?), kde I je maximalni koeficient f, g

@ Pro vice proménnych mame stédle polynomidlni algoritmus, ale
exponenty v odhadu sloZitosti rostou
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Hlavni poudeni

@ Na detailech implementace zalezi
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@ Fourierova transformace je skvéla
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Hlavni poudeni

@ Na detailech implementace zalezi
@ P¥imod&ary postup nemusi byt ten nejrychlejsi
@ Fourierova transformace je skvéla
°

Teoretické vhledy (nap¥. CZV) nam daji lep¥i algoritmy
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Hlavni poudeni

Na detailech implementace zalezi
P¥imocary postup nemusi byt ten nejrychlejsi
Fourierova transformace je skvéld

Teoretické vhledy (nap¥. CZV) nam daji lep¥i algoritmy

Metoda rozd&l a panuj se hodi (i pro analyzu algoritmu)
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Hlavni poudeni

Na detailech implementace zalezi

P¥imocary postup nemusi byt ten nejrychlejsi
Fourierova transformace je skvéld

Teoretické vhledy (nap¥. CZV) nam daji lep¥i algoritmy

Metoda rozd&l a panuj se hodi (i pro analyzu algoritmu)

Zplsob posuzovani algoritmu zaleZi na situaci (nap¥. dv& metody pro
potitani sloZitosti pro polynomy)
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Hlavni poudeni

Na detailech implementace zalezi

P¥imocary postup nemusi byt ten nejrychlejsi
Fourierova transformace je skvéld

Teoretické vhledy (nap¥. CZV) nam daji lep¥i algoritmy

Metoda rozd&l a panuj se hodi (i pro analyzu algoritmu)

Zplsob posuzovani algoritmu zaleZi na situaci (nap¥. dv& metody pro
potitani sloZitosti pro polynomy)

@ Pokud vdm to nestadilo, je tu Pocitatova algebra 2
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