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Opakovani: Které stupné se objevi v Euklidovi?

Bud Q té&leso, f,g € Q[x] nekonstantni. Budte 0 < k < n < m, kde
deg f = n, deg g = m. Pak se k neobjevi v posloupnosti stupriii Euklidova
algoritmu pro f, g, pravé kdyZ existuji nenulové polynomy u, v, Ze

degu<m—k
degv < n—k
deg(uf +vg) < k

e Naptiklad pro f = x3 +3x + 1, g = x> + 3 umime vyloutit jednitku
@ Volmeu=1v=—x;jen=3, m=2

o degu<2—1,degv<3—1

o P¥itom fu+ gv =1 ma stupefi 0 < 1
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Kde je rezultant?

@ Podminka

degu<m—k-1
degv <n—k—-1
deguf +vg < k-1

se da zformulovat jako soustava linedrnich rovnic pro m+ n — 2k
proménnych Um, j_1,..., U0y Va—k—1,---, V0

@ Posledni nerovnost napiSeme jako m + n — 2k rovnosti pro nulové
koeficienty

e Matice soustavy je podmatice M(f,g)"
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Sylveterova matice

£, 0 0 0 g 0 0 .. 0

fn—l f,, 0 0 m—1 Em 0 e 0

faco fo1 1o 0 8m—2 8m-1 8m

. fo i £ 0
M(f.e) =| o £ 4

0 0 fo & & & .- &1
0 0 e 0 80 8 ... 8n-2
0o 0 0 .. f 0O 0 0 .. g

Zahodime: prvnich a poslednich k ¥adk{ a sloupce &islo 1 a2 ka m+ 1 az
m+ k
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Matice pro rozhodovani k € {ny,n, ... ny}

f, 0 ... 0 g 0 ... 0
fn—l f,, e 0 8m—1 m . 0
fn72 fnfl ce 0 8m-2 8m-1 ... 0
Mk(f)g)T = : .
fa gm
fok—mi1 Pk-m - fx Bk—nt1 8B2k-n 8k

e Jeto (m+ n—2k) x (m+ n— 2k) &tvercovd matice

@ ReSeni soustavy jsou pravé Um_k_1,..., U0, Vn_k—1,--+, V0, 2€
uf + vg nema &leny stupné > k

o Netrividlni FeSeni < det My (f,g) =0
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Priklad

eProf=x3+3x+1g=x>+3

MO(fvg)T =

O WO
= W o = o
© O W o
O W o+~ o
W o = oo

@ Determinant 5 = polynom stupné 0 je NSD

@ Ted zahod'me prvni a posledni ¥adek a sloupce 1 a 3...
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P¥iklad
@ Pro f =x3+3x+1, g = x2 + 3 hleddme konstantni u, linedrni v, Ze

uf + vg je konstantni

110
Mi(f,g)T=[0 0 1
330

@ Determinant 0, tedy linedrni polynom se neobjevi v E. algoritmu

o Vratme se k MJ a zahod'me prvni a posledni dva ¥adky ¥4dek a
sloupce 1,2, 3,4...
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Priklad

@ Pro f =x3+3x+1, g =x?+ 3 hleddme konstantni v, e 0f + vg je

stupné <1
MZ(f?g)T = (1)

@ Determinant nenulovy = kvadraticky polynom se objevi v E.
algoritmu
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Subrezultanty

Bud'te f, g polynomy stupfiti n > m

Cisla o; = det M;(f, g) jsou subrezultanty polynomii f, g
Pozor, v u&ebnici jsou subrezultanty n&jaké polynomy (viz déle)
oo(f,g) = res(f, g)

i jde od 0 do min(m, n)

Vime: o;(f, g) # 0 pravé kdyz se v E. algoritmu objevi polynom
stupné i

@ Pozorovani: Polynomy v PRS jsou uréené jednoznacné aZ na
podobnost (ndsobeni konstantou)

e Otazka: Lze polynomy z PRS n&jak dostat z matic M;(f, g)?

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 15. kvétna 2020



Fundamentalni véta o PRS

o Necht oy(f,g) # 0. Necht (pm—k—1,---,P0» Gn—k—1,---,q0) je
(jednozna&né) ¥edeni rovnice

Pm—k—1
0
Po
Mk(fag)T Gn—k—1 = .
. Uk(fvg)

qo

@ To je totéZ jako pozadovat, aby fp + gq byl polynom stupné k s
vedoucim koeficientem oy

@ Znalme (pro &astetnou kompatibilitu s uéebnici) Sk(f,g) = fp + gq

o Necht fi,f,... je PRS; deg f: = k

o Pak f; je stupné& k a je tvaru fu; + gv; pro degu; < m— (k + 1),
degvi < n— (k + 1) (viz 24. dubna, slajd 11)
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Fundamentalni véta o PRS

e Vime: f; je stupn& k a je tvaru fu; + gv; pro degu; < m — (k + 1),
degvi < n— (k + 1) (viz 24. dubna, slajd 11)

@ Tedy uj, v; jsou polynomy stupiiti nejvy§ m— k — Ll resp. n— k — 1, Ze
fu; + gv; ma stupen k

o Tedy

(Ui)m—k—1

Mk(fag)T (Vi():i—)z—l =

(v)o

o Matice My(f,g)7 je regulami, tedy fu; + gv; je nasobek Si(f,g)
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Fundamentalni véta o PRS

Véta (Fundamentalni o PRS, zjednoduZeno oproti uéebnici)

Bud' R gaussovsky obor fi,...,fx PRS v R[x]. Znaéme n; = deg f;. Potom
proi=3,....k —1 platiop(fi,f) #0 a fi ~ Sp.(fi, h).

o Napriklad pro fi =x3+3x+1, h=x*+3mémefz =1, i3 =0a
dopodteme So(fl, f2) = Uo(fl, fg) =5~£f
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Vice o subrezulatntech

Souvislosti s algebraickou geometrii (priseliky k¥ivek)

V ulebnici se ¥ikd subrezulatanty polynomim Si(f, g)

@ Polynomy Sy (f, g) jsou tam definovdny pomoci determinanti
sloZitych podmatic; to je jenom Cramerov pravidlo pro soustavu
deg(fp + gq) = k

o Ze vzoretku pro Si(f,g) lze vydobyt rekuretni formuli pro

subrezultantovou PRS

@ Podobné tvahy pak vedou i na odhad ristu koeficientl pro vypolet
NSD v Q

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitaova algebra 15. kv&tna 2020 13 /29



14. Modularni algoritmus na vypocet NSD

e Jind (a v praxi rychlejsi) metoda

e Idea: Misto potitani v Z[x]| a riistu koeficientii spo¢teme NSD v Z,|[x]
a pak prejdeme zpétky do Z[x]

@ Budu psat %p pro ,,modulo p"; f%p zmoduli viechny koeficienty

o Tedy f%p € Zp[x]

@ Reprezentace pro prechod zpatky

ZP:{_lp/zjv”’vov"wtp/ZJ}

@ Evidentné potfebujeme p dost velké, aby nam koefeicienty NSD
~nhepretekly”

e Ale m3 to i daldi obtiZze (smolna prvocisla)

@ Pokrotilejsi verze (a di): Potitdme modulo vice malych prvotisel
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Priklad

Volme f =x3 —x2 + x — 1 = (x> + 1)(x — 1),
g=x3+2x>—x—-2=(x-1)(x+1)(x+2)
NSD je x — 1

NSD v Z[x] je (x + 1)2

NSD v Z3[x] je x — 1

NSD v Zs[x] je (x —1)(x +2)

NSD v Zz[x] je x — 1

Co se stalo pro 2, 57!
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Vztah NSD v Z[x] a Z,[x]

Pozorovani

Bud'te f,g € Z[x], p prvo&islo. Pak v télese Zy[x] plati

NSDZ[X](fv g)%p‘ NSDZP[X](f%pa g%p)

Bud h = NSDy(f,g). Pak f = hr,g = hs v Z[x].
Modulo p je homomorfismus, tedy

t%p = (h%p)(r%p)

g%p = (h%p)(s%p)

Tedy h mod p d&li f%p, g%p
Ale opatné to platit nemusi (viz p = 5 na predchozim slajdu)

Pokud deg NSDyz(f, g) = deg NSDz,1(f, g), tak se od sebe oba
NSD li&i jenom nasobenim konstantou v Z,[x]
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Stastnd to prvotisla

@ Prvotislo p je pouzitelné pro f, g € Z[x], pokud
p [NSDz(lc(f), Ic(g))
@ PouZitelné prvotislo je stastné, pokud

deg NSDZ[X](fa g) = deg NSDZP[X](f’ g)

@ Pouzitelné prvodislo je smolné, pokud

deg NSDZ[X](fa g) < deg NSDZP[X](f’ g)

@ V nasem prikladé, byla vSechna prvoéisla pouzitelnd, 2, 5 smolna a
3,7 Stastna

e Poti#: Jak poznat, Ze je p $tastné, kdy? nezndme NSDz.?
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Smolnych prvolisel je kone¢né mnoho

Bud' p smolné pro f,g. Zna¢me h = NSDy,(f, g). Pak

f g
p| res (F, F) .

e Dikaz: At p je smolné
@ Modulo p mdme pro vhodné r,s, t, kde degr > 1

f%p _ _ 8%p _

= 2 =t
h%p " h%p "

e P¥itom h d&li f, g v Z[x], takZze miZeme psat

f'
E%p =rs %%p =rt
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Smolna prvodisla déli rezultant

Bud' p smolné pro f,g. Znaéme h = NSDz.(f, g). Pak

o Dostdvame r = NSDyz [, (f%p, £9%p) stupn& > 1

@ Proto res(f%p, £%p) =0

@ Pfitom rezulant je determinant, tedy rezultant v Z, je rezultant v Z
modulo p:

res(%p, £ %p) = resi(/h, &/ h)%p

o Tedy p|res(f, £)
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Jak volit prvodislo

@ Pro dané f, g musi smolna prvocisla délit néjaké konkrétni &islo, tedy
smolnych prvocisel je jenom koneéné

@ Neni z toho tedy moc jasné, kolik vlastné t&ch smolnych prvodisel
je. ..

@ Dobrd zprava: Pro smolnd prvodisla vypocteny NSD nebude délit v Z
jak f, tak g

@ Miizeme tedy spocist kandidata na NSD a testovat, jestli jsme méli
smilu

@ Dalsi problém: Jak volit p, aby abs. hodnoty koeficienti
NSDz,(f, g) nebyly v&t3i nez p/27
@ Pottebujeme odhad na koeficienty NSDz,(f, g)
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Landau-Mignottova mez

Véta (Landau-Mignottova mez)
Budte f, h € Z[x] takové, Ze h|f. Pak

k
D Il < 2¢
i=0

kde k je stuperi h a n stuperi f.

hy
fa

@ Diikaz délat nebudeme, ale ukaZeme si, jak ndm to d4 odhad na
velikosti koeficientdi NSD
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Odhad mc(NSD(f, g))

e UvaZzme f, g, h € Z[x] stupiiii n,m, k, Ze h = NSDz(f, g)

Pozorovani

P/at//hklfnagmr tedy ‘hk’ < |NSDZ(fnagm)|

@ To plyne algoritmu pro dé&leni a toho, Ze h|f, g
o Také jist& k < min(m, n)
@ Potom mame z L-M meze pro f, h

k
mc(h) <Y [hi| < 2* %
i=0 n

@ Podobné& mame i odhad pro g, h
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Odhad na mc(NSD(f, g))

@ Spojenim obou odhadl z L-M meze dostaneme

. 1 n
mc(h) < 2Mn(m") INSDy (£, gm)| min 7l fom Zg,
n i=0 m

@ Zna¥me obludu na pravé stran& jako LM(f, g).

o Pot¥ebujeme p > 2LM(f,g), aby bylo jasné, jak pfejit z Zp[x]| zpét
do Z[x] i pro zdporné koeficienty

o S takto velkym p ndm stadi vZdy brit reprezentatnty z
{=lp/2],...,0,.... [p/2]}

@ Vyhrali jsme? Jesté ne!
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Problém vedouciho koeficientu

@ Posledni potiz: Z, je téleso, tedy mdme celkem p — 1 moZnych
NSDz, 1 (f%p, g%p)

@ Rizné volby NSD nam daji vyrazné jiné polynomy v Z[x]

@ Problém vedouciho koeficientu: Jak urtit Ic(NSDz(f,g))?

@ Pokud bychom vedouci koeficient znali, volime NSD v Z,, ktery ma
tento vedouci koeficient modulo p (pro pouZitelné prvotislo p)

e Znatme d = NSDyz(Ic(f),lc(g))

Pozorovani
Bud'te f,g € Z[x]. Pak Ic(NSDz(f, g))ld.

@ Mohli bychom zkouset viechny délitele d, ale komu by se chté&lo
faktorizovat d. ..
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Navrat primitivnich polynomi

P¥edpokladejme, Ze f, g € Z[x] jsou primitivn{

Pak NSDz,(f,g) je také primitivni a jeho vedouci koeficient d&li d
Tedy vhodny ndsobek NSDy,(f, g) md vedouci koeficient d
Bavime se o nejvySe d-ndsobku NSDy(f, g)

Spotteme tedy NSDy ,i(f%p, g%p) s vedoucim koeficientem d a
vratime se do Z[x]

ZnaZme vysledny polynom h € Z|[x]
o Vime, Ze h = cNSDy(f, g) pro |c| < d; berme
pp(h) = NSDz(f, g)
@ Odhad na velikost p kvilli koeficientim h musime kvili d zvednout na
p>2d-LM(f,g)
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Kone&né dokon&eni

Spotetli jsme h = c NSDz,(f, g)
Ted ndm sta&i spodist primitivni &ist h

Tim se vylouti ¢, protoZe vime, Ze NSDyz,(f,g) musi byt primitivni

°
°
°
@ Pak otestujeme, zda vysledek dé&li f i g
@ Pokud ano, vyhravame

°

Pokud ne, bylo p smolné a musime zvétsit p a restartovat
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Moduldrni ndsobeni nesikovné — algoritmus 21

Data: f, g € Z[x] primitivni polynomy
Result: NSDZ[X](f g)

1 d = NSDz(lc(f), Ic(g));
2 p := nejmensi prvotislo > 2d - LM(f, g);

3 h:= NSDgz,(f%p,g%p), aby Ic(h) = d%p;
4 h:=pp(h);

5 if h|f,g then

6 ‘ return h;

7 else

8 ‘ zvol vétsi prvolislo p, jdi na 3;

9 end
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Spravnost algoritmu 21

Vzhledem k velikost 2d - LM(f, g) bude p > d vidy pouZitelné

e Pokud je p 3tastné, tak h = ¢ NSD(f, g) a pp(h) = NSD(f, g)

@ Pokud je p smolné, tak h ma v&tsi stupeii nez NSD(f, g), takZe to
zjistime a restartujeme

@ Protoze smolnych prvolisel je kone¢né mnoho, nakonec najdeme
n&jaké §tastné
@ Je to nepraktické, protoZe nase prvolislo bude hodné velké

LY

o P¥isté si ukdZeme, jak to délat jesté lépe
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Priklad

f=x3—x>4+x—-1,g=x3+2x>—x-2
d=1

LM(f,g) = 16 (v u&ebnici jim vyslo asi 25)
p>2-16 =32, tedy p:= 37

h=x-1

h|f, g, tedy vratime h
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