
Poč́ıtačová algebra - 5. cvičeńı
24. dubna 2020

Problém 1. At’ f, g ∈ Z[x], deg f = n,deg g = n − 1, takové, že maximálńı
koeficienty f, g jsou a, b.
Dokažte, že koeficienty f pmod g jsou nejvýše 4ab2.

Řešeńı. Označme

f =

n∑
i=0

fix
i, g =

n−1∑
i=0

gix
i

a
q1x + q0 := f pdiv g, r(x) := f pmod g,

tedy

g2n−1f = (q1x + q0)g + r(x), r =

n−2∑
i=0

rix
i

Porovnejme nyńı koeficient u xn:

g2n−1fn = q1gn−1 =⇒ q1 = fngn−1 =⇒ |q1| = |fn| · |gn−1| ≤ ab

a koeficient u xn−1 :

g2n−1fn−1 = q0gn−1 + q1gn−2 = q0gn−1 + fngn−1gn−2.

Po zkráceńı nenulovým gn−1 a převedeńım na druhou stranu rovnosti dostáváme

q0 = gn−1fn−1 − fngn−2 =⇒ |q0| ≤ |gn−1| · |fn−1|+ |fn| · |gn−2| ≤ 2ab.

Porovnejme konečně koeficient u xi, 0 ≤ i ≤ n− 2:

g2n−1fi = q1gi−1+q0gi+ri =⇒ |ri| ≤ |g2n−1|·|fi|+|q1|·|gi−1|+|q0|·|gi| ≤ b2a+ab·b+2ab·b = 4ab2,

přičemž výrazem g−1 rozumı́me 0.

Problém 2. At’ f, g ∈ Z[x], deg f = n,deg g = n − 1, takové, že délky všech
jejich koeficient̊u jsou nejvýše c.
Dokažte, že časová složitost výpočtu f pmod g je O(nc2).

Řešeńı.
Výpočet lc(g) · lc(g) → O(c · c),
Výpočet lc(g)2 · f → O(n · 2c · c),
Výpočet lc(g)2f mod f → zde 2krát provád́ıme následuj́ıćı:

Pod́ıl vedoućıch koeficient̊u → O(3c · c)),
přenásobeńı dělitele t́ımto pod́ılem → O((n− 1) · 3c · c),
odečteńı → O((n− 1) · 4c).

Celkem je složitost O(nc2).
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Problém 3. Spoč́ıtejte res(f, g) pro
a) f = x2 + x− 2, g = x + 2, f, g ∈ Z[x],
b) f = x2 − 1, g = x2 + 1, f, g ∈ Z[x].

Řešeńı. a)

res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
1 2

1 2

∣∣∣∣∣∣ = 4− 2− 2 = 0.

b)

res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1

1 0 −1
1 0 1

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
0 1 0
1 0 1

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
0 −1 0
1 0 −1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

Problém 4. Dokažte, že polynom f ∈ Q[x] má (ve svém rozkladovém nadtělese)
v́ıcenásobný kořen, právě když res(f, f ′) = 0, kde f ′ je formálńı derivace f .
Co podmı́nka res(f, f ′) = 0 ř́ıká pro kvadratické polynomy? (Vyjádřete tuto
podmı́nku pomoćı koeficient̊u obecného kvadratického polynomu.)

Řešeńı.
Z přednášky v́ıme, že res(f, f ′) = 0 ⇐⇒ f a f ′ jsou soudělné. Ukážeme, že to
je právě tehdy když f má násobný kořen ve svém rozkladovém nadtělese.
At’ f má násobný kořen a. Potom f = (x−a)2 ·g pro nějaké g. Derivaćı źıskáme

f ′ = 2(x− a)g + (x− a)2g′ = (x− a)(2g + (x− a)g′)

a vid́ıme, že f a f ′ jsou soudělné.
At’ naopak f má n = deg f r̊uzných kořen̊u xi, tedy

f = lc(f)

n∏
i=1

(x− xi).

Pak
f ′ = lc(f)(f/(x− x1) + · · ·+ f/(x− xn))).

Všimněme si, že jelikož ∀i : (x− xi) děĺı právě n− 1 sč́ıtanc̊u v f ′, nemaj́ı f a
f ′ žádného společného dělitele.

Uvažme f = ax2 + bx + c, tedy f ′ = 2ax + b. Pak

res(f, f ′) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣ = ab2 + 4ac− 2ab2 = −a(b2 − 4ac).

Protože a 6= 0, vid́ıme, že f má dvojnásobný kořen ⇐⇒ res(f, f ′) = 0 ⇐⇒
b2 − 4ac = 0.

Problém 5. At’ a, b ∈ R, f, g ∈ R[x], deg f = n, deg g = m.
Dokažte (z definice, tj. bez Věty 13.4), že res(af, bg) = ambn res(f, g).
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Řešeńı. V Sylvesterově matici je m řádk̊u s koeficienty polynomu f a n řádk̊u
s koeficienty polynomu g. Jak v́ıme, tak přenásobeńım řádku konstantou se de-
terminant přenásob́ı touto konstantou. Z toho plyne tvrzeńı. Můžeme to zapsat
i maticově

res(af, bg) = detM(af, bg) = det diag(a, . . . a︸ ︷︷ ︸
m×

, b, . . . b︸ ︷︷ ︸
n×

)M(f, g) =

= det diag(a, . . . a︸ ︷︷ ︸
m×

, b, . . . b︸ ︷︷ ︸
n×

) detM(f, g) = ambn res(f, g).
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