Pocitatova algebra - 5. cviceni
24. dubna 2020

Problém 1. Af f g € Z[z], deg f = n,degg = n — 1, takové, Ze maximalni
koeficienty f, g jsou a,b.
Dokazte, 7e koeficienty fpmod g jsou nejvyse 4ab.

ReSeni. Oznac¢me

n n—1
F=Y"fa', g=> g’
=0 1=0

qr +qo = fpdivg, r(z):= fpmody,
tedy

n—2
gr 1 f =@z +q)g+r(x), r= Z rix’
i=0
Porovnejme nyni koeficient u x™:

G i fo =01 = @ = fagn1 = |a1] = |ful - |gn_1]| < ab

a koeficient u z"~1 :

g?z—lfnfl = qo9n—1 + Q19gn—2 = qoGn—-1 + fngnflgnfl

Po zkraceni nenulovym g, _1 a pfevedenim na druhou stranu rovnosti dostavame
90 = gn—1fn-1 = fngn-2 = ol < |gn—1l - [fa—1l +[fal - |gn—2| < 2ab.
Porovnejme koneéné koeficient u 2¢,0 < i < n — 2:
9r 1 fi = qgimitaogitri = |ri| <|ga_ 1| fil+larl|gi—1+lqol-1g:| < b*a+ab-b+2ab-b = 4ab®,
pricemz vyrazem g_; rozumime 0.

Problém 2. At f,g € Z[z], deg f = n,degg = n — 1, takové, ze délky viech
jejich koeficientu jsou nejvyse c.
Dokaite, ze ¢asova slozitost vypoctu f pmod g je O(nc?).

Reseni.

Vypocet le(g) - le(g) — O(e - ¢),

Vypocet le(g)? - f — O(n-2c-c),

Vypocet lc(g)?f mod f — zde 2krat provadime nésledujici:
Podil vedoucich koeficienti — O(3c¢ - ¢)),
prendsoben{ délitele timto podilem — O((n — 1) - 3¢ - ¢),
odecteni — O((n — 1) - 4c).

Celkem je slozitost O(nc?).



Problém 3. Spocitejte res(f, g) pro
a) f=a+2—-2,9g=a+2,f g€ Zlx],
b) f=a22—-1,g=2>+1,f,g € Zx].

Reseni. a)

1 1 -2
res(f,g) =11 2 —4-92-2=0.
1 2

b)

1(1)_01_1 10 -1 o -1 o0
res(f,g) = =0 1 0|+]1 0 —1l=1+1+14+1=4.

Lo 10 1 1 0 1

1 0 1

Problém 4. Dokazte, ze polynom f € Q[z] m4 (ve svém rozkladovém nadtélese)
vicendsobny kofen, pravé kdyz res(f, f/) = 0, kde f’ je formdln{ derivace f.
Co podminka res(f, f') = 0 iikd pro kvadratické polynomy? (Vyjadrete tuto
podminku pomoci koeficientii obecného kvadratického polynomu.)

Reseni.

Z prednasky vime, ze res(f, f/) =0 < f a f’ jsou soudélné. Ukdzeme, Ze to
je pravé tehdy kdyz f ma nasobny kofen ve svém rozkladovém nadtélese.

At f mé nasobny koten a. Potom f = (x —a)?- g pro néjaké g. Derivaci ziskdme

f'=2(—a)g+(z—a)y = (z-a) 29+ (z — a)g)

a vidime, ze f a f’ jsou soudélné.
Af naopak f mé n = deg f rliznych kofenii x;, tedy

f=le()[J@— ).
i=1
Pak
fr=1e(f)(f/(x—z1) + -+ f/(x = zn))).
Vsimnéme si, ze jelikoz Vi : (z — ;) déli pravé n — 1 s¢itancu v f/, nemaji f a
1" zaddného spolecného délitele.
Uvazme f = ax? + bx + ¢, tedy f' = 2ax + b. Pak

a b c
res(f, ) =1[2a b 0| = ab® + dac — 2ab* = —a(b? — 4dac).
0 2a b

Protoze a # 0, vidime, ze f mé dvojndsobny kofen <= res(f,f') =0 <—
b? — dac = 0.

Problém 5. At a,b € R, f,g € R[x], deg f = n,degg = m.
Dokazte (z definice, tj. bez Véty 13.4), ze res(af,bg) = a™b" res(f, g).



Reseni. V Sylvesterové matici je m Fadka s koeficienty polynomu f a n fadka
s koeficienty polynomu g. Jak vime, tak pfendasobenim fadku konstantou se de-
terminant prendsobi touto konstantou. Z toho plyne tvrzeni. Muzeme to zapsat
i maticove

res(af,bg) = det M(af,bg) = detdiag(a, ... a,b,... b)M(f,g) =
S—— Y——

mX nx

= detdiag(a, ... a,b,... b)det M(f, g) = a™b" res(f, g).
S—— Y—~—

mX nx



